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ZA ANALIZU SIGNALA

Rezime:

U radu je prikazana nova metoda za analizu signala — talasne transformacife.
Razmatrani su uslovi pri kojima je moguca primena ove transformacije, osnovne teorijske
postavke, nalin predstavijanja rezultats analize u vremensko-frekvencijskoj ravni, brzi
algoritam koji omogudava prakticnu realizaciju i kriterijumi za procenu kvaliteta. Analizirane
su mogucnosti primene ove transformacije i pravei daljeg razvoja.
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WAVELETS TRANSFORMATION - A NEW METHOD
FOR SIGNAL ANALYSIS

Summary:

In this paper a new method for signal analysis — wavelets transformation is presented.
We consider basic theoretical assumptions and mathematical foundations, signal representation
in time-frequency domain, fast algorithms for practical implementation and a method for
quantifying signal approximation achieved with wavelets. We also analyze implementation

TALASNA TRANSFORMACUA - NOVI METOD

UDC: 621.39:537.8.029:519.688

possibilities of the wavelets transformation as well as trends of future development.
Key words: telecommunications, signal analysis, method, transformation, wavelets.

Uwvod

Fizitki objekat ili pojava koja se
posmatra i prouava mofe se predstaviti
na viSe razli¢itih nafina. Koja predstava
¢e se izabrati zavisi od konkretnog sluca-
ja. Na primer, u svakodnevnom Zivotu se
koristi decimalni brojni sistem, dok se
rad na rafunarima zasniva na binarnoj
predstavi podataka. U mnogim oblasti-
ma, kao, na primer, u numerifkoj analizi
ili obradi signala, jedan od osnovnih kri-
terijuma pri izboru predstave signala jeste
moguénost relativno lakog i brzog identi-
fikovanja njegovih osnovnih osobina.

Moguéi nadin da se ovaj kriterijum
ostvari jeste dekompozicija signala x po-
mocu skupa jednostavnijih signala x;, pri

femu vaZi x = Z)li. Drugim redima, oba-
i

vlja se aproksimacija realnih signala po-
moéu jednostavnijih talasnih oblika. Cilj
je da ta aproksimacija bude 3to je mogude
bliza posmatranom signalu, a da broj
talasnih oblika koji je &ine bude &to je
mogucée manji. Za praktiénu realizaciju
dekompozicije signala neophodan je brz
algoritam, jer bi u suprotnom takva pred-
stava signala imala &isto teorijski znadaj.
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Metoda koja se do sada najleice
koristila za analizu signala jeste Furijeova
transformacija. Furijeova analiza stavlja
na raspolaganje viSe konkretnih alata za
obradu signala: od kontinualne analize
pomocu Furijeovog integrala, preko ana-
lize diskretnih signala, do brzog algoritma
pogodnog za prakti®nu primenu na radu-
naru - brze Furijeove transformacije.
Osnovna ideja Furijeove transformacije
jeste dekompozicija signala na prostope-
riodi¢ne komponente (bazne funkcije su
oblika e™"). Najpre e se posmatrati sluéaj
perioditnog signala. Takav signal pred-
stavlja se sumom prostoperiodi¢nih sig-
nala &ije su amplitude i faze razlidite, a
frekvencija svakog od njih jednaka je
umnosku osnovne frekvencije razlaganog
signala. Dati signal je u potpunosti oka-
rakterisan skupom brojeva koji predstav-
ljaju te umnoske i skupom njima pripada-
ju¢ih amplituda i faza. Dobija se slika
posmatranog signala u domenu frekvenci-
ja, a ujedno je sloZeni talasni oblik rastav-
ljen na prostije oblike. Zahvaljujuéi teo-
remi superpozicije i ovakvom predstavlja-
nju signala ukupan odziv sistema moZe
se dobiti odredivanjem odziva na svaku
od ovih prostijih komponenti zasebno.
Naravno, u praktiénim slufajevima su-
srede se sa aperiodi¢nim signalima. Ana-
liza ovakvog signala obavlja se pomocu
Furijeovog integrala koji predstavlja gra-
ni¢ni sluaj razvijanja u red funkcije &ija
osnovna frekvencija teZi nuli. Da bi po-
smatrani signal f(t) imao Furijeovu tran-
sformaciju mora biti zadovoljen uslov:

-1

[ f®dt < = ili

-if

[fdt<e (1)
gde je sa |[f(1)| oznadena apsolutna vred-
nost funkcije f(t).

Veli¢ina F (jw) naziva se Furijeovom
transformacijom funkcije f(t). To je kon-

tinualna funkcija frekvencije i data je
izrazom:

F (jo) = ]'mf (t) edt (2a)

Izraz za inverznu Furijeovu transfor-
maciju glasi:

f(t) = % :IiF{jm}ei"“dm (2b)

~ Dakle, ukoliko se posmatra signal
e, Furijeova transformacija ée dati
maksimalnu vrednost na frekvenciji wy.
Problem nastaje u slu¢aju da se posmatra
signal koji je sastavljen od dva oscilatorna
oblika koja se naizmeni¢no pojavljuju u
susednim vremenskim intervalima, tj. sig-
nal oblika:

f(t) = & Xpp, pi(t) + & Xpp (1), (3)

gde je Xj, 1 talasni oblik ogranifen u
vremenskom intervalu [a, b], a Xp, ¢
talasni oblik u vremenskom intervalu
[b, ¢].

Furijeova analiza ¢e dati dve kompo-
nente u spektru, na frekvencijama @ i
o, ali ne i informaciju o ponasanju sig-
nala u vremenu. Jedan od natina da se
ovakav problem prevazide je prozorova-
nje, tj. koridéenje prozorovane ili kratko-
trajne Furijeove transformacije (short-
-time Fourier transform.). Bazne funkci-
je, preko kojih se sada predstavlja signal,
imaju oblik w(t - t)e™, gde je w(t) pro-
zorska funkcija koja omoguéava lokaliza-
ciju signala u vremenu.

Signali sa kojima se svakodnevno
susre€e nisu potpuno sludajni, veé¢ imaju
odredenu korelacionu strukturu. Na pri-
mer, kod signala slike susedni elementi
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(pikseli) jako su korelisani u prostoru
(vremenu, frekvenciji). Sa druge strane,
medusobno udaljeni pikseli su nekorelisa-
ni. Za ovakav tip korelacije kaZe se da
je lokalna. To navodi na zakljuak da
signale sa ovakvim osobinama treba
aproksimirati pomo¢u jednostavnijih sig-
nala koji su lokalizovani u vremenu i u
domenu frekvencija. Takvi signali pru-
Zaju moguénost aproksimacije korelacio-
nih osobina analiziranog signala sa rela-
tivno malim brojem komponenata. Tala-
sna transformacija (wavelet transforma-
tion), &ije osnovne postavke su izloZzene
u ovom radu, zasnovana je upravo na
ovakvom konceptu.

Osnovne postavke talasne
transformacije

Talasna transformacija obavlja de-
kompoziciju posmatranog signala preko
jednostavnih talasnih oblika koji ne mo-
raju da budu isklju¢ivo prostoperiodiéni
signali kao u slu¢aju Furijeove transfor-
macije. Dakle, umesto da se dekompozi-
cija posmatranog signala obavlja pomoéu
prostoperiodi¢nih signala, ona se vrii po-
mocu signala ¢(t) i njegovih transliranih
i prodirenih oblika. Drugim redima, signal
@(t) u talasnoj transformaciji ima ulogu
prostoperiodi¢énog signala ¢ u Furijeo-
voj transformaciji.

U talasnoj transformaciji koristi se
familija baznih funkcija:

1 ft—b
mh(t}—rw( - ) a>0,beR, (4)

gde je sa ¢(t) oznadena fiksna funkcija
koja se naziva mati¢ni ili osnovni talasié
(mother wavelet) a a, b su parametri
transliranja i prodirenja osnovnog talasi-
¢a. Funkcija treba da ima osobinu dobre

lokalizovanosti i u vremenu i po frekven-
cijama, tj. treba da budu ispunjeni uslovi:

le()] = c (1 + [t))™, (5a)
[p(@)] = c (1 + |o)™, (5b)
gde je sa c Eznaéena konstanta,

ap(w) = [ @t)e?™dt je Furijeova

transformacija funkcije @(t).

Analiza se obavlja pod pretpostav-
kom da je zadovoljen uslov konaéne sna-

ge, tj.

Nl =f| f(t)? dt < co. (6)

Prostor funkcija koje zadovoljavaju
uslov (6) naziva se Hilbertovim prosto-
rom, i u njemu se moZe definisati skalarni
proizvod funkcija i, j, oznaden sa < i, j
=, na sledeéi nadin:

<i, j> = [fi()j* ()dt, (M

gde j* (t) oznatava konjugovano kom-
pleksnu vrednost j(t). Talasna transfor-
macija posmatrane funkcije f(t) oznacava
se sa T, uf(t) i definiSe na sledeéi naéin:

Tusf())=<f, 000>~ | f(0)0* = "] dt.
Ja ‘e a
®)

Postojanje inverzne talasne transfor-
macije zavisi od izbora osnovnog talasi¢a
p(t). Ako izabrani osnovni talasi¢ zado-
voljava uslov:

2
G, = J’ |'3":ﬂ1'|]| a5 <, ©)
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funkcija f(t) moZe se rekonstruisati na
sledeéi nadin:

~Ir

i) = f":f b f(©)9a(t)db. (10)

(-]

Ispunjeni uslov (9) ima za posledicu
da funkcija ¢(t) nema jednosmernu kom-
ponentu, tj. vaZi ¢(0) = 0. Osnovni tala-
si¢ @(t) treba da bude opadajuéa funkcija i

k
da u opitem sluéaju ima N nula, tj., (i)

$(0) = [t p(t)dt =0,k =0, 1,...N.

Na slici 1 dat je primer nekoliko
talasiéa dobijenih iz usnuvnug talasica
oblika ¢0(t) = (1 -2t)e™, koji pred-
stavlja drugi izvod Gausove funkcije.
U ovom sludaju je N=1, tj.
fo(t)dt = [tp(t)dt = 0.

Vrednosti talasne transformacije za-
vise od regularnosti funkcije f(t). Fun-
kcija f(t) je Holder regularna ako, i samo

ako, postoji polinom P(t) ¢iji je stepen
n<a, a=>0, takav da vaZi:
|£(t) = P(t)|=Cylt — tof* (11)

Ovaj uslov je zadovoljen kada je
funkcija f(t) m puta diferencijabilna u
okolini tatke tp, pri ¢emu je m>a. Na
osnovu Tejlorove formule za razvoj fun-
kcije u red imamo da je:

P)=Y 1O m:n{ ‘”:'

Osk<a

(12)

U sludaju a<1 P(t) = f(tg).

Matemati¢kom analizom u [1] poka-
zano je da, ako osnovni talasi¢ @, p(t)
ima N>a - 1 nula, dovoljno if¢ezava u
beskona¢nosti (tj. [@(t)|t|* dt < + ), i
ako vaZi uslov:

Ib-tgl =C

gde je:
C - konstanta,

(13)
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a — parametar $irenja osnovnog tala-
si¢a, vaZi sledeca relacija:
[Ta,» £(t)|<K[a]e * 12, (14)
gde je K konstanta.

Dakle, ukoliko je funkcija regularna
u okolini tacke t; i ako je ispunjen uslov
(13), amplitude talasne transformacije
T,, v f(t) ogranitene su i opadaju veoma
brzo. Ako funkcija ima neki prekid u
ovoj oblasti, vrednosti T, , f(t) opadaju
znatno sporije.

U praktiénim primenama talasna
transformacija se moZe odrediti samo za
konacan skup vrednosti. Postavlja se pita-
nje kako odabrati funkciju f(t), a da se
pri tome izdvoje sve bitne informacije
koje ona nosi. SloZenom matematitkom
analizom ([1], [5]) moZe se pokazati da
je najefikasnije odabrati analiziranu fun-
kciju talasi¢ima oblika:

o) =af? ¢ (ajt-bek), j, kKEZ, (15)

gde su ay > 11 by > 0 fiksni parametri.

Predstavljanje signala u vremensko-
-frekvencijskoj ravni

Talasnom transformacijom signal se
razbija na komponente koje se nazivaju
vremensko-frekvencijskim atomima, a
predstavljaju se grafi¢ki u vremensko-fre-
kvencijskoj ravni. Potpuna lokalizacija
ovih atoma, u vremenu i frekvenciji, nije
moguca. Naime, prema Hajzenbergovom
principu neodredenosti proizvod neodre-
denosti vremena At i neodredenosti fre-
kvencije Af ogranifen je i va¥i relacija:

1
AtAf = —,

4n (16

Vremensko-frekvencijski atomi
predstavljaju se nekim dvodimenzionim
oblikom, na primer pravougaonikom ili
elipsom. Pozicija odabrane figure odre-
duje poloZaj posmatrane komponente u
vremenu i frekvenciji, dok je njena po-
vriina proporcionalna proizvodu neodre-
denosti vremena i frekvencije. Amplituda
posmatrane komponente oznafava se ste-
penom osenfenosti figure. Najéeiée se
vremensko-frekvencijski atom predstav-
lja pravougaonikom, i nazivamo je infor-
macionom ¢elijom. Sirina i visina te celije
predstavlja neodredenost vremena, tj.
neodredenost frekvencije. Koordinate ée-
lije, odnosno poloZaj posmatrane kompo-
nente u vremenu i frekvenciji obi¢no se
naznade u donjem levom uglu atoma. Na
slici 2 dat je primer tri talasna oblika i
njihova predstava u vremensko-frekven-
cijskoj ravni.

Prva dva signala sa leve strane imaju
malu vremensku i veliku neodredenost
frekvencije, te su predstavljeni pravou-
gaonicima kao na slici 2. Treéi signal ima
manju frekvencijsku neodredenost i veéu
vremensku, pa je on predstavljen pravou-
gaonikom manje visine. Ovaj signal ima
mnogo vecu energiju nego prethodna
dva, §to je naznafeno intenzivnijim za-
tamnjivanjem njegove delije.

Na slici 3 prikazani su primeri baznih
funkcija i odgovarajuce predstavljanje u
vremensko-frekvencijskoj ravni u sluéaju
kratkotrajne Furijeove transformacije i
talasne transformacije. Talasna transfor-
macija daje mnogo bolju sliku signala, tj.
pruza informaciju o pona$anju signala,
kako u vremenskom domenu, tako i u
domenu frekvencija.

Za talasnu transformaciju koriste se
ortogonalne baze. Pod ortogonalnom ba-
zom podrazumeva se skup sekvenci
{¢; In| }iez takvih da za i # j vazi:

32

VOINOTEHNICKI GLASNIK 1/2000.



At
-u
L

-

-

Sl. 2 — Informacione celije u vremensko-frekvencijskoj ravni

www

(a) (b)

§l. 3 — Bazne funkeije i vremensko-frekvencijska rezolucija:
a) kratkotrajna Furijeova transformacija, b} talasna transformacija
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(17)

U tom slucaju informacione ¢elije se nede
preklapati.

Na slikama 4 i 5 prikazani su primeri
pojedinih baza predstavljenih u vremen-
sko-frekvencijskoj ravni. Standardna Di-
rakova baza sadrZi Dirakove impulse &ji
je poloZaj u vremenu odreden intervalom
odabiranja. Ova baza ima optimalnu vre-
mensku lokalizaciju, ali ne daje nikakvu
informaciju o poloZaju posmatranog sig-

fo (nt-i) ¢ (nt-j) =0

Sl. 4 - Dirakova i Furijeova baza u
vremensko-frekvencijskaj ravni

f
t
f
t
8L 5 - Prazorovana Furijeova baza u
vremensko-frekvencijskoj ravni

nala u frekvenciji. Sa druge strane je
Furijeova baza kod koje je situacija obrat-
na: ima dobru karakterizaciju signala u
frekvencijskom domenu, ali nema nika-
kvu informaciju o ponafanju signala u
vremenu.

Prozorovana ili kratkotrajna Furi-
jeova transformacija predstavljena je in-
formacionim ¢elijama &ja je Sirina pro-
porcionalna Sirini prozora (slika 5). U
slu¢aju talasne transformacije isti je slucaj
kao na slici 6.

Relativno lako predstavljanje signala
pomoéu vremensko-frekvencijskih kom-
ponenti moZe se postii rekurzivnim algo-
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Sl. 6 = Primer baze talasne transfor-
macife u vremensko-frekvencijskoj ravni

ritmom deljenja koji je detaljno opisan u
radu [3]. Sultina je da se ulazni signal
deli na dva dela, fime se zapravo vremen-
sko-frekvencijska ravan deli na dve polo-
vine. Da bi se to realizovalo potreban je
operator koji daje ortogonalne ili nezavi-
sne delove koji se ne preklapaju. Ovom
operacijom treba ujedno izvrditi i decima-
ciju signala, tako da je zbir broja odbiraka
signala u tim delovima jednak ukupnom
broju odbiraka signala. Jedan od natina
da se to ostvari je prozorovanje signala i
odredivanje Furijeove transformacije
unutar svakog prozora. Drugi nadin da
se ostvari dekompozicija je filtriranje ko-
njugovanim parom filtara h i h*, tj. g i
g*. Niskofrekvencijske komponente iz-
dvajaju se NF filterom h, a visokofre-
kvencijske komponente pomocu filtera
g. Nakon filtriranja signala obavlja se
njegova decimacija.

Inverzna talasna transformacija

Inverzna talasna transformacija po-
stoji ako je ispunjen uslov definisan rela-

cijom (9), tj. ako izabrani osnovni talasi¢
nema jednosmernu komponentu.

Da bi se do$lo do izraza za inverznu
transformaciju uvodi se pojam okvira.
Sekvenca (e,),ez u Hilbertovom prostoru
H naziva se okvirom ako, i samo ako, za
svaki signal x vaZi relacija:

AP < )| <x, e, > [ < B P

nEZ

(18)

gde su A, B granice okvira i koje ne
zavise od izbora signala x.

SloZenom matematickom analizom
prikazanom u [1] moZe se doéi do izraza
za granice okvira. Ako vaZe pretpostav-
ke:

0<c 2|6 (afo))? < c; < +o

nEZ

(19a)

B(v) = supger). |®(alo)d (afo+v)|=

nEl
< C (1 + oy, (19b)

gde su ¢, ¢, C konstante, za neko g = (),
granice okvira date su izrazima:

A e-E, (2 (4]}

(20a)
= E {cl ; Eﬂlﬂ} [B(E k) B(%‘:' k)]m}
(20b)

Granica A mora biti pozitivna veliina,
Ovo uvek vai u sludaju da je by < by,
gde je b, graniéna vrednost.

Signalu x dodeljuje se operator F
koji preslikava svako x € H u sekvencu
(<x, e, =)qez i Operator F, koji sekvencu
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(X)aez preslikavaux = ) x, e,. U ra-

nEZ

du [1] pokazano je da se pomocu ova dva
operatora moZe uvesti nova sekvenca é,:
& = (FoF) ey, (21)
koja takode, predstavija okvir. Ovaj
okvir naziva se dualnim okvirom, a nje-
gove granice su A" = B > 0.

Na osnovu matematitke analize u [1]

svaki signal x € H moZe se napisati u
obliku:

X = Z <x, e, >&, = E <X, Ey>e,
nEZ L=
(22)

Dakle, za inverznu talasnu transfor-
maciju neophodno je poznavati dualni
okvir (&,)ez, tj. inverzni operator opera-
tora F4F. Postupak odredivanja opera-
tora F4F prikazan je u radu [1].

Dualni okvir ¢ » = (FAF)! gum u
opitem sluéaju ne nastaje transliranjem i
Sirenjem osnovnog talasi¢a. Jedino u slu-
¢aju A = B dualni okvir je jednak osnov-
nom talasiéu: §n, m = APy, m. Normali-
zacijom @, , moZe se podesiti tako da je
A =B =1, iu tom sluaju va¥i:

f(t) = 2.

nmEL

<f, o> Pam(t) (23)

Ovakav okvir naziva se uskim okvirom.

Brza talasna transformacija

Da bi neka transformacija bila od
koristi potreban je brzi algoritam koji se
moZe implementirati na racunaru, li-
nearne ili linearno-logaritamske sloZeno-
sti. Takav algoritam naziva se brzom
talasnom transformacijom.
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1 2 1
Sl. 7 - Primer postepenog aproksimiranja funkcije

Jedan od nadina da se ovaj zahtev
realizuje je multirezoluciona analiza. Nai-
me, ideja je da se funkcija aproksimira
razli¢itim rezolucionim nivoima. Ana-
logna situacija nastaje u slutaju predstav-
ljanja slike sa sve veéim brojem piksela.
Koeficijenti talasi¢a odreduju se kao do-
datni detalji kojima se poboljiava aprok-
simacija, tj. prelazi od grublje ka finijoj
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aproksimaciji, kao 3to je prikazano na
slici 7. .

Posmatra se sludaj talasiéa oblika
(15), pri ¢emu je ag = 2i by = 1t

Px(=2% o(Qt-K)jkEZ (24)

Jedan od najstarijih primera ortogo-
nalne baze je Harov sistem, kod kojeg je
osnovni talasié¢, deo po deo, konstantna
funkcija oblika:

1, t€ [0,1/2)
-1, te (12, 1]
0,t (-, 0) U (1, +=)

¢ () = (25)

~Na slici 8 dat je prikaz nekoliko talasiéa
posmatrane baze.

Najpre ¢e se pokazati da ovakav
sistem Cini ortogonalnu bazu. Za fiksnu
vrednost j lako se uodava da su funkcije
®j, k 1 Pj, ', razlidite od nule u intervalima
koji se ne preklapaju, te je jasno da je
njihov proizvod jednak nuli, tj. da su one
ortogonalne. Ako se razmatra sludaj
j' = ], talasi¢ @; ; ima konstantnu vred-
nost razli¢itu od nule u istom opsegu kao

LU
2

)

1
1
]
1
1
-

5l 8 — Primer nekoliko Harovih baznih funkcija

i @y, &, ali je njihov proizvod ponovo
jednak nuli. Dakle, talasiéi @; i @;, y su
ortogonalne funkcije. Ostaje jo3 da se
pokaZe da one ine bazu, odnosno da se
bilo koja funkcija f (t) moZe predstaviti
kao kombinacija talasi¢a @; ; oblika:

fM =Y <fox>0c(®) (26

ikEZ

Uvodi se nova velitina A;f odredena
koeficijentima a; y koji predstavljaju kon-
stantnu aproksimaciju funkcije na inter-
valu I , gde je I y = [27k, 27 (k + 1)],
kEZ.

Znati da je:
a,x = AT =2 [ £(t) dt (27)
liw
Ako se posmatraju intervali

Loa=[2%, 27 (k+12)] i L.y
w+1=[27(k + 12), 27 (k + 1)] uofava
se da su to podintervali intervala [
duplo manje duZine. Otigledno je a; i
srednja vrednost srednjih vrednosti fun-
kcije na datim podintervalima, tj.:

RN . R T
2

_ (28)

Posto je usvojen odgovarajuéi oblik
osnovnog talasi¢a, razlika dva susedna
koeficijenta A, ; ,f i A;f moZe se izraziti
preko @; . Dakle, va#i izraz:

Ai“E—Ajf=zk:dj_k¢r},k (29)

Ma osnovu definicije veliine A;f uo-
tava se da je

div=<f0x> (30)
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Ukoliko se usvoji neka fiksna vred-
nost j;, moZe se dobiti vrednost koefici-
jenta A;f pomocu grublje aproksimacije
a;f, jo < j 1 dodatnog ¢lana koji predstav-
lja kombinaciju talasiéa:

=1

Aif=Af+ ) Y <f,0> 0 (31)

j=h kEZ

Ako se u ovom izrazu pusti da npr.
i1 = +=ijy — - = dobija se izraz (26).

Cilj svake aproksimacije jeste da §to
bolje reprodukuje posmatranu funkciju,
pa sa tog aspekta odgovara $to veéa
vrednost j;, odnosno ito manja vrednost
jo- Medutim, u praksi se, uglavnom, srece
sa odbircima nekog signala ili sa &isto
diskretnim podacima, tako da j; i j naj-
Cedce imaju konagnu vrednost.

Posmatrani Harov sistem nije pogo-
dan za veliki broj konkretnih aplikacija.
Ovako usvojeni talasiéi nisu kontinualne
funkcije i njima se ne moZe postiéi do-
voljno dobra aproksimacija glatkih fun-
kcija. Zbog toga se esto, umesto razvoja
funkcije preko talasi¢a, pribegava aprok-
simiranju izvoda te funkcije izvodima
koeficijenata Aif. Jedan od osnovnih pro-
blema teorije baza talasi¢a jeste konstrui-
sanje sistema koji ima sliénu multirezolu-
cionu strukturu kao Harova baza, ali da
pri tome osnovni talasi¢ bude regularna
funkcija kako bi se postigla bolja aprok-
simacija razmatranih signala. Jedan od
najtesce koridéenih postupaka za odre-
divanje osnovnog talasi¢a dat je u litera-
turi [1].

Kriterijum za procenu kvaliteta
aproksimacije
Osnovni cilj jeste da se funkcija f(t)

aproksimira funkcijom fy(t), koja je li-
nearna kombinacija M odabranih talasi-

¢a. Pitanje je kojih M talasi¢a iz besko-
na¢nog skupa mogucih treba odabrati. U
idealnom sluéaju kriterijum za izbor je da
razlika originalne funkcije i njene aprok-
simacije bude 3to je moguée manja, ali
on nije pogodan za praktiénu realizaciju.
U konkretnim situacijama kriterijum se
pojednostavljuje time $to se biraju koefi-
cijenti sa najvecim apsolutnim vrednosti-
ma. Pretpostavka je da je aproksimacija:

fu =2 P (32)

LE Ay

gde je sa Ay oznalen skup talasiéa oda-
branih za analizu signala. Skup Ay u
ovom slutaju sadrzi indekse M najveéih
talasi¢-koeficijenata. Kako ovaj skup in-
deksa zavisi od posmatrane funkcije,
aproksimacija nije linearna ((f + gy #
(fu + 2w)-

Ako M — = aproksimacija konver-
gira ka f(t). Da bi se odredio kvalitet
aproksimacije, tj. koliko ona verno repro-
dukuje originalni signal, posmatrace se
brzina konvergencije. Ona se procenjuje
na osnovu parametra a koji je definisan
implicitno preko funkcije konvergencije O:

If - fu| = O (M™). (33)

Sto je parametar a veéi, to je konver-
gencija brZa, odnosno aproksimacija bo-
lja pri istoj vrednosti M. Ako je funkcija
f(t) diferencijabilna a puta, parametar a
se moZe relativno lako odrediti. Signali
sa kojima se u praksi susrede najéedée
nisu takvi, pa je odredivanje a u opitem
slufaju sloZen postupak. Aproksimacija
neke funkcije, bazirana na Furijeovoj
transformaciji, takode se moZe procenji-
vati pomocu koeficijenta a, koji u tom
slu¢aju ima vrednost o = 1. Ukoliko se
aproksimacija obavlja pomocu talasi¢a,
vrednost koeficijenta a je uvek a = 2.
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Vrste talasi¢a i njihova primena

Koncept talasi¢a datira joS sa po-
tetka veka. Zbog sloZenog matematickog
aparata koji ova transformacija podrazu-
meva, tek sredinom osamdesetih godina
potinje se sa detaljnijim razmatranjem
moguénosti njene primene. Jedna od
oblasti u kojoj su talasi¢i nadli svoju
primenu jeste kompresija signala i kodo-
vanje u podopsegu, uglavnom za audio-
-signale i signal govora. Kodovanje po-
modu talasiéa naro€ito je zanimljivo, jer
pruZza moguénost dekodovanja samo dela
signala kako bi se dobila njegova aprok-
simacija. Priroda audio signala i signala
govora su razlidite, ali je u oba sluaja
prijemnik isti - ljudsko uvo. Sematski
prikazano ljudsko uvo u osnovi predstav-
lija banku filtera sa odredenim nelinear-
nim efektima. Upravo zbog toga kodova-
nje ovakvih signala pomocu talasica je
najbolje refenje.

Ovakvi algoritmi za kodovanje kori-
ste se 1 za signal slike. MNekada su ti
algoritmi bili konstruisani tako da je eks-
ploatisana jedino osobina talasi¢a da sig-
nal razloZi na statisti¢ki nezavisne opsege,
tj. primenjivana su samo svojstva talasi¢a
vezana za frekvencijsku lokalizaciju sig-
nala. Novije varijante algoritama kodova-
nja koriste moguénosti i prostorne i fre-
kvencijske lokalizacije. Talasici se koriste
i za kodovanje slike i video signala koji
se prenose preko telefonskih linija, ze-
maljskih kanala za difuziju, ili preko
mreZa poput ATM-a i INTERNET-a.

U prethodnim odeljcima navedene
su osnovne karakteristike talasne tran-
sformacije i osobine koje treba da zado-
voljavaju funkcije pomocu kojih se vréi
dekompozicija posmatranog signala. Po-
stoji viSe grupa funkcija za koje vaZe dati

uslovi, a za sada se najeSce koristi pet
kategorija funkcija.

1. Funkcije nastale transliranjem
i Sirenjem jedne funkcije

Ovo su klasiéni talasiéi koji se za
sada najviSe koriste u praksi, jer se pri-
rodno uklapaju u koncept multirezolu-
cione analize.

2. Paketi talasica

Ova grupa funkcija predstavlja prosi-
renje klasi¢nih talasi¢a, Osnovna osobina
je moguénost primene baza sa boljom
frekvencijskom lokalizacijom, ali je sa
druge strane sama transformacija nesto
sloZenija.

3. Lokalne trigonometrijske baze

Osnovna ideja jeste da se za bazne
funkcije uzmu prostoperioditne funkcije
definisane na nekom konafnom interva-
lu, pri éemu se koristi poseban metod za
povezivanje baznih funkcija na krajnjim
tatkama intervala definisanosti.

4. Mulritalasiéi

U ovom sluZaju ne barata se samo
sa jednom funkcijom i njenim prosirenim
i transliranim oblicima, veé nekim konad-
nim brojem funkcija, pri éemu je taj broj
veéi od jedan. Na taj nacin moZe se dobiti
veliki broj razli¢itih kombinacija sa vrio
dobrim osobinama koje nije moguée po-
sti¢i klasi¢nim talasi¢ima.

5. Druga generacija talasica

Ovde se potpuno napuita ideja tran-
sliranja i $irenja nekoliko jednostavnijih
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talasnih oblika, talasiéi su potpuno razli-
Citi signali. Ovako konstruisane baze pre-
vazilaze vecinu problema koji se susrecu
u ostalim slutajevima, ali je postupak
generisanja takvih baza, kao i analiza
signala pomocu njih vrlo komplikovana.

Zakljuéak

Talasna transformacija u velikom
broju slufajeva daje bolje rezultate od
Furijeove transformacije koja se do sada
najée$¢e primenjivala. Ovakva transfor-
macija daje podatke o ponaSanju signala
u vremenskom domenu i u domenu fre-
kvencija, a aproksimacija pomo¢u talasi¢-
-koeficijenata mnogo brZe konvergira ka
posmatranom signalu. Talasiéi uvode u
oblast obrade nestacionarnih, neunifor-
mnih signala, odnosno oblast koja je
mnogo Sira od oblasti vremenski invari-
jantne obrade gde glavno orude predstav-

lja upravo Furijeova transformacija. Tala-
si¢i su, za sada, nasli svoju glavnu pri-
menu u oblasti kodovanja u podopsegu,
dok je njihova primena u oblasti komu-
nikacija jo§ uvek prilitno zanemarena,
Trenutno se razmatra moguénost pri-
mene talasi€a za transmultipleksere, tj.
za prenos viSe razli¢itih signala po jednom
kanalu.
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