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MATEMATICKA OSNOVA OBLIKOVANJA
DIGITALNIH MODELA RELJEFA

Rezime:

U/ radu je prikazana matematicka osnova oblikovanja digitalnih modela reljefa (DMR)
kopnene fizicke povesi Zemlje. Opisana je teorijsko-matematitka osnova i dati su matematicki
izrazi aproksimacija linifa § povriinskih elemenata oblikovanja prostorno-strukiurnih svojstava
reljefa. Izrazi su znadajni za izbor odgovarajucih rjefenja pri korifdenju radunarske podrike
u postupku izrade DMR - zavisno od njihove primene i zahtjevane tacnosii.

Kljuéne rijeci: digitalno modelovanje reljefa, matemati¢ka osnova oblikovanja DMR, funkeije
interpolacije | aproksimacije.

MATHEMATICAL BASIS OF FORMATING DIGITAL MODELS
OF RELIEF

Summary:

This paper deals with a mathematical basis used for formating the Digital Models of
Relief (DMR) of the Earth's physical land surface. The theoretical and mathematical basis
is described and mathematical expressions for approximation of the lines and surface elements
in formating relief's space structural features are given. These expressions are significant for
the selection of appropriate solutions while using computer suppori in the DMR making
procedure. The selections depend on their application and a required accuracy.
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Uwvod

Digitalni modeli reljefa (DMR) fi-
zicke kopnene povrii Zemlje jesu digi-
talni skupovi podataka u rasterskom i/ili
vektorskom sistemu, o morfometrijskim
i metrickim (geodetskim; sopstvenim)
svojstvima prostorno-strukturnih odnosa
fizitke povrsi Zemlje i geodetskih verti-
kalnih referentnih povri (po dijelovima
ili u cjelini). Predstavljaju elementarne
povrdi ili unije elementarnih povrsi, i
skupove materijalnih tacaka razli¢itih gu-

stina, poloZaja, orijentacija, medusobnih
odnosa [1] i sl.

Digitalno modelovanje reljefa je slo-
Zeni sistem prikupljanja, oblikovanja, ob-
jadnjavanja, vrjednovanja, predstavlja-
nja, primjenjivanja i ispitivanja saglasno-
sti digitalnih podataka o fizickoj povrii
Zemlje i izvornih podataka. Sistem sadi-
njavaju: podsistem modelovanja — reljef
fizicke povrsi Zemlje i modulujuéi podsi-
stem — informati¢ka nauka, tehnologija i
struénjaci.
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Digitalno modelovanje reljefa obu-
hvata [2]:

- prikupljanje originalnih podataka
o reljefu, uspostavljanjem odgovarajuéih
odnosa izmedu rezultata razli¢itih mjere-
nja i izrada osnove DMR;

— oblikovanje i uredivanje podataka
(obrada i prilagodavanje, izdvajanje po-
srednih modela i priprema za razlicite
postupke primjene, svodenje podataka u
jedinstvene geodetske referentne siste-
me, i sl.);

- interpretaciju digitalnih podataka
o reljefu kvalitativno-kvantitativnim ana-
lizama, izdvajanjem skupova kontrolnih
tataka, ,medumodela®, i sl.;

- predstavljanje DMR i njihovih
funkcionala razli¢itim metodama, postup-
cima i oblicima (tekstualno, grafi¢ki, alfa-
numericki, izometrijski, aksiometrijski,
ortogonalno, jednobojno i visebojno, ras-
terski, vektorski i sl.).

— koriiéenje modela i funkcionala u
razliCitim nauénim, teorijsko-prakti¢nim,
praktinim, civilnim, vojnim, inZenjer-

sko-tehnitkim, geodetskim, geofizickim,
geomorfoloskim, kartografskim, fotogra-
metrijskim, geografskim i sl. oblastima
djelatnosti.

Prostorna svojstva, struktura i oblast
DMR (slika 1 [3]) presudno utitu na
izbor parametara i veli¢ina sistema digi-
talnog modelovanja reljefa fizicke povrsi
Zemlje (zemljista, terena, topografije) i
postupak njihove primjene. Zbog toga se
u cjelokupnom postupku oblikovanja
DMR postavljaju potrebni i dovoljni uslo-
vi, kao §to su: gustina i raspodjela poda-
taka, geodetski referentni sistemi, taénost
modela, nafin predstavljanja modela i
funkcionala, sadrZaj oznaka modela i
koordinatnih pogetaka, oblast obuhvata-
nja modelom, moguénosti preoblikova-
nja, i sl.

Teorijsko-matematicka osnova
oblikovanja DMR

Predstavljanje i ostvarenje skupova
digitalnih podataka, koji izrazavaju pro-
storno-strukturna svojstva fizicke povrdi

‘(i_ refgrantne tatie

8L 1 = Srukturno-regularni (TIN-grid) DMR

Evarma takka — mm‘&‘
rapvadna-vadoalive. e ;:me
dolinska tadia = = lindja podnotja

vododjeinitka talks
vododjainidko-vadaalivnilis
Poonatng vodosiveitin

podnalno-vododjelnita
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Zemlje (slika 1) dostiZe se sloZenim siste-
mom - digitalnim modelovanjem reljefa
- tako da istraZivanje, proudavanje, iz-
rada i primjena DMR obezbjeduje nove
podatke — neposredno i posredno - fun-
kcionalima DMR (ugao nagiba zemljista,
strukturne linije i tafke reljefa, zapre-
mina masa, gravitacioni potencijal i izo-
staticka kompenzacija masa reljefa, uti-
caji masa reljefa na osnovne geodetske
fizitke parametre, karte dogledanja i po-
krivanja EMT, itd.).

Obrada izvornih i referentnih poda-
taka oblikovanjem DMR, predstavlja naj-
sloZeniji i najznadajniji dio sistema digital-
nog modelovanja reljefa. Prostorno-vre-
menska svojstva DMR: globalni, regio-
nalni, lokalni, referentna ili proizvoljna
vremenska epoha, globalni, regionalni,
nacionalni ili lokalni geodetski referentni
sistemi, standardizovana ili proizvoljna
struktura i raspodjela podataka i sl. opre-
djeljujuce utitu na postupke obrade po-
dataka i oblikovanja DMR.

Postupak oblikovanja, zavisno od
obima, namjene i primjene DMR, us-
lovno se moZe podijeliti na intervale raz-
licite prema: sadrZaju, nainima interpo-
lacije podataka, aproksimaciji linija i ele-
mentarnih povrdi reljefa, itd.

U ,,uvodnom dijelu” postupka obra-
Zuje se referentna (osnovna) raspodjela
(grid, TIN, TIN-grid [3]) i gustina (detalj-
ni, prorijedeni, posredne povrsi reljefa)
- na osnovu raznovrsnih i uskladenih
izvornih (originalnih) podataka.

Glavni i zavrSni dio obuhvataju
obradu izvornih podataka rutinskim pro-
gramima i oblikovanje DMR - do ostva-
renja potrebnih skupova podataka (o-
znaka osnovnih veliina, podjela na pod-
skupove, dobijanje i predstavljanje mate-
mati¢ko-statistickih pokazatelja, prilago-

davanje modela primjeni i moguénostima
informati¢ke podrike [1], itd.).

U opétem slu¢aju postupak sadrii
dvije interpolacije podataka, razli¢ite ifili
jednake, ali je neophodno sljedede:

- u prvom dijelu postupka interpola-
cije i aproksimacije (linija i elementarnih
povrdi) sacuvati opiti kvalitet i tanost
izvornih podataka (npr. 95% nivoa zna-
¢ajnosti),

- u glavnom dijelu postupka dostici
zahtjevane osobine DMR odgovarajuéim
metodama  interpolacija  (kolokacija,
spline polinomi, harmonijske funkcije,
itd.) i funkcijama aproksimacija (kovari-
jaciona funkcija, stepeni polinomi, fun-
kcionalni redovi, konvolucije, itd.).

Metode interpolacije, nezavisno od
namjene DMR, moraju zadovoljiti neop-
hodne uslove [4]:

- neprekidnost funkcije i njenih iz-
voda (prvog i drugog reda) u cjelini, ili
~dio po dio*, na intervalu interpolacije i
aproksimacije;

- tatnost funkcija aproksimacije li-
nija i povrdi, i u referentnim tackama
DMR koje pripadaju povriima niskog
stepena i reda (npr. ravnima) — mora biti
zadovoljavajucéa, tako da vrijednosti vi-
sina tacaka pripadaju takvim funkcijama;

- interpolacione funkcije moraju biti
invarijantne, u pogledu promjene; para-
metrizacije, razmjera, translacije i rota-
cije DMR,;

— ostvarenje (bi)linearne funkcio-
nalne meduzavisnosti referentnih (osnov-
nih) tacaka DMR.

Osnivanje, obrada, oblikovanje i pri-
mjena DMR obuhvataju aproksimacije:

linija (krivih i pravih, duZ odredenih
ili proizvoljnih pravaca) i

povréi (u okviru osnovnih kvadrat-
nih, trapezoidnih, trougaonih polja, ili
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proizvoljnog dijela povrii Zemlje), koris-
¢enjem razliCitih metoda interpolacije.

Podjela metoda interpolacije moze
se izvriiti prema:

— brzini i tanosti izraunavanja;

- namjeni DMR;

- zahtjevanoj taénosti DMR i njiho-
vih funkcionala i sl.

Interpolacija linija fizicke povrdi
Zemlje najéeSce se izvriava primjenom:
polinoma i spline funkcija treéeg stepena,
poligonih vlakova, linearnih polinoma,
Fourierovih funkcionalnih redova, me-
tode najmanjih kvadrata, kolokacije naj-
manjih kvadrata [6] i sl.

Povriinski elementi reljefa Zemlje,
interpoliraju se u trodimenzionalnom
(3D) metrickom prostoru, prethodno na-
vedenim metodama, kori¢enjem koordi-
nata: geocentri¢kih i lokalnih Cartesiuso-
vih, drZavne koordinatne mreZe, elipsoid-
nih (geodetskih) ili sfernih i sl., gdje su
nadmorske ili geometrijske visine fun-
kcije sfernih, elipsoidnih, astronomskih
ili pravouglih koordinata.

Pri aproksimaciji elementarnih po-
vrii reljefa analitikim izrazima, nezavi-
sno od usvojene parametrizacije, prime-
njuju se metode interpolacije: bilinearna
(hiperbolitkim paraboloidima); bikub-
nim polinomima; bikubnim spline funkci-
jama; konacnim i grani¢nim elementima;
2D kovarijacionim funkcijama, i sl.

Aproksimacija linija prostorne
strukture reljefa

Strukturne tacke i linije prostornih i
morfometrijskih svojstava fizicke povrsi
Zemlje ne mogu se predstaviti jednostav-
nim matematickim izrazima, pa se zbog
toga aproksimiraju analititkim funkci-
jama na osnovu skupova izabranih, ras-

poloZivih i odredenih ta¢aka, u definisa-
nim geodetskim referentnim sistemima.

Aproksimacije linija reljefa zasno-
vane su, uglavnom, na interpolacijama
neprekidnih funkecija polinomima i fun-
kcionalnim redovima.

Interpolacioni polinomi, sa gledista
postupka rafunanja i sprovodenja radun-
skih operacija, pogodni su analiticki izrazi
[5] numerickih metoda odredivanja pri-
bliznih vrijednosti nesvojstvenih, nepre-
kidnih, podintegralnih funkcija. Primjena
je zasnovana na Weierstrassovoj teoremi
(navodi se bez dokaza [5]):

Za svaku funkciju H (x), x € [a, b]
i za svako & > (), postoji polinom P (x),
tako da je:

dH(x): P(x)]=¢

gde je:

& — greSka aproksimacije;

d[®] — metrika na intervalu [a, b]
aproksimiranja funkcije polinomom.

Aproksimacije neprekidnih, krivih i
pravih linija prostorne strukture reljefa,
pri izradi DMR, najéeice se zasnivaju na
interpolacijama: kubnim stepenim i
spline polinomima i Fourierovim trigono-
metrijskim redovima.

Kubni polinomi

Funkcija H (x), diferencijabilna {n}
puta u tacki x, € [a, b], moZe se aprok-
simirati Taylorovim polinomom (primje-

nuju¢i  jednostavnije  oznatavanje,
d"H (x,)/dx" = H"(x,)):
X -
T, (Hixox) = Hso) + () E20
xﬂ
oo + H™ (xg) o (1)
n!
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ili pri x, =0 Maclaurinovim stepenim
polinom:

M,(H,0,x) = H(0) + H'(0) % g

+ HO(0) — @
n!
MNeprekidna funkcija H (x) do
(n + 1)-og izvoda, na odsjecku x € [0,
L] u tatki x,€ [0, L], aproksimira se
polinom:

H (x) = T, (x) +R, (x)

koji za treci stepen (n = 3) ima razvijeni
oblik:

Ty(x) = HO) + H(0) 2= + H'(0) g i

3

wioy X
+I'i'(1*3I (3

i
Ra(x) = HO(%) %; E=0+0(x-0),
0=B8<1

Greika aproksimacije &, funkcije
H (x), Taylorovim polinomom T} (x), za-
visi od stepena polinoma i klase regular-
nosti funkcije, pa iz prethodnog slijedi:

H (x) = Ta(x); [H(x) - Ts(x)| = ens
n=23;x€ [0, L]

i kubni Taylorov polinom T; (x) funkcije
H (x):

H(x)=Ti(x) =ag+a;x + a:x* + a:x° (4)
gdje je:

a,, n € [0, 3] - koeficijenti polinoma
(prema izrazu (3));

x", n € [0, 3] - vrijednost duZine na
intervalu, x € [0, L];

H (x) - vrijednost visine tacke na
rastojanju x € [0, L];

Ts (x) - kubni Taylorov interpola-
cioni polinom.

Koeficijenti polinoma odreduju se
na osnovu poznatih visina tacaka, npr.
H (0) = 300 m i njihovih medusobnih
rastojanja (intervala uzorkovanja tada-
ka), npr. Ax = 25 m, dosljednom pri-
mjenom teoreme odbiraka [1].

Pri interpolaciji funkcija Taylorovim
polinomima T, (x) znacajni su: stepen
polinoma (npr. n = 3), duZina uzorkova-
nja tacaka (npr. L = 10 km), interval
uzorkovanja (npr. Ax = 25 m) i greska
aproksimacije  visina  (npr.
= AH (x) = 1 m). Ocjenjuju se tokom
cjelokupnog postupka izrade i primjene
DMR, od prikupljanja izvornih podataka
do primjene funkcionala DMR, a istovre-
meno mogu biti poéetni uslovi i pokaza-
telji za: izbor, prikupljanje, obradu, obli-
kovanje i obrazovanje odgovarajuée
strukture podataka DMR.

Eg =

Spline polinomi

Ako je funkcija H (x, y) (slika 2 [1])
zadata na intervalu y € [0, L], podijelje-
nim ¢vorovima interpolacije:

[0,L]: 0 = yo<y;<y2<...<ym = L (5)

moZe se aproksimirati spline funkcijom
Hie (y), razlititog stepena {m}. Skup
polinoma Py (y) i funkcija C™ [0, L]
realnih promjenljivih, odredenih na inter-
valuy € [0, L], ,,povezani“ su funkcijom
Siej (), stepenim spline polinomom, de-
fekta k (1 = k = m) sa ¢évorovima (5),
ako su ispunjeni uslovi:
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(a) Sie(y) € Puly) Yy € [vi, ¥isi]
i € [0, m-1] (6)

(b) Spey(y) € C™¥ [0, L]

Ako se usvoji k =1, tada spline
Sm (y) vrdi interpolaciju funkcije H (y) na
rastojanju L y € [0, L], pod sljedeéim
uslovima:

a) Su(y) € Pu(y) Vy € [¥i ¥is1
i€ [0,m-1] b)Su(y) € C™V [0, L]
¢) So(y)) =yi=H(y) i€[0,m] (7)

pri ¢emu su ¢vorovi, interpolacije i spline,
podudarni.

Spline S; (y) je kubni interpolacioni
polinom funkcije Hje; (y), na intervalu
y € [0, L] ako na svakom dijelu y; = y
= ¥i+1 ima vrijednost jednaku polino-
mima Sg (y) = Hpe) (y) ili ako funkciji
odgovara spline polinom treceg stepena:

Si(y) = H|i.i+lj|:!r’} = Aoii+1) T A1 fiivy
(Y =yi) + azgiisy (¥ - Vi) + as lii+1]
(y -y’ (8)

pri ¢emu, u svim ¢vornim tackama, mo-
raju biti zadovoljene jednakosti:

$' (y) = Hiy(y) = Hjian(y)
S" (y) = H hia(y) = Hfiwy(y)

)

gdje su (o)’ (o) izvodi prvog i drugog
reda polinoma i funkcija Sy, (y) i Hys)(y).

Koeficijenti apjs), m € [0, 3] za svaki
pojedini dio, npr. [y;_;, viy], odreduju
se na osnovu poznatih visina tataka (slika
1), prema izrazima [6):

a2 fi-1,i] (¥i = ¥ict) + 2agi41) (Vier +
+ ¥iet) + agier, ivy) Vir — ¥ =

=3{Hi+1“Hi"Hl_Hi—l}

Yisr = Wi Yi= ¥t
g fii+1) = Hi (y)
2

A i+ = - 5 azjii+1) (Yie1 = ¥i) =

1 1+ _Hi
- — Agisrivz) Yisr = W0) + Hq‘l— (10)

3 Yi+'E i !l'rl
5 1 1 ( a

Wi+l] = = (Az+1,i+2] — Q14
3 [ii+1] 3 s =30 i+ Li+2) = Aii+1)

Interpolacija kubnim spline polino-
mom Si(x, ¥), funkcije visina tataka H
(x, ¥), u neposrednoj okolini materijalnih
tataka P(x, y, H(x, y)), daje veoma
dobre rezultate, ako se vrii na osnovu
poznatih vrijednosti osam visina [1], pa
se primjenjuje, gotovo iskljudive, pri
izradi nacionalnih i regionalnih DMR
(slika 4).

Hxn | P

j 01,1

I i

:H,. H\Emi Q

N -
| MaTgoviralists g, 3 _ Aproksimacija
X(m] jPo IH. ! Qo »E ;j:::';;:::lmmn
0 wa Yia /] ¥ia ¥ [m]
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Fourierovi trigonometrijski redovi

Funkciji H(x) x € [0, L] odgovara
Fourierov red, za parno

Hx) =2 + ¥ a,c0s 2Ex, (11)
2 i L
i za neparno podrudje definisanosti

H(x) = ¥ b, sin % X (12)
1

Ako funkcija H(x) zadovoljava us-
love teoreme Dirichleta [7], u opStem
slu¢aju odgovarajuéi Fourierov red:

ag - nn
H(x) = —+ 8, COs —x +
=3 = ( .
+ by sin % x), x€[-L, L] (13)
ima vrijednost koeficijenata

l L
an=f£H{K)dx,

8 nmrx
a, = — | H(x) cos — dx,
L:rL ) L

(s nnx
b, = —) H(x) sin — dx 14
Lot o

koji su sa koeficijentima reda

2nnx ] (15a)

H = n —_¢n
(x) Zl:ﬁ GOE( 5

povezani funkcionalnim odnosima

Al=al+ b ¢n=arctanb—"
a,

(A, — aplituda; @, — faza talasa) (15b)

Za konatne vrijednosti L(x, y) i
talasne duZine |, frekvencija se izraZava
reciproénom vrijednosti talasne duZine:

1 -k
=Sy [1,m] (16)
pri ¢emu amplitudi A; odgovara frekven-
cija 1/L, amplitudi A, frekvencija k/L [6],
itd.

Ograniten Fourierov red konaénom
vrijednosti k € N, i bez slobodnog ¢lana
(ap = 0) omogucava predstavljanje pro-
storno-strukturnih svojstava reljefa Zem-
ljine povrii:

H(x) = Z(akmsﬁx+ bkﬁi]'lﬁ' x)
1 L L

ay = by =0, za fi = fi (17)
< kx

H(x) = Y A, cos (?L- = ¢k)
1 L

Ay =02zaf, = f (18)

Kﬂﬁﬁﬂijﬂﬂti g, bh ﬁi = EE + hz-.
odreduju se iz visina tataka Hy(x) j € [1,
n], u postupku uzorkovanja (prikuplja-
nja) podataka, ili dopunjavanja sadriaja
DMR, visinama tacaka odredenih, npr.
geometrijskim nivelmanom.

Zbog posebnosti primjene Fouriero-
vih redova, za interpolaciju linija reljefa
sa izraZenom morfometrijom pogodni su
strmi odsjeci, kanjoni, sutjeske, itd., ali
se moraju paZljivo odabirati talasne duzi-
ne, zbog moguce neprilagodenosti pro-
storno-strukturnim svojstvima reljefa.

Aproksimacija povrii prostorne
strukture reljefa

Fizicka povri Zemlje je sloZena i
vremenski promjenljiva funkcija, zbog
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trajnih endogenskih i egzogenskih geodi-
namickih pojava, procesa i sila. Matema-
titki se ne moZe potpuno izraziti i zbog
nedovolinog poznavanja odnosa prema
geoidu, ili nekoj drugoj referentnoj po-
vrdi geodetskog vertikalnog referentnog
sistema.

Ostvarivanje zadovoljavajuéih rjede-
nja dostiZe se aproksimacijama: fizicke
povidi Zemlje — analitikim izrazima, i
vertikalne referentne povrii — sfernom il
ravnom povrsi (sferna ili ravna aproksi-
macija) ograni¢enih oblasti.

Aproksimacija elementarnih povrs$i
reljefa analitiCkim funkcijama ostvaruje
se interpolacijom izvornih podataka i u
postupku oblikovanja DMR. RaspoloZivi
programski paketi, npr. GRAVSOFT i
TIGRIS [1], omoguéavaju razliite inter-
polacione metode, kao 3to su: spline
funkcije, stepeni polinomi, kovarijacione
funkcije, kona¢ni elementi, Fourierovi
funkcionalni redovi, itd. u 2D metrickom
prostoru.

Stepeni polinomi

U lokalnom Cartesiusovom sistemu,
za funkciju H(x, v) =z (x, v¥) i (x,
y) € D (D € R?) postoji takav polinom,
P, (x, y) koji je aproksimira pod uslovom:

dH(x, y) P, (x,y)] =¢

gdje je £ = A H(x, y) gredka aproksi-
macije.

Funkcija d [®] je metri¢ka vrijednost
u 3D oblasti, a uredeni par {R’ d}
predstavlja 3D metri¢ki prostor. Oblast
D € R’ jc osnova razli¢itih parametriza-
cija fizicke povrsi Zemlje.

Proufavanja prostorne strukture re-
ljefa povrii Zemlje pokazala su mogué-

nost zadovoljavajucih interpolacija pri-
mjenom kubnih 2D polinoma.

Neprekidna funkcija H (x, y) nepre-
kidnih parcijalnih izvoda reda i stepena
(n + 1), u okolini tacke Py (xq, vo), moZe
se razviti u funkcionalni red, za svaku
tacku P (x, y):

dH (Po)

H(x.y) = Ps(P) = H(Py) + T +
J.H n -
L IHE) L dHE) g (19)
2! n!
gdje je ostatak reda
1 &
R, = 4L P* (xg + 8AX;
(n + 1)!
o+ 08AY)0=0=1 (20}

Jednostavnijim oznatavanjem kub-
nog 2D polinoma, dobija se aproksima-
tivna funkcija:

H(x,y) = ag + a;x + a;y + ax® +

+ ay’ + axy + agd® + agy’ +
+ agx’y + aoxy’ (21)
¢iji se koeficijenti a, n € [0, 9], odreduju
na osnovu poznatih, najmanje deset vi-
sina materijalnih tacaka.

Interpolacija visina tataka vrsi se u
okviru osnovnog polja DMR, ili korisce-
njem poznatih visina tafaka proizvoljne
raspodjele.

Znacajnu primjenu, pri interpolaciji
visina tafaka, za aproksimaciju fizicke
povrdi Zemlje imaju:

— bikvadratni polinomi:

H(x,y) = ap + ajx + ay + axx* +

+ ay° + aqy, (22)
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- bilinearni polinomi (hiperbolicki
paraboloid):

H(x.y) = ag + a;x + a;y + axy, (23)
— linearni  polinomi  (trougaona

povrs):

H(x.y) = ag + aix + azy (24)

u postupku osnivanja, oblikovanja i pri-
mjene DMR i njihovih funkcionala.

Konadni elementi

Osnovu interpolacije konaénim ele-
mentima predstavlja podjela fizitke po-
visi Zemlje na elementarne povrdi ili
konaéne &etvorougaone i trougaone po-
vrii.

U mrefi od i tataka moZe se obrazo-
vati {k =i-2} trouglova, za koje se
odreduju tri faktora razmjera s; 1 € [1, 3]
§to je (3i — 6) nepoznatih vrijednosti veli-

Yal@,h) = ayP, (sin 0) + Zﬂ (pm cOS mA

m=1

primjenjujuéi sferne geocentricke koordi-
nate ¢, ) i Legendreove pridruZene orto-
normirane funkcije prve vrste P, (sin 0)
[7].

Ortonormirani  sfernoharmonijski
koeficijenti mogu se izraziti pomocu jedi-
niéne sfere o

)

(sin p) do

miy —
cos }Pm

dn sin ma,

1 -
=[] Yo(@A) {
0
@7

gdie je do=cospdedi elemenat
sfere o, polupre¢nika R = 1.

¢ina. Funkcija H (x, y), koja aproksimira
trougaonu povrs:

3
H(x.y) = 21 sid(PP));
3 R T SN N X Py -
H(x,y) = ); sid (x=x)* + (y-y)°  (25)

u oblasti (x, y) €D < R? ima zajednicka
rastojanja za dva trougla, odakle slijedi i
uslov: d (P;P;) = 0.

Tatnost aproksimacije zavisi od pro-
storne strukture, gustine i ta¢nosti izvor-
nih podataka, koja se moZe poboljiati
primjenom visina odredenih taénijim me-
todama, npr. geometrijskim ili GSP/geo-
metrijskim nivelmanom.

Sfernoharmonijske funkcije

Globalni reljef Zemlje (slika 3 [1]),
na osnovu skupova srednjih vrijednosti
nadmorskih visina, moZe se predstaviti
sfernim funkcijama Y, (g, 1):

+ Do $in MA) Py (sin ) (26)

Pri sfernoj aproksimaciji Zemlje fi-
zicka povis S (R + H(p,), 0,1)) moze
se izraziti sfernoharmonijskom funkcijom
Hym (9,2) [8]:

Hm[a»l} ™ RZ“ ':ém'n cos mA +

m=]

+ By sin mL) Py, (sin @) (28)
koja predstavlja sfernoharmonijski razvoj
reljefa povrii Zemlje, u cjelini ili ,.dio po
dio®,

Za reljef kopnene povrii Zemlje,
sfernoharmonijski ortonormirani koefici-
jenti izraunavaju se pomoéu izraza:
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am 1 — . [cos ml} -
-y = —]] H(p,A P
{hm} 4;:3!{{ ) {sin Y
(sin @) do (29)
gde je o sferna aproksimacija kopnenog
dijela povrii.

Zemlja se moZe posmatrati kao ,,bla-
go* deformisana sfera koeficijenta defor-
macije & (H):

t N n =

eH) = — ) ) (8um cos mh +
R n=0 me=0

+ Bom sin mL) Pom (sin ¢)

R = 6371 km (30)

0 =t = 100, (parametar visina)

Na slici 3 predstavljen je model glo-
balnog reljefa Zemlje prit = 100 i {n x
m} = {180 x 180}.

Za t = () Zemlja se aproksimira sfe-
rom polupreénika R = 6371 km, a ako
je t = 100 dobija se najveéa vrijednost

5. 3 - Sferncharmonijski model reljefa Zemlje

nadmorske visine povrsi  Zemlje
Hum (@, &) = 8752 m u oblasti Himalaja.

Kao podintegralna funkcija H (g, A)
moZe se primjeniti bilo koji izraz od (1)
do (10), pri sfernoj ili ravnoj aproksima-
ciji vertikalne referentne povrdi, imajuéi
u vidu meduzavisnost elementarnih po-
vrii:

R*do = R’cospdedi. R*do = dx dy

koja proizilazi iz usvojene aproksimacije
i parametrizacije oblasti numeri¢ke inte-
gracije.

Ostale funkcife aproksimacija

Aproksimacije fizicke povrii Zemlje
analitiCkim izrazima, ostvaruju se, pored
prethodno opisanih, i sloZenijim meto-
dama interpolacije zavisno od: informa-
titke podrike, zahtjevane tanosti, pro-
storne strukture reljefa, raspoloZivih po-
dataka, itd.

Interpolacija kolokacijom najmanjih
kvadrata (LSC - Least Squares Colloca-
tion) zasniva se na linearnoj povezanosti
{q} osnovnih (baznih) funkcija [9]:

H(x,y) = F(P) =$bt¢'t (P)

k € [1.q] (31)
koje predstavljaju {q} linearnih jednaéina
sa {q} nepoznatih veli¢ina, i imaju jedin-
stveno rjedenje.

Ako su zadate vrijednosti funkcije
H(P) = H(x,y) q tataka, P(x.
Hi(x,y)) i €[1,q] tada se zahtijeva da u
datim tatkama q aproksimacija @(F)
tacno predstavlja funkciju H(x, y). Ozna-
tavajuéi:

®(P)=HP)=F, i€[l,q (la)
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dobijaju se iz (31) sljedeéi uslovi:

i Apby = F; Ay = Oy (P) (32)

iz kojih proizilazi {q x q} sistem linealnih
jednatina. RjeSavanjem sistema odreduju
se koeficijenti by i dobijaju funkcije F; (P;)
koje aproksimiraju fizicku povrs Zemlje.

Interpolacija metodom najmanjih
kvadrata omogucava predstavljanje re-
liefa kovarijacionim funkcijama C (P;P,)
u okolini materijalnih tacaka:

C(PPy) = C(0) “"P'{' [d{P—fﬂ'r}

C(0) = D(P,Py) = o}, za d (PP) = 0
(33)

¢ = d(PPy) / JIn C (0) — In C (P,P,)

Interpolacija linearnim spline funkci-
jama, po redovima, kolonama i dijagona-
lama grid ili TIN-grid DMR, obezbjeduje
zadovoljavajuce funkcije aproksimacija
povrdi, posebno ako se iskoriste fetiri
pravca i poznate visine osam tacaka, sli-
ka 4 [1].

Sl 4- Odrediva-
nje vising
referentnih
tadaka DMR
spline
Sfunkcijama

Zakljuéak

Izbor metoda interpolacije i aproksi-
macija linija i povrSinskih elemenata re-
liefa Zemlje, u postupku oblikovanja
DMR, uslovljeni su zahtjevima primjene
i tafnosti modela. Nacelno, obrazovanje
referentne strukture DMR vrii se primje-
nom tacnijih interpolacionih metoda
(npr. spline i kovarijacionim funkcijama),
dok se pri primjeni DMR koriste metode
linearnih interpolacija.

Pri obrazovanju referentnih tacaka
DMR, interpolacije i aproksimacije mo-
raju obezbijediti ofuvanje taénosti izvor-
nih podataka. Poboljianja se mogu ostva-
riti primjenom veéih skupova podataka,
geometrijskog nivelmana, GPS/nivelma-
na, i sl.

Izbor metoda interpolacije i funkcije
aproksimacije, pri primjeni DMR, prila-
godava se zahtjevanoj ta¢nosti funkcio-
nala DMR, raspoloZivoj informati¢koj
podrici, oblasti primjene modela i sl.
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