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Rezime:

Radi dobijanja kvalitetnog matemati¢ckog modela podvodnog pro-
jektila u radu su definisane ulazne i izlazne veliCine, brzine i ubrzanje
projektila. Uz zadate uslove moguceg kretanja projektila definisan je
model podvodnog projektila sa Sest jednacina.

Klju€ne reci: podvodni projektil, koordinatni sistemi, sile i momenti.

HIDRODINAMICAL MODEL OF AN UNDERWATER PROJECTILE

Summary:

The paper analyzes an underwater projectile. The input and out-
put values, the projectile speed and acceleration are defined for a qua-
lity definition of the projectile mathematical model. With the conditions
of the projectile potential movement previously set out, the torpedo mo-
del is defined by six equations.

Key words: Underwater projectile, coordinate systems, forces and mo-
ments.

Uvod

Moderni podvodni projektili su kompleksni tehnicki sistemi kojima
upravljaju racunari ugradeni u njih. Upravljanje takvim projektili-
ma je zahtevno, a sinteza sistema zahteva kvalitethne matematicke modele.

Analiza performansi dobro upravljivih podvodnih projektila neminov-
no zahteva detaljno poznavanje njihove dinamike, akustiCkih senzora,
uredaja za merenje pojedinih veli€ina koje direktno ili indirektno definiSu
dinamiku podvodnog projektila, kao i poznavanje poremecaja i uslova u
kojima projektil izvrSava svoju misiju.

Osnovu formiranja matemati¢kog modela podvodnog projektila &ini
analiza uslova i energetskog bilansa koji vladaju pri kretanju podvodnog
projektila kroz vodu. Na osnovu poznatih zakona hidrodinamike i ener-
getskih bilansa sistema projektila i voda, dolazi se do matemati¢kog mo-
dela dinamike podvodnog projektila. ReSavanjem ovako dobijenih siste-
ma jednacina dobija se stanje podvodnog projektila u vodenom prostran-

stvu u svakom momentu.
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SI. 1 - lzgled tipi€nog podvodnog projektila

Ulazne i izlazne promenljive

Ulazne promenljive

Posmatrani podvodni projektil je multivarijabilni sistem upravljanja.
Broj ulaznih promenljivih je razli€it i zavisi od tipa upravljanja. Klasi¢ni
podvodni projektili imaju tri grupe upravljackih organa: kormila (horizon-

talna i vertikalna), elerone i pogon.

Mada promene pojedinih ulaznih promenljivih deluju dominantno na
neku od izlaznih veliCina, ne moZe se zanemariti njihov uticaj na ostale
izlazne veliCine. StaviSe, jedna ulazna promenljiva moze, u odredenom
rezimu rada, delovati zna€ajno na viSe izlaza. Drugim re€ima, sinteza
kvalitetnog sistema upravljanja zahteva analizu dinamickog ponaSanja
podvodnog projektila kao multivarijabilnog sistema.

SI. 2 — Izgled izvr$nih organa kojima se
ostvaruju ulazne veli€ine

Kormila su klasicni upravijacki
organi podvodnog projektila. Posto-
je od momenta kada se zna za ovu
vrstu projektila i u najve¢em broju su
zadrzZali svoju ulogu i u danasnje
vreme. Kormila predstavljaju krute
povrsine koje se ugraduju na sam-
om kraju (po krmi) podvodnog pro-
jektila. Postavljaju se u horizontalnu
i vertikalnu (medusobno normaine)
ravan podvodnog projektila. Otklon
kormila u jednu ili drugu stranu, u
odnosu na ravan simetrije, generiSe
sile i momente pod ¢ijim uticajem se
menijaju izlazne veli€ine.
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Kormila se postavljaju u parovima — simetricno u odnosu na refe-
rentnu ravan projektila. Ovako postavljena, omogucéavaju zauzimanije bilo
kog polozaja tatke u vodenom prostranstvu, $to odreduje manevarske
osobine podvodnog projektila.

U horizontalnoj ravni postavljaju se horizontalna kormila, po jedno sa
svake strane u odnosu na vertikalnu ravan. Njihovim otklonom ostvaruje
se upravljanje u vertikalnoj ravni — zauzimanje odredene dubine. Vertikal-
na kormila ugraduju se u vertikalnoj ravni podvodnog projektila &ijim ot-
klonom se dostize bilo koja tacka u horizontalnoj ravni.

Ulazne promenljive u modelu dinamike projektila ozna¢avaju se sa:
otklon smernog kormila &, [0] i otklon dubinskog kormila &, [OJ :

Otklon kormila od nultog polozaja moze biti veoma razliit. Pri odredi-
vanju predznaka otklona kormila najvazniji kriterijum predstavlja izbor od-
govarajucih koordinatnih sistema. Medu torpedistima je uobiajeno da je
otklon vertikalnih kormila ulevo pozitivan, gledajuci smer kretanja projekti-
la. Kod horizontalnih kormila pozitivan otklon kormila je prema dole.

Eleroni su upravljacki organi podvodnog projektila namenjeni za ograni-
Cavanje ugla nagiba u vertikalno-popre¢noj ravni. Svojim zakretanjem generi-
Su silu i moment ¢ijim delovanjem se vrdi stabilizacija projektila u popre¢noj
vertikalnoj ravni u zeljene okvire. Izraduju se u vidu dve krute povrSine i posta-
vljaju u horizontalnoj ravni. Otklon jedne krute povrSine elerona je u suprotnu
stranu u odnosu na drugu kormilnu povrsnu. Otklon elerona u modelu pod-

vodnog projektila obeleZavace se sa o, [°] Pozitivan otklon je otklon leve
povrsine nadole, a desne nagore, gledajuci u smeru kretanja projektila.

Pogon podvodnog projektila je upravlja¢ki organ. Svojim radom ge-
neride silu poriva koja, pretezno, obezbeduje projektilu kretanje u pravcu

njegove uzduzne ose. Osnovni element sile poriva je broj obrtaja prope-
lera n[o/s]. Vektor ulaznih promenljivih dat je sledecim izrazom:

i(1)=[n,5,,6,08,] (1)

Izlazne promenljive

Izlazne promenljive podvodnog projektila jednoznacno odreduju po-
ziciju u vodenom prostranstvu. Predstavljaju meru delovanja ulaznih pro-
menljivih i nezeljenih spoljnih, poremecajnih, sila. lzlazne veli€inu su:

kurs podvodnog projektila —\P[O}, ugao trima @[0], ugao nagiba —
go[q, ugaone brzine — p[o/s], q[“/s] i r[o/s] i brzine podvodnog
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projektila =V, ¥ i V, na odgovaraju¢im osama i koordinate podvodnog
projektila u vodenom prostranstvu — x, y i z.

Kurs podvodnog projektila ‘P[O} predstavlja tradicionalno navigacij-

ski kvantifikator, meru zakretanja podvodnog projektila, u horizontalnoj
ravni. DefiniSe se uglom zakretanja uzduznice podvodnog projektila od
ravni pravog meridijana na poziciji podvodnog projektila.

U ovom radu kurs podvodnog projektila oznaCava zakretanje ulevo
ili udesno od uzduznice broda gadaca, koja se predstavlja x-osom iner-
cijskog koordinatnog sistema. Pozitivni ugao je zakretanje podvodnog
projektila u desnu stranu gledano u odnosu na smer kretanja podvodnog
projektila ili u smeru kretnja kazaljke na satu.

Ugao trima @[0} jeste mera kojom se izrazava zakretanje podvod-

nog projektila u vertikalnoj x—z ravni. Ova ravan lezi u uzduznici pod-
vodnog projektila i normalna je na horizontalnu x —y ravan u kojoj, tako-
de, lezi uzduznica podvodnog projektila. Ove dve ravni su ravni simetrije
podvodnog projektila.! Pozitivni ugao zaokreta trima je ,na pliée® ili kreta-
nje u vertikalnoj ravni u smeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu.

Ugao bo¢nog nagiba go[o] meri se odstupanjem poprecne ose pod-
vodnog projektila u popre¢noj vertikalnoj ravni od horizontalne ravni. Po-
zitivno zakretanje je otklon z - ose u odnosu na x— y ravan nadesno.

Brzina podvodnog projektila predstavlja napredovanje teziSta pod-
vodnog projektila u smerovima odgovarajucih osa inercijskog koordinat-
nog sistema. Za ispravnu definiciju kretanja podvodnog projektila mora
se uzeti ukupna brzina koja se dobija izrazom:

V= ViV (2)

a smer sabiranjem vektorskih komponenti brzine.

Koordinate polozaja podvodnog projektila u prostoru oznacavaju
dostignuti nivo centra mase u inercijskom koordinatnom sistemu. Iznos
vektora R odreduje se sledeéim izrazom:

R=\x"+y"+z2° 3)

a smer se dobija smerom vektorskog zbira komponenti x, z i z.
Izlazni vektor ima dvanaest promenljivih prikazanih relacijom:

- T
P= VoV, Ve p,qor, ¥, 0,0,%,y,7 | (4)

! Projektil je dvoosno simetri¢no telo.
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Na slici 3. Sematski su prikazane ulazne i izlazne promenljive tipic-
nog podvodnog projektila — torpeda.

Hidrodinamicke sile
i momenti

|

N < ¥ — 0O < = o 7 <.2 ;

d,— 3! Dinamicki model \

d, torpeda
th —————————p

d, — .

Poremecajne sile
i momenti

SI. 3 — Blok-§ema podvodnog projektila kao multivarijabilnog sistema

Koordinatni sistemi

Za reSavanje razli€itih problema upravljanja podvodnog projektila ko-
ristiCe se razli€iti koordinatni sistemi. Pravilan izbor koordinatnih sistema
omogucuje dobijanje pogodnog oblika reSavanja matematickog modela
kretanja i upravljanja podvodnog projektila. U ovom radu koriS¢eni su:
inercijalni (nepokretni), vezani i brzinski koordinatni sistemi. Pored nave-
denih mogu se koristiti i polubrzinski i poluvezani. Na slici 4 prikazana su
tri koordinatna sistema koji ¢e se primenjivati u radu.

<>
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vz,

Sl. 4 — I1zgled inercijalnog, vezanog i brzinskog koordinatnog sistema

Inercijalni koordinatni sistem

Pravougli koordinatni sistem O,x,y,z, nepomican je u prostoru. Koordi-

natni poCetak se vezuje za neku proizvoljno izabranu tacku u prostoru. Osa
0,x, lezi u smeru pocetnog kretanja podvodnog projektila, O,z, usmerena je

vertikalno nanize ka centru gravitacije Zemlje, a osa O, y, je postavijena tako

da Cini pozitivno kretanje u smeru kretanja kazaljke na satu.

Zanemarivanjem rotacije Zemlje i kretanje broda gadaca ovaj sistem
se smatra inercijalnim. U navedenom koordinatnom sistemu prikazuju se
putanje centra tezista mase podvodnog projektila.

Vezani koordinatni sistem

Vezani koordinatni sistem Oxyz ¢&vrsto je vezan za centar mase
podvodnog projektila. Poduzna i Oz-osa leze u ravni simetrije, pri ¢emu
je Ox-osa usmerena u pravcu kretanja, a Oy -osa normalna je na x—z
ravan i usmerena je udesno. Polozaj vezanog koordinatnog sistema pre-
ma inercijalnom odreden je Ojlerovim uglovima ¥,0,¢ .

Vezani koordinatni sistem €esto se naziva dinamicki koordinatni sistem,
a koristi se pri prou¢avaniju i simulaciji samonavodenja podvodnog projektila.

Brzinski koordinatni sistem

Brzinski koordinatni sistem vezan je za putanju podvodnog projektila i ko-
risti se pri definisanju i prou€avanju hidrodinamickih sila i momenata koji delu-
ju na projektil. DefiniSe se osama O, x,y,z, . Koordinatni poCetak lezi u centru
mase podvodnog projektila. Osa O,x, kolinearna je sa vektorom brzine pod-
vodnog projektila, osa Oy, pomaknuta je za ugao £ u odnosu na Oy -osu, a
Oz,-osa za ugao o uodnosu na Oz osu vezanog koordinatnog sistema.
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Transformacija koordinatnih sistema

Polozaj vezanog koordinatnog sistema u odnosu na inercijalni odre-
duje se medusobnim poloZajem odgovarajucih osa.

PoloZaj vezanog koordinathog sistema u odnosu na inercijalni
odreduje se uglovima ¥,0,¢.

Co c

Inercijalni Vezani Brzinski
XO OZO C-|I-)| XyZ CT X1y1Z1

Sl. 5 — Prelazak iz inercijalnog u vezani koordinatni sistem

Pretpostavimo da se ose vezanog koordinatnog sistema Oxyz u od-
redenom trenutku poklapaju sa osama O,x,,z, inercijalnog koordinatnog

sistema. Transformacija iz inercijalnog u vezani kordinatni sistem ostvaruje
se preko tri sukcesivne jednoosne rotacije, i to: rotacijom oko ose Oz,

inercijalnog koordinatnog sistema za ugao Y , rotacijom oko ose Oy, iner-

cijalnog koordinatnog sistema za ugao O, rotacijom oko ose Ox, inercij-
alnog koordinatnog sistema za ugao ¢, pri ¢emu su matrice sukcesivnih

jednoosnih rotacija [¥],[©],[¢] definisane na sledeéi nadin:

cos¥ sm¥Y 0

Y=|-sin¥ cos¥ O (5)
0 0 1
cos® 0 —sin®

[@]: 0 1 0 (6)
sin® 0 cos®
1 0 0

[p]=|0 cosp sing (7)

0 —sing cos@

Nakon mnozenja matrica sukcesivnih jednoosnih rotacija dobija se
transformacija iz inercijalnog u vezani koordinatni sistem.

¢, =[¥][0][o] @

G
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Ova transformaciona matrica je ortogonalna, pa je transformacija iz
vezanog u inercijalni koordinatni sistem definisana slede¢om relacijom:

Cp =Cip ©)

cos'¥ cos® sin ¥ cos ® —sin@®
C, =|sinpcos¥sin®—cospsin¥ singsin'¥sin®+cospcos¥ sin¥sin® (10)

iD

cos@pcosVsin® +singsin¥  cos@sin¥sin® —sinpcos¥ cos@pcos®

Ugao Y predstavlja ugao skretanja u horizontalnoj ravni i smatra se
pozitivnim pri skretanju osa od x — y, odnosno skretanju u smeru obrta-
nja kazalijke na satu. Ugao © je ugao trima ili propinjanja, a pozitivan
smer mu je pri zakretanju ose z — x ili zakretanju koje je suprotno kreta-
nju kazaljke na satu. Ugao ¢ je ugao nagiba i smatra se pozitivhim pri
skretanju ose y — z ,odnosno zakretanju koje je suprotno kretanju ka-
zaljke na satu.

Polozaj brzinskog koordinatnog sistema u odnosu na vezani koordi-
natni sistem definiSe se uglovima «, £ . Brzinski koordinatni sistem se pre-
vodi iz vezanog obrtanjem odredenih osa, kao $to je prikazano na slici 4.

Transformacija iz brzinskog u vezani koordinatni sistem ostvaruje se
preko dve sukcesivne jednoosne rotacije, i to: rotacijom oko ose Oz iner-
cijskog koordinatnog sistema za ugao a i rotacijom oko ose Oy inercij-
skog koordinatnog sistema za ugao f3.

[cos f —sinf 0
[B]=|sinB cosB 0 (11)
0 0 1

[cosa 0 —sina
[a]=] 0 1 0 (12)

sinag 0 cosa

Nakon mnoZenja matrica sukcesivnih jednoosnih rotacija dobija se
matrica transformacija iz brzinskog u vezani koordinatni sistem.

cosacosff —cosasinff —sina

C=[a]-[p]=| sinp cos 3 0 (13)

singcos S —sinasinf cosf

Ca



Posto je matrica ortogonalna matrici transformacije, tada se transfor-
macija iz vezanog u brzinski kordinatni sistem moze predstaviti slede¢im
izrazom:

Cc,=C" (14)

Ugao «a je napadni ugao podvodnog projektila i smatra se pozitiv-
nim kada je prednji deo podvodnog projektila usmeren prema povrSini
mora. Ugao £ je ugao klizanja, a smatra se pozitivnim kada struja vode
dolazi prvo na repni deo podvodnog projektila, pa na prednji.

Brzine i ubrzanja podvodnog projektila

Za odredivanje apsolutne brzine i ubrzanja podvodnog projektila u
vezanom koordinatnom sistemu pretpostavlja se uopsteno kretanje kru-
tog tela sa Sest stepeni slobode. Koordinatni po€etak inercijalnog i veza-
nog koordinatnog sistema se, u principu, ne podudaraju (sem u momentu
lansiranja). Vezani koordinatni sistem lezi u centru mase podvodnog pro-
jektila. Kretanje podvodnog projektila predstavija se kretanjem tacke te-
ZiSta njegovog centra mase. Na slici 6. prikazani su smerovi komponena-

ta vektora brzine V(VX,VJ,,VZ) i ubrzanja Q(p,q,r) podvodnog projekti-
la, kao i uglovi koji daju smer brzini i ubrzanju podvodnog projektila.

SI. 6 — Graficki prikaz smerova i polozaja vektora brzine i ubrzanja podvodnog
projektila

Yo
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U nekom trenutku polozaj teziSta mase podvodnog projektila u inercijal-
nom koordinatnom sistemu odreden je radijusom vektora EOG, a u dinamic-

kom koordinatnom sistemu sa R,; . |1z slike 6 se vidi da vredi sledeca relacija:

R, =R,, + R, (15)
ili ako se primeni matrica transformacije vezanog koordinatnog sistema u

inercijalni:

ROG _Roo = CD] 'RG (16)

Izraz (16) moze se napisati i u sledecoj formi:
RG =C) '(ROG _Roo) (17)

Ukoliko teziste podvodnog projektila ima koordinate x.,y;,z;, a

znase dasu i,k jediniéni vektori vezanog koordinatnog sistema, on-
da se izraz (15) moze napisati u slede¢em obliku:

ROG:ROO+EG:ROO+XG'?+yG'j+ZG'E (18)

Kretanje podvodnog projektila podrazumeva translatorno i rotaciono
kretanje centra mase u odnosu na inercijalni koordinatni sistem. Ovako
definisano kretanje zove se apsolutno kretanje.

Ukoliko se za izraz (18) nade prvi izvod, dobija se sledeéi oblik brzi-
ne kretanja centra mase podvodnog projektila:

%:QR'OO"'.XG d_l+yG .d_‘]+ZG .%
dt dt dt dt dt (19)

Primenom Poisonovog izraza za prvi izvod po vremenu izraza (19)
na jedinicne vektore vezanog koordinatnog sistema, i ako se zameni:

sz-f+q-j+r-k (20)
dobija se slededi izraz:

I70G :Voo"'ﬁXEG (21)

>



Analizom dobijenih brzina proizilazi da je brzina podvodnog projekti-
la jednaka V= 1700. Izraz (21) se u matricnom obliku moze napisati:

— —

V. i I k Ve —rye 4q-zg
V= Vy-] +p o q r|=\V, -rx; pz (22)
V..k| |% Yo Zo| V. 4% PYg

Apsolutno ubrzanje teziste mase podvodnog projektila u vektorskom
obliku dobija se iz izraza (21) i poprima slededi oblik:

a:aoo+@x(ﬁxﬁ6)+”;_?xﬁG (23)

Izraz (23) moze se predstaviti u matricnom obliku na sledeci nacin:

vV i j k ik
p q r + p g 7 (24)
Vol \Vi=rye+qzg V,+rxs—pze V.—qx;+p-ys| X% Yo Z¢

z

=

Q
Il

L
+

ili u matricnom obliku:

Vx—rVy—quz—(q2+r2)x6+(pq—#)yG+(rp+(j)zG
a=|a, |=|V,=pV.+1V,.=(p*+r*)ys +(rg— p)zo +(ap+#)xs | (25)
z Vz—qu+pVy—(r2+q2)zG+(pr—cj)x6+(rq+p)zG

HidrodinamiCki model podvodnog projektila

Osnovna pretpostavka za odredivanje matematickog modela pod-
vodnog projektila jeste da se njegovo kretanje moze dovoljno tano pred-
staviti modelom krutog tela u kvazistacionarnom strujnom polju vode. Po-
red navedene, uvode se i sledeée pretpostavke: kretanje okruzujuce vo-
de podvodnog projektila nastaje jedino usled kretanja podvodnog projek-
tila; kretanje vode je bezvrtlozno; oko projektila postoji beskonacna tec-
nost; projektil poseduje dve medusobno normalne ravni simetrije; projek-
tilu se u odnosu na pravac kretanja mogu razlikovati prednji, zadnji, gornji
i donji deo; projektil predstavlja kruto telo sa Sest stepeni slobode kreta-
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nja; sistem projektila i okruzujuéa voda ima isto toliko stepeni slobode
kao i samo kruto telo; za projektil je Cvrsto vezan dinamicki koordinatni si-
stem; hidrodinamicki koeficijenti sila i momenata zavise od Rejnoldsovog
broja, vektora brzine, ubrzanja, ugaone brzine i otklona komandnih povr-
Sina; projektil i hidrodinamicki efekti na trup podvodnog projektila u kreta-
nju poti€u od sila i momenata koje nastaju usled kretanja vode i spoljne
sile i momenata tih sila koje podrazumevaju neinercijalne sile.

Kretanje u idealnoj vodi

Karakteristike idealne vode su nestisljivost, homogenost i bezvisko-
znost. Za kretanje podvodnog projektila i vode postoji potencijal

@, (Xy,¥,2y,1) brzine kretanja vode i, . Projekcija ove brzine na ose
inercijalnog koordinatnog sistema date su u slede¢em obliku:

v :acop;uv :Eiqop;uv :8(0,,
odx, Y dy, T dz,

u (26)

U hidrodinamici je poznato da potencijal ¢, mora da zadovolji La-
plasovu jednacinu:

N - o'y, ¢, ¢, 0
?», = P 2 + 82 + 822 -
X, Yo 0 (27)

Granicni uslovi ovog izraza su:
— na dovoljno velikim rastojanjima voda miruje, $to se matematicki
moze predstaviti izrazom:

2

(28)

— voda ne prolazi kroz povrSinu podvodnog projektila (ne ulazi u
unutrasnjost podvodnog projektila):

do,
o= 2% 29
n dl’l S ( )
gde je:
V. — brzina vode u smeru normale na povrsinu tela,

a9,

7 — normalna brzina Cestica u dodiru sa projektilima u istoj taéki,
n

<>



n— spoljna normala na element povrSine podvodnog projektila dS',

V=\yx’+y'+2z° 5> o.
Potencijal ¢, moguce je odrediti samo ako se poznaju komponente

brzine pojedinih tacaka povrSine podvodnog projektila S.

Za centar mase podvodnog projektila vezan je koordinatni pocetak
vezanog koordinatnog sistema koji se krece brzinom V i ugaonom brzi-
nom €. Brzina bilo koje tatke M, proizvoljno izabrane na povrsini pod-
vodnog projektila S, u inercijalnom koordinathom sistemu se u vektor-
skom obliku moZe predstaviti:

— —

V., =V+QxR (30)

lztaz R=x,-i +y,-j +z, -k predstavija udaljenost izabrane tacke

M na povrs$ini podvodnog projektila S od koordinatnog pocetka inercijal-
nog koordinatnog sistema.

Normalna komponenta brzine bilo koje tatke na povrsini podvodnog
projektila moze se izraziti slede¢im izrazom :

=
dn

Veli¢ina brzine u pravcu normale na povrSinu prema izrazu (32) je:

s =Voii=V,oii+(QxR)oi (31)

V, =V, cos(n,x)+V, cos(n,y)+V, cos(n,z)+
+p [y cos(n,z)— ycos(n, y):| +q [z cos(n,x)—xcos(n, z)] + (32)
+r[xcos(n,y) —ycos(n,x)].

Komponente translatorne i ugaone brzine su funkcije vremena, dok
koordinate x, y, z to nisu. 1z izraza (32) proizilazi da se grani¢ni uslovi,
dati izrazima (28) i (29), na povrSini tela podvodnog projektila S mogu iz-
raziti u obliku zbira od Sest ¢lanova, pri Cemu je:

a(ﬂp _ V a(opl + V a(DpZ + V a¢p3 + p 8(0‘174 + q 8(”[)5 + 7 8(0[)6 (33)
on Y On 7 on ° on on on on

gde su ¢, (i =1, 2,...,6) pojedini potencijali koji zadovoljavaju Laplasovu
jednacinu i uslov da je u beskonacnosti ¢, — 0, a na povrsini tela vaze
sledeci graniéni uslovi:

<>
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8¢pl _ .a¢p2 _ .a¢p3 _ .
™ = cos(n, x); P =cos(n,y); o =cos(n,z);
0
(;0”4 = y-cos(n,z)—ycos(n,y);
n
P (34)
%:zcos(n,x)—xcos(n,z)
0
%:xcos(n,y)—ycos(n,x)

Grani¢ni uslovi na povrSini tela ne zavise od vremena, $to navodi na
zakljuéak da potencijal ¢, (i =1,2,...,6) zavisi samo od oblika tela. Radi

jednostavnijeg pisanja uvode se sledece smene:

v =V, =Vivs=Viv, =pivs=q;vs=r (35)
KoriS¢enjem izraza (2.35) potencijal ¢, moZe se predstaviti slede¢im
izrazom:
6 6
¢p(xayazat):Zvi(t)‘¢pi(xayaz)zzvi¢pi (36)
i=1

KinetiCka energija sistema projektil — okruzujuca voda

Kineticka energija sistema definiSe se kao zbir kinetickih energija
podvodnog projektila i okruzujuée sredine vode, odnosno:

Tszé-CT-DS-C (37)
gde je:

C= [Vx,Vy,Vy,p,q,rT— vektor opstih brzina,

D, — matrica inercije sistema koja se izraCunava kao:

D,=D, +D (38)
Iz hidrodinamike je poznato da se kineticka energija teCnosti moze

predstaviti u obliku povrSinskog integrala povrdine podvodnog projektila

S's potencijalom ¢,

0
__P. P4
T,=-2 jsjqop S (39)

=



Izraz (39) izvodi se uzimajuci spoljnu normalu na kontrolnu povrsinu
posmatrane zapremine. Negativni predznak potiCe od spoljne normale na
povrsinu tela u kretanju, sto je suprotno od prethodno uzimanih. Ukoliko
se izraz (36) uvrsti u izraz (39) izraz za kineti¢ku energiju vode moze se
prikazati u slede¢em obliku:

T, :%ZG: ivivk —p-ﬂ(opi agpde :126: ivivk/lik (40)
e s n 275 A

gde je:

A, :—P'H%i ag};’de koja se zove pridruZenim masama' u &irem

smislu reéi.S

D, =[4]=[4] (i=12,...6; k=12,..6) (41)

Zbog simetri¢nosti ¢lanova matrice od 36 elemenata, matrica D, mo-
Ze se predstaviti sa 21 elementom. Ravni simetrije dalje smanjuju broj

¢lanova A, # 0. Za projektil koji ima dve ravni simetrije (xy) i (xz) potreb-

no je odrediti samo 8 elemenata — 4, : (ﬂik) ima dimenziju mase

ik=1,2,3
[kg]; Ag.4s ima dimenziju statitkog momenta [kgm] i (4, ), .. ima
dimenziju momenta inercije [kgm?].

S obzirom na postojanje ravnine simetrije (xy) i (xy), te postavlja-
njem koordinatnog pocetka u teziste mase podvodnog projektila i posta-

vljanjem koordinatnih osa tako da predstavljaju ose inercije
([W =I1.=1.= 0), matrica inercije podvodnog projektila je:
- }
m 0
m (42)
D=
Ix)c
0 I,
L IZZ_

! Na osnovu Kirhovljeve i Lambove teorije za odredivanje hidrodinami&kih sila pri kretanju krutog tela
u idealnoj homogenoj tec¢nosti javlja se pojam o pridruzenoj vodi. PridruZzena masa je neka zamisljena
masa vode sa svojstvom da se njena kineticka energija pri kretanju brzinom jednakoj brzini tela jednaka
kinetickoj energiji celokupne tekucine koja okruzuje telo. Inercijsko delovanje vode na telo jednako je
povecanju mase tela u odgovaraju¢em smeru za odredeni iznos.

G
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UvrStavanjem (41) i (42) u (43) dobija se matrica inercije sistema:

‘m+ 2, 0 0 0 0 0
0 m+ A, 0 0 0 s
D 0 0 m+ A, 0 Ass 0 (43)
0 0 0 I .+, 0 0
0 0 Asy 0 I, + A 0
|0 Ag 0 0 0 I, + A |

UvrStavanjem izraza (43) u (37) dobija se izraz za kinetiCku energiju:
1
T, :5[(m+/1ﬂ).l/x2 +(m+2Ay,) V] +(m+Ay)- V2 +

(]xx +/144)'p2 +(1xx+/155).q2 +(1xx +/166).r2:|

(44)

OpSti oblik jednacine kretanja podvodnog projektila
Za inercijalni prostor u kojem razmatramo inercijalni koordinatni sistem,

poznati zakon dinamike (zakon koliine kretanja i momenta koliine kreta-
nja) u neograni¢enom vodenom prostranstvu moze se napisati u obliku:

d,R _ds(0+B)

- F (45)
dt dt
rod (K+1)
dgL _ 5( ) Y (46)
dt dt
gde su:

R - glavni vektor koli€ine kretanja tezista mase podvodnog projektila,

@

— glavni vektor koli€ine kretanja tela,

o4

— glavni vektor koli¢ine kretanja vode,
F - glavni vektor spoljasnjih sila,
L — moment koli¢ine kretanja s obzirom na teziste,

K - glavni momenat koli€ine kretanja tela,

e



I - glavni momenat koli¢ine kretanja vode,

M - glavni momenat spoljnih sila,

d Y . . .. , ,
S j; — oznacava prvi izvod po vremenu u inercijalnom koordinatnom si-

stemu.

Jednacina kretanja tela s hidrodinamickim karakteristikama najCesce
se razvija u vezanom koordinatnom sistemu. Njegova primena zahteva
niz transformacija. Imajuci u vidu osobine prvog izvoda vektorske funkcije
u vezanom i inercijalnom prostranstvu zakoni dinamike su napisani u pri-
kladnoj formi u slede¢em izrazu:

dsR =d—R+(QxR) (47)
dt  dt

dSL:d—L+(QxZ)+(I5xR) (48)
dt  di

gde su:

() — ugaona brzina zakretanja podvodnog projektila,

V' — translacijska brzina kretanja podvodnog projektila.

Izrazi su pisani za op$ti slucaj, kada teziste centra mase i teziste tela
ne leze u istoj tacki. Prvi ¢lan u izrazu (47) predstavlja relativnu brzinu vr-

ha vektora R u vezanom koordinatnom sistemu, a drugi ¢lan je preno-
sna brzina. Treci ¢lan u izrazu (48) posledica je kretanja koordinatnog
poletka vezanog koordinatnog sistema u odnosu na inercijalan.

Pomocu izraza (49) mogu se izraziti jednacine kretanja u vezanom
koordinatnom sistemu:

R (k)= F (49)
”;_f+(ﬁxz)+(ﬁxﬁ):z\2 (50)

Iz teorijske mehanike poznate su projekcije impulsne sile R= Q +B

i impulsnog momenta L =K +1 na osama vezanog koordinatnog siste-
ma. Odredene su parcijalnim izvodima ukupne kineti¢ke energije sistema
voda + projektil, po odgovaraju¢im komponentama brzine, odnosno uga-

one brzine:
>
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o
v,
d | ory
di| oV,
o,

o]
o
d|or,
dt| oq
or,
L or |

gde su:

o, o]

ov. oV,

oT, oT. i

S S

S IS | F

ov. P |7
E

ov. " or,

or oq boor,

op or ov.

on_ on | |, o

oq o ] | OV

0Ty |

5
T,

ov,
0T,

e

(52)

F.,F,,F,— uzduzna, bocna i poprecna spoljasnja sila na telo podvodnog
projektila,

M, ,M M .- momenti bocnog nagiba, posrtanja i zakretanja izazvani
spoljnim silama.

Nakon jednostavnijih transformacija izrazi (51) i (52) mogu se jedno-
stavnije napisati na sledeci nacgin:

. dC .

DS-E+B-DS-(7:P (53)
gde je:
P= [Fx,Fy,FZ,MX,My,MZ ]T — vektor spoljnih sila i momenata,
B - kvadratna matrica opstih brzina oblika:
0 - g 0 0 O]
r 0O —-p 0 0 O
B -qg p 0 0 0 O (54)
o -v. v, 0 -r p
. 0 Vr 0 ¢
_—Vy V. 0 —g p O_




Nakon svih mnozenja vektorske jednacine (53) dolazi se do Sest
skalarnih jednacina kretanja podvodnog projektila u vezanom koordinat-
nom sistemu:

_(m-i-ﬂ,l) (m+/122) Vy~r—226~r2+(m+233)~Vz~q+ﬂ35~q2 ] [F. ]
(m+/122) Vy-i-/l%-r+(m+2“)~Vx-r—(m+/L,3)~Vz-p—235~p-q F,
(m+4y,)-V. +/135~ G—(m+2,)V,-q+(m+2,)-V, - p+ Ay -p-r F.
(I + )= p—(m+2y)V, V.= Ao V. or+(m+23)-V, - V.+ A5 -V, -q—| | M,
(IV}—i- 5) qr—>~yV, - r+(1 +/166) q-r+dyV,-q _
(I 7)ol oV (o )V, Vo= (o )V, VAo Vg e ||
(I“ 4) p- r+(1 +/166) —ﬂ%-Vy-p !
(I, + 2 ) Pt Aog V= (m+ 2,) -V, -V, 4 (m+ Ay )V, -V, 4 Dy V7 = M.
_(va+’144) g+ +4s5) p-q+ios V.- p 4L
(55)
ZakljuCak

Sprovedenim modelovanjem podvodnog projektila pokazano je da
se radi o multivarijabilnom objektu sa Sest stepeni slobode. Analizom
objekta definisane su ulazne i izlazne veli€ine i njihove mere. Kvalitetnim
izborom koordinatnih sistema omoguéeno je dobijanje matemati¢kog mo-
dela za reSavanje na raCunaru.

Uvazavanjem osnovnih zakona mehanike i uslova koji vladaju pri
kretanju projektila kroz vodu uspostavljena je staticka i dinamicka ravno-
teZza na osnovu kojih je formiran sistem od $est diferencijalnih jednacina.

Sagledavanjem karakteristika tipi¢nih projektila broj jednacina sve-
den je na potrebni (minimalni). U sistem jednacina uklju¢ena je masa vo-
de (pridruzene mase) koja se javlja pri kretanju projektila kroz vodu. Na
desnoj strani sistema jednacina date su sile i momenti koji uravnotezuju
sistem. Navedene sile, momenti i pridruZzene mase, svakako, traze dalje
istrazivanje.
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