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method. 
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О ДВУХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ЧЕТНОГО ПОРЯДКА 

 

Аннотация: В работе исследованы две краевые задачи для нелинейных уравнений второго и 

четвертого порядков. Доказательство существования регулярного решения задачи для уравнения второго 

порядка проведено квазистационарным методом. Краевая задача для уравнения четвертого порядка 

исследована методом разделения переменных. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение, уравнение в частных производных, метод разделения 

переменныx, квазистационарный метод. 

 

 

1. Введение 

 

Теория краевых задач для нелинейных 

уравнений в частных производных относится к 

практически значимым разделам 

дифференциальных уравнений. Подобные задачи 

достаточно часто становятся основой 

математических моделей, применяемых в 

биологии, физике и других науках [1-8]. 

В настоящей работе исследованы две 

краевые задачи для нелинейных уравнений в 

частных производных второго и четвертого 

порядков. Вопрос существования регулярного 

решения в случае уравнения второго порядка 

исследован на основе квазистационарного 

метода, а доказательство существования решения 

для уравнения четвертого порядка проведено 

методом разделения переменных. 

 

1. Краевая задача для нелинейного 

уравнения 2-го порядка 
 

Рассмотрим краевую задачу для 

нелинейного уравнения 2-го порядка 
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где consta  , с условиями: 

)(0 tUU
lxx 
 ,                  (2)                                                       

    )(
0

xU
t




.                      (3) 

в области   ltlxtx  0,0:, . 

Для исследования задачи (1) – (3) будем 

использовать квазистационарный метод, т.е. 

решение (1) уравнения будем искать в виде 

     txuxutxU ,, 10  ,                 (4) 

где    txUxu ,0   - усреднение по времени. 
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Из (1), относительно 0u , принимая во 

внимание (4), получим следующее обыкновенное 

дифференциальное уравнение 

00
2

000  auuuu .              (5) 

С помощью замены ppupu  00 , , 

редуцируем уравнение (5) к виду: 

0
2

0 aupppu  .                  (6) 

Рассмотрим соответствующее (6) 

однородное уравнение: 

02
0  pppu .                      (7) 

Разрешая (7), будем иметь: 
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Откуда, находим: 
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Частное решение (8) будем искать методом 

вариации постоянных: 
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Подставляя (9) в (6), получим 

     
02

0

0
2
1

2
0

01001

0

01
0

)(
au

u

uc

u

ucuuс

u

uc
u 


. 

Откуда, находим:  
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Таким образом, частное решение (6) будет 

иметь вид: 
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Производя обратную замену в (10), получим: 
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Интегрируя полученное выражение, будем 

иметь 

   20
6

cx
a

xu   ,                (11) 

где constc  .  

Постоянную интегрирования c  определим 

позже. 

Возвращаясь к исследуемому уравнению (1) 

и принимая во внимание (4), приходим к 

равенству [9]: 
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Входящую в (12) искомую функцию 1u  

будем искать в виде экспоненциальной 

зависимости [10]: 
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Из (12) с учетом (11) и (13), в случае 

  constxA  определяем  : 

3

2a
 . 

Таким образом, окончательно для функции 

),( txu  можем записать: 
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где c , 0,A  - произвольные числовые 

параметры. 

Определим постоянные 0,, Ac  

удовлетворяя (14) условиям (2) и (3). 

Действительно, будем иметь: 
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(15) 

Разрешая (15), находим: 

2

l
с  . 

Параметры 0,A  определяются в 

соответствии с типом популяционной модели. 

Таким образом, решение задачи (1) – (3), 

представимо в виде (14). 

 

2. Краевая задача для нелинейного 

уравнения 4-го порядка 

В области   ltlxtx  0,0:,  

рассмотрим уравнение 

  0 txxxxxx UUUU  ,              (16) 

где .0,  const
  

Для уравнения (16) исследована задача. 

Найти решение ( , )U x t  в
 

области  , 

удовлетворяющее условиям: 

0),(),(),0(),0(  tlUtlUtUtU xx ,  (17) 

)()0,( xxU  ,                            (18) 

и условиям согласования 0)()0(  l . 
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Решение задачи будем искать в виде 

произведения двух функций разных аргументов: 

)()(),( tTxXtxU  .                        (19) 

Подставим (19) в уравнение (16), получим 
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  0)()()()(2  tTxXxXtT IV  , 

после разделения переменных будем иметь: 
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Рассмотрим уравнение  

  )()( xXxX IV .                    (21) 

Характеристическое уравнение, 

соответствующего однородного уравнения (21), 

будет иметь вид: 

024  kk  , 

 ikk  4,32,1 ,0 . 

Следовательно, общее решение однородного 

уравнения примет вид: 

.sincos 4321. xcxcxссX оо    

Частное решение для уравнения (21) будем 

искать в виде: 

22
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Подставляя полученное в (21), находим  
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Следовательно, общее неоднородного 

уравнения будет иметь вид: 
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Удовлетворяя (22) условиям (17), получим 

систему уравнений для определения постоянных 

:,,, 4321 сссс  
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Представим систему (23) в виде 

АС=B, 

где 
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 Разрешая (23), находим
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Интегрируя второе из уравнений (20), 

получим  
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Принимая во внимание (19), (22), (24), при 

условии, что ( ) ( )x X x  , окончательно, будем 

иметь: 
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Таким образом (25) представляет собой 

решение задачи (16)-(18) и принадлежит 

требуемому классу функций. 
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