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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА БЫСТРОГО АВТОМАТИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ  
ДЛЯ ОПТИМИЗАЦИИ СИСТЕМ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Е. А. Андреева, И. С. Мазурова 
 

APPLICATION OF FAST AUTOMATIC DIFFERENTIATION FOR OPTIMIZATION  
OF SYSTEMS OF INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS 

E. A. Andreeva, I. S. Mazurova 
 
В работе рассматривается задача оптимального управления в модели хищник-жертва, описываемой систе-

мой интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра. Для исходной непрерывной задачи сформулирован 
принцип максимума с учетом заданных ограничений и вида функционала. Исходная непрерывная задача сведе-
на к дискретной задаче оптимального управления. Для дискретной задачи оптимального управления получены 
формулы вычисления градиента целевой функции с помощью прямого метода дифференцирования и метода 
быстрого автоматического дифференцирования. Разработан численный метод построения приближенного оп-
тимального решения на основе метода быстрого автоматического дифференцирования. Показано, что получен-
ное численным методом приближенное оптимальное управление с заданной точностью удовлетворяет принци-
пу максимума для исходной непрерывной задачи. 

In this paper, the authorы solve the optimal control problem in the predator-prey model described by a system of 
Volterra integro-differential equations. The maximum principle for the initial continuous problem is formulated consid-
ering the defined constraints and functional form. The initial continuous problem is reduced to the discrete optimal con-
trol problem. For the discrete optimal control problem formulas for calculating the gradient of the target function using 
the method of direct differentiation and the method of fast automatic differentiation are received. The numerical method 
is developed to construct an approximate optimal solution on the basis of fast automatic differentiation method. It is 
shown that the obtained numerical results of the approximate optimal control correspond to the maximum principle for 
the initial continuous problem with a prescribed accuracy. 

Ключевые слова: оптимальное управление, интегро-дифференциальные уравнения, модель хищник-жертва, 
метод быстрого автоматического дифференцирования. 

Keywords: optimal control, integro-differential equations, prey-predator model, fast automatic differentiation method. 
 
 

Изучение многих процессов, происходящих в раз-
личных биологических, экономических и технических 
системах, сводится к построению и анализу их мате-
матических моделей. Рассмотрение модели произ-
вольной непрерывной динамической системы приво-
дит к описанию их в общем случае системой интегро-
дифференциальных уравнений типа Вольтерра. 

В ВЦ РАН под руководством Ю. Г. Евтушенко [1] 
разработана методология быстрого автоматического 
дифференцирования (БАД-методология), позволяю-
щая с единых позиций определять градиенты для явно 
и неявно определенных функций и для вычислитель-
ных процессов, которые являются результатом дис-
кретной аппроксимации непрерывных систем, описы-
ваемых дифференциальными и интегро-дифферен-
циальными уравнениями. Этот подход был применен 
для построения оптимального решения систем, опи-
сываемых интегро-дифференциальными уравнениями 
типа Вольтера. 

В работе рассматривается математическая модель 
взаимодействия популяций с произвольным конечным 
числом хищников и жертв, которая описывается сис-
темой интегро-дифференциальных уравнений (1) – (2): 
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Здесь m, n – количество классов хищников и 

жертв соответственно, ( ),  1,  ix t i m
 
 – численность 

популяции жертв i-ого класса, ( ), 1,  jy t j n
 
– чис-

ленность популяции хищников j-ого класса в момент 

времени ],0[ Tt , iR  – численность популяции 

жертв i-ого класса, недоступная хищникам, 
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jljljljlilji dcbae  ,,,,,,  – действительные 

положительные коэффициенты, характеризующие 
взаимодействие популяций хищников и жертв. Функ-

ции распределения )( tFjl  характеризуют состоя-

ния системы в прошлом, описывая влияние доступной 
для хищника жертвы на характерном отрезке времени, 
связанном с ростом популяции жертв. Функциями 

управления являются функции  )(tui  – скорость от-

лова популяции жертв i-ого класса, )(tv j  – скорость  

отлова популяции хищников j-ого класса, удовлетво-
ряющие ограничениям  

max max0 ( ) , 0 ( ) ,

1,  ,  1,  ,

i i j ju t u v t v

i m j n

   

 
    (4) 

где maxmax , ji vu  – максимальные скорости отлова 

популяции жертв и хищников соответственно, далее 

),...,(),,...,( 11 nm vvvuuu  . 

Математическая модель взаимодействия популя-
ций с произвольным конечным числом хищников и 
жертв (1) – (3) является обобщением модели взаимо-
действия двух популяций, построенной в работе [3]. 

Оптимальное управление отловом строится из ус-
ловия оптимизации заданного функционала 
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В работе [2] показано, что оптимальное управле-
ние ],0[),(),( Tttvtu   в задаче (1) – (5) удовлетво-

ряет принципу максимума: 
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(6) 

 
сопряженные функции 

njmitrtp ji ,1,,1),(),(   

являются решением системы интегро-дифферен-
циальных уравнений: 
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(8) 

с условиями трансверсальности на правом  конце 
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Рассмотрим дискретную аппроксимацию задачи 
(1) – (5), в которой используется правило левых пря-
моугольников для аппроксимации интеграла и схема 
Эйлера аппроксимации производных. 

Дискретная задача оптимального управления со-
стоит в минимизации функции:  
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при заданных рекуррентных соотношениях: 
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и ограничениях на управление 

max max0 , 0 ,

1, , 1, .

k k
i i j ju u v v

i m j n

   

              
(14)  

Для рекуррентных соотношений (11) – (12) вве-
дем следующие обозначения: 

1 1 1 1
1 ( , , , , ),l l l l lx F l X Y U V          (15) 

2 2 2 2
2 ( , , , , ),l l l l ly F l X Y U V        (16)  

где ilililil VUYX ,,,  – заданные наборы векторов 

lx , ly , 
lu , 

lv  соответственно, 2,1i , l
принимает значения от 1 до q, в общем виде будем 
писать  Dl .  

Будем говорить, что соотношения (15)-(16)  зада-
ют q-шаговый процесс. Формулы (15)-(16)  определя-

ют вектора 
lx , 

ly  на  l -ом шаге. 

Для каждого Dj  введем индексные наборы 

jQ1 , jR1 , jS1  jW1 , jQ 2 , jR2 , jS 2  

jW 2 , содержащие индексы всех векторов lx , 
ly  

и 
lu , lv , Dl , принадлежащих соответственно 

наборам jX 1 , jY 1  и jU 1 , jV 1 в (15): 
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На j-шаге множества jQ1 , jS1 , jR1 , jW1  опре-

деляют индексы всех «входных» векторов ix , iu , 

iy , iv , содержащихся во множествах jX , jU , 

jY , jV  соответственно, необходимых для вычис-
ления правой части  (15), аналогично на j-шаге мно-

жества jQ2 , jS2 , jR2 , jW2  задают множества 

всех индексов «входных» векторов ix , iu , iy , ,iv  

необходимых для вычисления правой части  (16). 
Введем сопряженные индексные наборы: 
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На j-шаге множество jQ1  определяет номера 

всех тех шагов Di , для которых ij Xx  . 
Между элементами введенных множеств есть 

связь. Если jj SsQi 11 ,  , то 1 1, .i sj Q j S 
 

С помощью введенных множеств можно записать: 
1 1

1 1{ : }, { : }.j ji i
j jX x i Q U u i S     

Из приведенных определений следует, что если 
1 1, ,q j q jx X y Y   то имеет место следую-

щие функциональные зависимости: 

1 ( , ..., , ...),q jx F q x

2 ( , ..., , ...).q jy F q y  Следовательно, наборы 

jQ1 , jR1 , jS1  jW1 ,  ,2 jQ  jR2 , jS 2  

jW 2  могут быть названы наборами индексов вход-

ных переменных yx, и vu,  соответственно, в то 

время как  jQ1 , jR1 , jS1  jW1 ,  jQ2 , jR2 , 

jS 2  jW 2  называются наборами индексов выход-

ных векторов   yx, и vu,  соответственно. 

Определим матрицы производных процесса по 
управлению^ 
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Для процесса (15) – (16) формула (17)  запишется 
следующим образом: 

1

1 1 1

1

1 1

(1 ( )

) ( ),

(1 ( )

) ( ).

i i
i

i j i jj j

i
i T i T i

j

i i
i i

i j j j

i
T i T i

j

x x
N t t e ax

u u

y
tax tb y tb x

u

x x
M t e ax tax

v v

y
tb y tb x

v




 





 
      
 


   


 

     
 


  


 1

2 1 1

1
2

1
2

1

1

2 1

2

(1 ( ( ))

( )) ( )

,

(1 (

( ))

(

i

i j i jj

i
T i T i T i

j

ii
T i s s i T

j
s i

sq
s T s i

j
s i

i i
T i

i j j j

T i i T

T i s s

y
M t

v

y
t c y d x R tc y

v

x
t F x R ty d

v

x
t y F

v

y y
N t c y

u u

d x R ty c

t F x

















 




 




 








   



         



    








 
      
 

    







1

1
2

1

)) ( )

,

ii
i T

j
s i

sq
s T s i

j
s i

x
R ty d

u

x
t y F

u







 




 


   











 

1

1, 1
.

0, 1i j

i j

i j
 

 
   

 

Градиент целевой функции по 1,0,  qlu l

для процесса (15) – (16) запишется следующим обра-
зом: 
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(18)  

Градиент целевой функции по 1,0,  qlv l

для процесса (15) – (16) запишется следующим обра-
зом: 
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(19) 

Основное вычислительное время при расчете гра-
диента по формулам (18) – (19) затрачивается на на-

хождение матриц ijN1 , ijN 2 , ijM 1 , ijM 2 , для 

этого необходимо решить )(2 mnq  раз систему 

уравнений с 
22 )( mnq   неизвестными.  

Введем множители Лагранжа ll rp , , тогда 

функция Лагранжа запишется в следующем виде: 
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Множители Лагранжа определяются из решения 
системы уравнений: 
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Тогда множители Лагранжа qknjmirp k
j

k
i ,0,,1,,1,,   для процесса (15) – (16) запишутся следую-

щим образом: 
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(21)   

 
Градиент целевой функции по 

1,0,,1,  qkmiu k
i  

для процесса (15) – (16) запишется следующим обра-
зом: 

1

( , )
( , , , , , )

( , , , ) .

k
i

k
i

k u
i

k
iu

d u v
L x y u v p r

du

I x y u v tp 


 

           

(22) 

Градиент целевой функции по 

1,0,,1,  qknjv k
j  

для процесса (15) – (16) запишется следующим обра-
зом: 

1

( , )
( , , , , , )

( , , , ) .

k
j

k
j

k v
j

k
jv

d u v
L x y u v p r

dv

I x y u v tr 


 

  
      (23) 

 

Основное вычислительное время при расчете гра-
диента по формулам (22) – (23) тратиться на нахож-

дение векторов lp и ,lr  ql ,0 , для этого необ-

ходимо решить 2 системы уравнений с )( mnq   

неизвестными.  
Выражения для вычисления градиента «прямым» 

и «обратным» методами математически эквивалент-
ны, но с вычислительной точки зрения имеется 
существенноt отличие. Показано, что для расчета гра-
диента по формулам «прямого» метода дифференци-

рования необходимо решить )(2 mnq  раз систе-

му уравнений с 
22 )( mnq   неизвестными. Для 

расчета градиента по формулам БАД необходимо ре-

шить 2 системы уравнений с )( mnq   неизвест-

ными.  
Для нахождения градиента по формулам прямого 

метода дифференцирования и метода БАД необходи-
мо вычислить: 

 
Для прямого метода дифференцирования: Для метода БАД: 

22mq значений 
ijT ux  / , 

mnq 2
значений 

ijT uy  / , 

mnq 2
значений 

ijT vx  / , 

22nq значений 
ijT vy  / , 

qm значений 
idu

udI )(
,  

qn значений 
idv

udI )(
, 

qm значений ip , 

qn значений ir , 

qm значений 
idu

udI )(
,  

qn значений 
idv

udI )(
, 

 

всего )()( 22 mnqmnq  значений всего )(2 mnq  значений  
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Таким образом, применение прямого метода вы-

числение градиента целевой функции в )( mnq   

раз более трудоемко, чем расчеты по формулам БАД. 
На основе метода быстрого автоматического диф-

ференцирования разработана программа, позволяю-
щая построить оптимальное решение задачи (10) – 
(14). Ниже на рисунках 1 – 4 представлены графики 
зависимости оптимального управления )(),( 11 tvtu  

и  численности популяции    tytx 11 ,  при различ-

ных значениях запаздывания r при следующих пара-
метрах системы: T=20; m = 1, n = 1,  

5,6 0
1

0
1  yx , ,0iR ,75.0ie  ,011 c  

,01 id ,75.01  ,1.011   ,0375.011 a   

,0375.011 b ,2,1,1.00  iui  

01.0t , 

,5,13,7 11  BA ,1000 NM

 
 

2

1 1

2

1 1

( , ) max ,0

max ,0 ,

q

q

I u v M A x

N B y

   

  
 

точность метода ε = 0,0000001. 
 

 
 

Рис. 1. График зависимости  при различных значениях запаздывания r 

 
 

 
 

Рис. 2. График зависимости  ty1  при различных значениях запаздывания r 

 

 
 

Рис. 3. График зависимости  1u t  при различных значениях запаздывания r 

 

 tx1
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Рис. 4. График зависимости  1v t  при различных значениях запаздывания r 

 
Легко видеть, что полученное численными мето-

дами оптимальное управление удовлетворяет прин-
ципу максимума. 

Таким образом, в предлагаемой работе рассмот-
рены детерминированные нелинейные управляемые 
модели, описываемые интегро-дифференциальными 
уравнениями, сформулированы необходимые условия 
оптимальности. Для дискретной задачи оптимального 
управления получены формулы вычисления градиента 
целевой функции с помощью прямого метода диффе-
ренцирования и метода быстрого автоматического 
дифференцирования. Показано, что применение пря-
мого метода вычисление градиента целевой функции 

в ( )q n m  раз более трудоемко, чем расчеты по 

формулам быстрого автоматического дифференциро-

вания, где ( )q n m  – размерность управления. На 

базе метода БАД разработан алгоритм построения 
приближенного оптимального решения, численные 
результаты которого с заданной точностью совпадают 
с теоретическими результатами. Оптимальное управ-
ление определяется функцией переключения и имеет 
конечное число переключений на фиксированном 
интервале времени.  
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