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Рассматривается краевая задача о стационарном движении двухкомпонентной смеси вязких сжимаемых те-

плопроводных жидкостей в ограниченной области. За исключением постулата о совпадении фазовых темпера-
тур (физически оправданного в определенных ситуациях), не делается никаких упрощающих предположений, 
т. е. сохранены все слагаемые в уравнениях, являющихся естественным обобщением модели Навье-Стокса-
Фурье движения однокомпонентной среды. Доказано существование слабых обобщенных решений задачи. 

The paper considers the boundary value problem which describes steady motion of a binary mixture of viscous 
compressible heat-conductive fluids in a bounded domain. No simplifying assumptions we imposed except the postula-
tion of coincidence of phase temperatures (which is justified in definite physical situations), i. e. the authors preserved 
all the terms in the equations which are a general expansion of Navier-Stokes-Fourier model describing motion of a 
one-constituent medium. The existence of weak solutions to the problem is proved. 

Ключевые слова: стационарная краевая задача, вязкая сжимаемая теплопроводная жидкость, гомогенная 
двухскоростная смесь. 
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Введение 
Данная статья продолжает исследования [3 – 5; 

15]. В этих работах подробно описана постановка за-
дачи о движении смесей вязких сжимаемых жидко-
стей и связанные с этим нюансы моделирования этого 
физического явления и математического исследова-
ния получающихся уравнений. В связи с недостатком 
места мы не будем повторять это описание, детали 
можно узнать, например, в [15]. Повторим лишь са-
мые необходимые сведения, а также укажем место 
настоящей работы в этом ряду исследований. Не су-
ществует общепринятого подхода к моделированию 
движений многокомпонентных сред, равно как и раз-
витой математической теории о существовании, един-
ственности и свойствах решений начально-краевых 
задач, возникающих при этом моделировании. В на-
стоящей работе выбран один из многочисленных ва-
риантов моделирования движения двухкомпонентных 
(бинарных) жидкостных смесей, а именно: гомоген-
ная смесь двух вязких сжимаемых теплопроводных 
жидкостей, двухскоростная однотемпературная мо-
дель. Это означает, что в каждой точке пространства 
присутствуют обе компоненты смеси, которые нахо-
дятся в одной фазе, но имеют каждая свою локальную 
скорость движения; взаимодействие между компо-
нентами осуществляется через обмен импульсом и 
вязкое трение, а также посредством теплообмена. С 
математических позиций как эта, так и многочислен-
ные прочие модели смесей исследованы весьма мало, 
в том числе по сравнению с аналогичной теорией для 
однокомпонентных сред. Так, до недавнего времени 
по бинарным двухскоростным смесям имелись лишь 
результаты для приближенных моделей, причем без 
учета температур [11 – 13], а в последние годы появи-

лись работы по полной модели: сначала баротропной 
[3; 5], а затем теплопроводной (двухтемпературной) 
[4]. В последней работе имеется все же некоторое 
упрощение, а именно: в уравнениях энергии выбро-
шены члены, отвечающие за вязкое трение. Это свя-
зано не только с математическими трудностями (час-
тично возникающими и в однокомпонентном случае), 
но и с физической корректностью модели (подробно-
сти см. в [15]). В настоящей работе рассматривается 
однотемпературная модель, в которой специфические 
для смесей физические неувязки в диссипативных 
членах не возникают, и тем самым остаются только 
математические трудности, которые оказалось воз-
можным преодолеть. Тем самым удается получить 
первый результат о математической корректности 
полной теплопроводной модели бинарной смеси для 
случая многомерных движений. В одномерном случае 
имеются результаты по теплопроводным смесям [7 – 
8], но они касаются приближенных моделей, причем с 
диагональной матрицей вязкостей. 

 
1. Постановка задачи и основной результат 
Исследуемая модель смеси является естествен-

ным обобщением модели Навье-Стокса-Фурье дви-
жения однокомпонентной вязкой сжимаемой тепло-
проводной жидкости, глубоко изученной математиче-
ски в последние два десятилетия [9 – 10; 14; 19 – 20]. 
Для формулировки модели движения смеси как 
обобщения однокомпонентной модели требуются 
значительные усилия, отраженные, например, в [6; 
21]. Возникающая при этом двухскоростная модель 
допускает определенные вариации. В частности, оста-
ется произвол в моделировании температурных эф-
фектов: можно предполагать различие температур в 
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разных составляющих смеси, а можно считать, что 
они совпадают. Последнее предположение использу-
ется в настоящей работе, оно оправдано в определен-
ных физических условиях (см. об этом, например, в 
[1; 2]). 

Пусть смесь двух вязких сжимаемых теплопро-
водных жидкостей занимает ограниченную область 

3R . Искомыми являются физические величины, 
описываемые пятью (с учетом размерностей векторов 
– девятью) функциями, определенными в  : скаляр-
ные поля плотностей 0i  и векторные поля скоро-

стей )(iu  для каждой компоненты смеси с номером 
1,2=i , и скалярное поле температуры смеси 0 . 

Для нахождения этих величин необходимо решить в 
  два уравнения неразрывности  

1,2,=0,=)(div )( ii
iu                  (1) 

два векторных (т. е. шесть скалярных) уравнения 
импульсов  

2
( ) ( ) ( )

=1

( ) ( )

div ( )

= , = 1, 2,

j i i
ij i

j

i i
i i

L

p i





  

 

 u u u

f J                     

(2) 

и одно уравнение для полной энергии смеси  
2 2

( ) ( )

=1 =1

2 2
( ) ( ) ( ) ( )

=1 =1

div div

div = 2div .

i i
i i i

i i

i i i i
i

i i
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u u
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(3) 

 

Здесь )(if  – внешние массовые силы; ip  – давле-

ние i -й компоненты, причем  

1,2,=,= ip iii                     (4) 

где показатель   предполагается общим для двух 

компонент и достаточно большим (точные требования 
см. ниже), сам характер уравнения (4) является доста-
точно стандартным в теории Навье-Стокса – Фурье 

(см. например [16], [17; 18]); )(iJ  – обмен импульсом 
между составляющими смеси:  

( ) (1) (2)= ( 1) ( ),

= 1,2, = c 0;

i i a

i a onst

 


J u u
                  (5) 

q  – вектор потока тепла, определяемый законом 

Фурье  
  )(= kq                                (6) 

с коэффициентом теплопроводности, принятым в 
виде  

,1=)( mk                              (7) 

где постоянная m  уточняется ниже; iE  – полная 

удельная энергия i -й компоненты смеси:  

1,2,=,||
2

1
= 2)( iUE i

i
i u

                    
(8) 

причем удельная внутренняя энергия iU  задана 

определяющим уравнением  

1,2;=,
1

1
= 1 iU ii 


 




                  
(9) 

)(iP  – вязкая часть тензора напряжений i -й ком-
поненты смеси:  

2
( ) ( )

=1

( ) ( ) ( )

ˆ= P ,

ˆгде P = div I 2 D( ), , =1,2,

i ij

j

ij j j
ij ij i j 







u u    

(10) 
в котором (постоянные) коэффициенты вязкости 

ij  и ij  уточняются ниже, I  – единичный тензор, а 

)/2)()((=)( Tvvv D  – тензор скоростей де-

формаций векторного поля v  (индекс T  означает 
транспонирование); наконец,  

1,2,=,,div)(= jiL ijijijij  
           

(11) 

так что )(
2

1=

)( =div j
ij

j

i L uP , 1,2=i . Определяю-

щие уравнения (4), (7) и (9) описывают термодинами-
ку смеси, соотношения (5) и (10) выражают сформу-
лированные выше принципы механического взаимо-
действия компонент, и наконец, (6) и (8) представля-
ют собой стандартные физические законы. 

Уравнения (1), (2), (3) необходимо дополнить 
граничными условиями, например:  

1,2,=,на0=)( ii u                     (12) 

,н0=)ˆ)(()(2  аLk  n        (13) 

1,2,=,= iMd ii x
                     

(14) 

где положительные постоянные iM  предполага-

ются известными. Здесь n  обозначает единичную 
внешнюю нормаль к  , а коэффициент граничного 
теплообмена  

.1=)( 1 mL                             (15) 

 
Тем самым, предмет нашего исследования сфор-

мулирован – это краевая задача (1)-(15), которую да-
лее будем называть задачей H . 

Коэффициенты вязкостей образуют матрицы 
2

1=,}{= jiij  и 2
1=,}{= jiijM  . Важную толь играет 

также матрица полных вязкостей MN 2=   (с ком-
понентами ijijij  2=  ). Мы будем рассматривать 

случай недиагональных матриц вязкостей, в котором 
нет возможности прямого переноса методов, разви-
тых в теории Навье-Стокса-Фурье однокомпонентных 
жидкостей. При этом из термодинамических сообра-
жений следует, что эти матрицы не могут быть произ-
вольными (см. [15]). Мы будем предполагать сле-
дующие, близкие к минимальным, условия:  

0,230,  MM                     (16) 

обеспечивающие выполнение неравенств: 

xuxuu dCdL i

i

ij
ij

ji

2)(
2

1=
0

)()(
2

1=,

||  


 

и 0)(: )()(
2

1=

 ii

i
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где 2
2112

2
221122110 )()()(=2  C . 

 
Отметим, что (16) влечет 0N . Кроме того, для 

упрощения применения метода эффективных вязких 
потоков (являющегося сердцевиной теории Навье-
Стокса-Фурье) в рассматриваемом, матричном, слу-
чае, сделаем дополнительное техническое предполо-
жение о треугольности матрицы полных вязкостей:  

0.=2 1212                        (17) 

 
Целью статьи является построение слабого обоб-

щенного решения задачи H , которое понимается 
стандартно, вполне в духе теории однокомпонентных 
вязких газов. 

 
Определение 1. Слабым обобщенным решением 

задачи H  называются пара неотрицательных функ-
ций )(2   Li , 1,2=i , положительная функция

)()()( 23
1
2  mm LLW  и пара векторных по-

лей )(1
2

)( 


Wiu , 1,2=i , удовлетворяющие условиям 

(1) – (15) в следующем смысле:   
(H 1) Плотности i  удовлетворяют уравнениям 

(1) в смысле распределений, т. е. для любых пробных 

функций )( Ci  выполняются соответствующие 

интегральные тождества: 0=)( xu di
i

i  


, 1,2=i , 

причем выполнены (14);  

(H 2) Скорости )(iu  удовлетворяют уравнениям 
(2) (см. также (4), (5), (10),(11)) в смысле распределе-

ний, т. е. для любых пробных функций )(0
)(  Ci  

выполнены соответствующие интегральные тождест-
ва (мы их не приводим ввиду стандартности, при этом 
(12) выполнены в смысле функционального класса);  

(H 3) Температура   удовлетворяет уравнению 
(3) (см. также (6), (7), (8),(9)) и краевому условию (13) 
(см. также (15)) в том смысле, что для любых проб-

ных функций )( C  выполнено соответствую-

щее интегральное тождество.  
Основной результат статьи формулируется в виде 

следующей теоремы. 
 
Теорема 2. Пусть 3R  – ограниченная об-

ласть, 2C , матрицы вязкостей удовлетворяют 
условиям (16) и (17), выполнены ограничения 3  и 

152

376

3

2
2

2








m ; остальные числовые параметры 

модели ( a , 1M , 2M ) произвольны (положительны). 

Тогда для любых входных данных класса )()( Cif

, 1,2=i , )(ˆ 1 C , 0>̂  задача H  имеет по 

крайней мере одно решение в смысле Определения 1.  
 
 
 

2. Априорные оценки решений регуляризованной 
задачи и ее разрешимость 

Первым этапом доказательства теоремы 2, кото-
рому посвящен п. 2, состоит в построении решений 
регуляризованной задачи с одновременным получе-
нием оценок решений, равномерных по параметру 
регуляризации. Второй этап (реализованный в п. 3) 
будет состоять в предельном переходе по параметру 
регуляризации на основе полученных оценок. Упомя-
нутая регуляризованная задача, которую будем назы-
вать задачей H , формулируется так – требуется 

найти функции i , )(i
u  и   (здесь и далее верхний 

индекс   не есть степень), удовлетворяющие сле-
дующим уравнениям, краевым и дополнительным 
условиям, содержащим параметр (0,1] :  

( )div ( ) =
| |

в , = 1, 2,

i i
i i i

M

i

  
       




u

         
(18) 
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( ) ( ) ( )
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2 2 | |
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1,2,=,на0=0,=)( ii
i  nu 
        (21) 

 

2 ( ) ln

ˆ( )( ) = 0 на ,

k

L


  



 

    


  


   

  

n
       (22) 

 

1,2,=,= iMd ii x
                   

(23) 

где )(2d=ˆ,ˆ= )()()()(
2

1=

)( j
ij

j
ij

ijij

j

i iv   uu DIPPP  , 

1,2=, ji , а ||   означает лебегову меру  . Наряду с 
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температурой   удобно использовать функцию 
 ln=s . 

Решение задачи H  будем строить сильное, по-

нимая под этим следующее. 
 
Определение 3. Сильным обобщенным решением 

задачи H  называются пара неотрицательных функ-

ций )(2  pi W , 1,2=i  (где 3p ), положительная 

функция )(2  pW  и пара векторных полей 

)(2)(  p
i Wu , 1,2=i , удовлетворяющие (23), уравне-

ниям (18) – (20) п. в. в  , и условиям (21), (22) п. в. 
на  .  

Основной результат п. 2 состоит в следующем. 
Лемма 4. В условиях теоремы 2 для произвольно-

го (0,1]  любое сильное решение задачи H  

удовлетворяет неравенству:  
( )

1
2 22

=1
6

3

3

2

1
2 2

( ) ( )

( )
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( )( )

С ,( ) ( )

i
i L W

ii L

L m
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L

L L m
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u

            (24) 

где 1C  зависит (только) от 
)(

)(

C

if , ij , ij , 

iM  ( 1,2=, ji ); 
)(

ˆ
C

 , ̂min


, m ,  , a  и   (осо-

бенно важно, что 1C  не зависит от  ). При этом за-

дача H  имеет по крайней мере одно сильное реше-

ние.  
Доказательство леммы 4 мы не приводим ввиду 

того, что оно является достаточно стандартным, хотя 
и технически непростым. В значительной степени оно 
повторяет аналогичные рассуждения, использованные 
в предшествующих работах по смесям [3 – 5; 15], а 
также при исследовании теплопроводной модели од-
нокомпонентных жидкостей (см. например [16; 17]). 

3. Предельный переход 0 . Ввиду Леммы 4 

можно построить решения ),,,,( (2)(1)
21 

  uu  задач 

H  при всех (0,1]  в смысле определения 3 и вы-

делить последовательность (которую мы обозначим 
так же) такую, что при 0  верно  

2

( ) ( ) 1
2

в ( ),

в ( ), = 1,2,

w

i i

w
i i

L

W i
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1
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1
2 2

в ( ), ( )

и ( ), в ( ),

w

m

w

m

W L

L s s W





   

  
 

1,2,=),(в)( 2 iLi

w

i                     (25) 

и следовательно )()( ii uu   в )(
1
qL , 

1,2,=[1,6),1 iq       в )(
2
qL , ),[1,32 mq   

  ||    в )(
3
qL , ),[1,23 mq   ss   в 

)(
4
qL , [1,6),4 q  при этом очевидны соотноше-

ния se=  (а значит, 0> ), 0i , 1,2=i , и (14). 

Таким образом, для доказательства Теоремы 2 остает-
ся проверить выполнение интегральных тождеств из 
определения 1. Далее чертой сверху, так же как и в 
(25), будем обозначать слабый предел соответствую-
щей (под-)последовательности. 

 
Этап 1: предельные переходы – полный в уравне-

ниях неразрывности и частичный в уравнениях им-

пульсов. Умножая (18) на i  и интегрируя по   с 

учетом (21), ввиду (24) получаем равномерные по   

оценки для величин  i  в )(2 L , что с учетом 

оценок для i , содержащихся в (24), дает 

0  i  в )(
5
qL , 











3

6
1,5 


q , 1,2=i . Теперь 

предельный переход в уравнениях (18) становится 
тривиальным, и мы приходим к пункту H 1 Опреде-
ления 1. Умножая уравнения (19) скалярно на 

)(0
)(  Ci  и интегрируя по  , мы получаем сла-

бые формулировки краевых задач (19), (21) 1 , в кото-

рых можно перейти к пределу и получить тождества, 
отличающиеся от приведенных в пункте H 2 Опре-

деления 1 только тем, что вместо выражений i  в 

них стоят i . Таким образом, для обоснования H 2 

остается доказать равенства  

1,2.=,= iii
                           (26) 

 
Этап 2: частичный предельный переход в уравне-

нии энергии. Возьмем любую )( C  и заметим, 

что из (18) и (21) следует соотношение: 
2

2 2

=1

2
( ) 1

=1

1

( )

( ) | | =

( ) div ( )
1

( ) ( )
1 1 | |

.
1

( )
1

i i
i

i
i i i
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i
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M
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x

u

x

u
   

(27) 

 
Теперь сложим три интегральных равенства: (20) 

после умножения на   и интегрирования по  ; (19) 

после умножения на )()( = ii
 u , интегрирования по 

  и суммирования по 1,2=i ; и (27). Эта процедура 
дает интегральное тождество, предельный переход в 
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котором приводит к H 3 с точностью до еще не до-
казанных соотношений (26), которые, таким образом, 
остаются последним препятствием для завершения 
доказательства теоремы 2. 

 
Этап 3: доказательство коммуникативных со-

отношений для эффективных вязких потоков. Рас-
смотрим так наз. эффективные вязкие потоки  

)(
2

1=

div= j
ij

j
ii pF u , 1,2=i , соответствующие 

величины для регуляризованной задачи  

1,2,=,div)(= )(
2

1=

iF j
ij

j
iii 

  u

       

(28) 

и их слабые пределы в )(2 L :  

)(
2

1=

div= j
ij

j
iiiF u  , 1,2=i . 

 
Этап 3.1: предварительные построения. Будем 

использовать оператор 1 , определенный как 

||

)(

4

1
=))((

3

1

yx

yy
x


  dv

v




, применяя его к функциям 

)(
6
 qLv , 3/2>6q , продолженным нулем за преде-

лы  . При этом )(2)(:
66

1  qq WL , и I=1  . 

Нам также потребуется оператор Comm , действую-
щий по формуле 

)()(=),(Comm 11    , о кото-

ром известно (см. [9; 14]) следующее: если 0
w

k   в 

)(
7
qL , 0

w

k   в )(
8
qL , где 1<1

8
1

7
  qq , то 

0),(Comm
w

kk   в )(
9
qL , где 1

8
1

7
1

9 =   qqq . 

Пусть )(0  C , )(
6
 qL , причем  

0.при)(в0
6

  q

w
L

           
(29) 

 
Тогда нетрудно получить  

( ) 1

2 ,
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=1

(div P )

(div ) 0, = 1, 2,
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где 
,

  означает совпадение с точностью до раз-
ности, исчезающей после интегрирования по   и 
перехода к пределу при 0 . 

Умножая (18) на  , после элементарных преобра-
зований получим тождества  

1 ( )

1

( )
1

div ( ) =

| |

2
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= 1,2.
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(31) 

 

Умножая (18) на /2)(i
u  и складывая с (19), полу-

чим представления  
( )
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Этап 3.2: предел эффективных вязких потоков, 

умноженных на произвольные функции. Преобразуем 

выражения 


iF , пользуясь (28), (30), (31) и (32):  

,
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  (33) 

При условии 
34

6
>6 


q  правая часть (33) сходит-

ся к нулю слабо в )(1 L  с некоторым 0> , по-

этому  

1,2.=0,при0 idFi 



 x

       

(34) 

 
Этап 3.3: сильная сходимость эффективных вяз-

ких потоков и коммуникативные соотношения. Для 
любой компактной подобласти 1  возьмем   

такую что 1=  на 1 , причем 0  в  . Пользуясь 

(29) и (34) при 2=6q , ii FF 
 = , получаем при 

1,2=i  соотношение ii FF   в )(l2, ocL , а значит и 

в )(
10

qL  с любым 2<10q . Отсюда следует, что если 
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zz
w
  в )(

11
qL  с некоторым 2>11q , то 

i

w

i FzFz 
  в )(

12
qL  с любым 

11

11
12 2

2
<

q

q
q


, что 

означает выполнение коммуникативного соотноше-

ния ii FzzF = . В частности, можно взять 
  jz =  с 

произвольным 1,2=j , 2=11q , 1=12q , что влечет 

соотношения:  
2
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2
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( ) div
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при 0, , = 1, 2.
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u x

u x
    

(35) 

 
Этап 4: предельный переход в давлениях. Отличие 

(35) от случая однокомпонентной среды состоит не 
только в числе соотношений (четыре вместо одного), 
но и в принципиально новом явлении – возникнове-
нии смешанных (разноименных) произведений 

)(d k
j iv u , kj  , которые, в отличие от одноимен-

ных ( kj = ), не допускают анализа с помощью урав-

нений неразрывности. 
 

Этап 4.1: ренормализация и исключение )(div i
i u

. Используя стандартную процедуру ренормализации 
[14], можно получить соотношения: 

1,2,=0,=div )( idi
i xu



            (36) 

 
и аналогично из (18) при 0  выводим  

1,2.=0,d )( idiv i
i 



xu
                

(37) 

 
Благодаря (36) и (37) в (35) фактически присутст-

вуют только разноименные произведения )(div k
j u , 

kj   (хотя соотношения принимают вид неравенств). 

В частности, при 1== ji  (35) принимает вид:  

(2)
1 1 1 12

(2)
1 1 1 12

( div )

( div ) .

d

d





    

    




  

  





u x
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(38) 

 
Этап 4.2: доказательство (26) при 1=i . Ввиду 

монотонности функции  zzz  , для любой 
)(2  Lv , 0v , имеем  

1 1 1 1 1

1

( ) ( )

( )( ) .

d v d

v v v d

 



      

 
 



   

  

 



x x

x
         (39) 

 
Вычитая (39) из (38) и полагая  1=v  с лю-

быми )(2   L , 0  и R , получаем нера-

венство, переходя в котором к пределу при 0  и 
пользуясь поточечным свойством слабых пределов 

  11  , получаем 0=)( 11    , что ввиду произ-

вольности   означает требуемое. В частности, схо-

димость 11    сильная в )(L , а значит (ввиду 

ограниченности в )(2 L ) и в )(
13
qL  при всех 

)[1,213 q . 

 
Этап 4.3: коммуникативное соотношение для 

(1)
2 divu . Пользуясь повторно условием (17), дока-

занным соотношением (26) при 1=i  и сильной схо-

димостью 1 , мы можем записать (35) при 1=i , 

2=j  в виде  

.div=div (1)
2

(1)
2 xuxu dd  

              

(40) 

 
Этап 4.4: доказательство (26) при 2=i . Запи-

шем (35) при 2== ji , снова пользуясь (36) и (37), но 

в этот раз исключим скорости, пользуясь (40). Даль-
нейшие рассуждения буквально повторяют этап 4.2 с 
заменой 1  на 2 . 

Тем самым, соотношения (26), а значит и теорема 
2 доказаны. 
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