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В статье разработана математическая модель поля точечных источников тока в цилиндре из трансверсально 

изотропного композиционного материала при расположении источников в центрах оснований. Основной целью 
работы является определение электрофизических параметров композиционного материала. Получено аналити-
ческое решение, позволяющее найти потенциалы на поверхности цилиндра при известных размерах и удельных 
сопротивлениях. Для экспериментального определения параметров эффективных удельных сопротивлений ма-
териала в радиальном и осевом направлении предложена методика, основанная на идентификации построенной 
математической модели, и получены экспериментальные данные для идентификации на цилиндрическом об-
разце из материала, армированного углеродной тканью УТ-900. В результате найдены удельные сопротивления 
ортотропного материала в радиальном и осевом направлениях. Выявлено, что исследуемый армированный ма-
териал лучше проводит ток в направлении армирующих волокон, чем по нормали.  

In this paper we demonstrated the development of the mathematical models of point current sources field in the cy-
linder of transversely isotropic composite material with the sources located in the centers of the bases. The main pur-
pose is to determine the electrophysical parameters of the composite material. We obtained an analytical solution (in 
lines), allowing to find the potentials on the surface of the cylinder with known size and resistivity. To determine the 
parameters of the effective material resistivity in the radial and axial direction experimentally, the authors propose a 
method based on the identification of the constructed mathematical model; experimental data were obtained for the 
identification by testing a cylindrical sample of material reinforced with carbon cloth UT-900. As a result, the specific 
resistance of orthotropic material in radial and axial directionswas found. Rthe study revealed that the reinforced ma-
terial conducts current in the direction of the reinforcing fibers better than normal.  

Ключевые слова: задача электропроводности, электропроводный композиционный материал, кажущееся 
сопротивление, поле точечных источников тока, методика идентификации удельного сопротивления reinforcing 
fibers than normal. 

Keywords: problem of electrical conductivity, conductive composite material, apparent resistivity, point current 
sources field, methods of identification resistivity. 

 
 
Поле точечных источников тока в ортотроп-

ной слоистой пластине из композиционного мате-
риала. Задачи электропроводности в композиционных 
материалах актуальны во многих технических прило-
жениях. Их решение основывается на оценках сред-
них удельных сопротивлений, которые применитель-
но к композитам зависят от направления вектора 
плотности тока по отношению к направлениям арми-
рования. Соответствующие теоретические оценки 
выполнялись многими авторами; для композитов, 
армированных частицами и непрерывными волокна-
ми, теоретические оценки ранее получены авторами 
численными методами [1; 4]. Однако для оценки дос-
товерности теоретических результатов необходима их 
верификация методами прямого эксперимента. 

Использование традиционного метода измерения 
удельного сопротивления, основанного на создании 
электрического поля с постоянной по объему плотно-
стью тока, для измерения проводимости по направле-
нию нормали требует образцов значительной толщи-
ны [3], а в этом случае структура материала по тол-
щине может отличаться от структуры реального кон-
струкционного материала. Поэтому представляется, 
что такие измерения целесообразно выполнять на об-
разцах малой толщины с использованием неоднород-
ных электрических полей, создаваемых в материале 
точечными источниками тока. Для этого в настоящей 

работе предлагается метод измерения, основанный на 
параметрической идентификации с использованием 
расчетно-теоретической модели распространения тока 
в ортотропном материале. 

Расчетная модель позволяет определить парамет-
ры поля точечных источников при известной геомет-
рии образца и известном положении питающих элек-
тродов. Удельные сопротивления в направлении нор-
мали и в плоскости армирования могут быть опреде-
лены из условия минимума рассогласования рассчи-
танных и измеренных параметров поля (разностей 
потенциалов в характерных точках образца). 

Рассмотрим трансверсально изотропный прово-
дящий цилиндр с удельным сопротивлением ρ в плос-
костях, параллельных основаниям, и ρz – в направле-
нии оси цилиндра. Точечные источники тока распо-
ложены в центрах оснований цилиндра. Обозначим:  
D – диаметр цилиндра, H – высота.  

Введем цилиндрическую систему координат (r, z), 
в которой ось z совпадает с осью цилиндра, а начало 
координат находится на середине отрезка, соединяю-
щего центры оснований. Тогда расчетная область мо-
жет быть задана неравенствами: 

: 0 , .
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В точках r = 0, z = ±H/2 помещены точечные ис-
точники тока (положительный и отрицательный) оди-
наковой силы I. В этой системе координатс учетом 
осевой симметрии уравнение электропроводности и 
граничные условия имеют вид: 
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где U – электрический потенциал, δ(r) – обобщен-
ная функция, удовлетворяющая интегральному тожде-
ству: 
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где f – произвольная непрерывная функция коор-
динат, φ – полярный угол. 

Приведем сформулированную краевую задачу к 
безразмерному виду. Для этого вначале введем без-
размерные координаты – радиальную ξ и осевую ζ, 
причем масштаб для осевой координаты выберем так, 
чтобы основания цилиндра лежали в плоскостях 
ζ = ±1, а масштаб радиальной координаты – так, что-
бы коэффициенты в уравнении (1) были одинаковы: 
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Дополнительно введем безразмерный потенциал: 
u(ξ, ζ) = U(r, z)·H/(2·I·ρ). 

Уравнение (1) преобразуется к уравнению Лапласа: 
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где обозначено: .zD
D
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Граничные условия из (1) преобразуются к виду: 
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Краевая задача (2) – (4) имеет единственное ре-
шение с точностью до постоянного слагаемого. Для 
устранения произвола примем, что потенциал в нача-
ле координат равен нулю. 

Выполним вначале граничные условия (4) на ос-
нованиях цилиндра, т. е. найдем решение задачи для 
цилиндра бесконечно большого радиуса, применяя 
метод отражений [5]. Для этого рассмотрим потенци-
ал единичного точечного источника в точке ξ = 0, 
ζ = 1, поместив его в бесконечно протяженное прово-
дящее полупространство с границей ζ = 1. Как извест-
но, решение такой задачи идентично решению задачи 
о поле потенциала источника удвоенной интенсивно-
сти в бесконечном пространстве: 
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(5) 

При этом выполняются условия (4) на границе 
ζ = 1.  

Добавим к решению (5) поле потенциала источ-
ника на границе ζ = -1. Чтобы не нарушить граничных 
условий, поместим в среду также фиктивный источ-
ник – симметричное отражение второго источника 
относительно границы ζ = 1. В силу симметрии на 
плоскости ζ = 1 выполняются условия (4), но на гра-
нице ζ = -1 они нарушены. Последовательно добавляя 
источники путем симметричного отражения исход-
ных и отраженных источников относительно обеих 
границ, получим бесконечную систему равноотстоя-
щих источников тока, симметричную относительно 
обеих границ. В результате получаем поле потенциа-
ла, удовлетворяющее граничным условиям (4): 
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(6) 

Полученное решение задачи справедливо для ци-
линдра бесконечно большого радиуса.  

Далее выполним условие непротекания на боко-
вой поверхности цилиндра. Для этого добавим к (6) 
поле потенциалов тока, проходящего через боковую 
поверхность и имеющего на ней плотность, равную 
по величине и противоположную по знаку плотности 
тока в цилиндре бесконечного радиуса. Искомое до-
полнительное поле потенциалов найдем решением 
следующей вспомогательной краевой задачи для 
уравнения: 
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при граничных условиях: 
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Решив краевую задачу (7) – (8), получили, что поправочная функция имеет вид: 
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где I0 и I1 – модифицированные функции Бесселя,
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Каждое слагаемое в (9) отвечает первому из гра-
ничных условий (8). Поскольку это условие однород-
но, то и сумма ряда (9) удовлетворяет данному усло-
вию. Таким образом, решение (9) удовлетворяет диф-
ференциальному уравнению (7) и граничным услови-
ям (8). 

Окончательно, складывая решения (6) и (9), полу-
чили решение краевой задачи для цилиндра конечно-
го радиуса: 

),(*),(),(  uuu .         (10) 

 

Возвращаясь к размерным переменным, имеем: 
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На рисунке 1 показаны изолинии полученного 

решения (10) при D =1,38. При расчете число удер-
живаемых слагаемых ряда (6) было взято равным 500, 
а число членов ряда Фурье (9) – равным 50, что обес-
печивает изменение решения при удвоении числа 
удерживаемых членов не более чем на 0,001 %.  

 

 

 
Рис. 1. Изолинии безразмерного потенциала в осевом сечении цилиндра конечного радиуса 

 
Зависимость потенциала поля точечных ис-

точников от удельных электрических сопротивле-
ний в осевом и радиальном направлении. Получен-
ное решение краевой задачи электропроводности ор-
тотропного цилиндра конечного радиуса показывает, 
что распределение потенциала чувствительно как к 
средней величине удельного сопротивления, так и к 
отношению удельных сопротивлений в осевом и ра-
диальном направлении. Увеличение ρz  влияет на по-
тенциал поля так же, как и увеличение толщины об-
разца (высоты цилиндра). Уменьшение относительно-
го радиуса приводит к увеличению разности потен-
циалов на верхней и нижней поверхности. Это дает 
возможность, исходя из известного соотношения 
диаметра и высоты цилиндра, определить степень 
анизотропии. 

Выберем для анализа точки на противоположных 
основаниях цилиндра (рис. 2) точки A и B, располо-
женные на кромках (r=D), и точку C, расположенную 
на известном расстоянии от оси r=μ·D/2.  

Разность потенциалов в точках A и B определяет-
ся следующим выражением: 
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(11) 

а разность потенциалов в точках C и A – выраже-
нием: 
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Рис. 2. Расположение точек на цилиндре 
 
Отношение этих величин: 
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не зависит от силы тока и удельного сопротивления в 
радиальном направлении и полностью определяется 
двумя параметрами: отношением расстояния точки C 
от оси к радиусу цилиндра и безразмерным диамет-
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ром .
z

D

H




 Зависимость отношения (13) от без-

размерного диаметра представлена на рисунке 3 при 
μ = 0,5.  

 
Рис. 3. Зависимость отношения разностей 
 потенциалов от безразмерного диаметра 

 
Исходя из результатов измерений разности по-

тенциалов, по кривой на рисунке 3 можно найти без-

размерный диаметр .D  Тогда отношение удельных 
сопротивлений в осевом и радиальном направлении 
может быть вычислено по следующей формуле: 
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.z D
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(14) 

Для определения величины  можно использовать 
любое из уравнений (11) и (12). Так, из (12) найдём: 
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(15) 

По этой зависимости может быть в первом при-
ближении определено удельное сопротивление ρ, а 
затем, исходя из ранее найденного отношения ρz/ρ, и 
величина ρz. Однако для уменьшения погрешности 
целесообразно определять искомые величины (без-
размерный диаметр и удельные сопротивления путем 
идентификации с использованием большего числа 
точек). 

 
Идентификация удельного сопротивления по 

измеренным потенциалам поля точечных источ-
ников. Опишем методику получения эксперименталь-
ных данных для идентификации. 

Эксперимент проводился на образце цилиндриче-
ской формы толщиной 5 и диаметром 40 мм, выпол-
ненном из углерод-углеродного композиционного 
материала на основе ткани УТ-900, армированного 
под углами 0/90° (рис. 3).  

Ток промышленной частоты (50 Гц) подводился к 
двум питающим электродам диаметром 4 мм, концы 
которых имели форму сферического сегмента. На-
пряжение источника тока составляло 12 В. Последо-
вательно с образцом было включено балластное со-
противление (лампа накаливания) с мощностью рас-
сеяния 100 Вт, что позволило ограничить силу тока 
величиной порядка 5А. Ток контролировался по циф-
ровому амперметру типа DT9205A (предел допускае-
мой основной относительной погрешности 0,8 %). 
Разность потенциалов в точках образца измерялась 
стрелочным милливольтметром В3-38 (предел допус-
каемой основной относительной погрешности 2 %).  

 

 
 

Рис. 4: а – образец, б – приспособление для измерений (1 – питающий электрод,  
2 – панель с отверстиями для позиционирования приемных электродов) 

 
Перед измерением образец центрировался между 

питающими электродами так, чтобы разность потен-
циалов в двух парах диаметрально противоположных 
точек лицевого основания не превышала 0,05 мВ. Да-
лее на выбранных отрезках радиуса основания после-
довательно проводились измерения разности потен-
циалов между точками на разных основаниях, распо-
ложенных на одной нормали. Расстояния от прием-

ных электродов до оси определялись расположением 
отверстий в панели 2 (рис. 4) и контролировались с 
помощью штангенциркуля (погрешность измерения 
0,1 мм). Суммарный зазор в отверстиях для питающе-
го и приемных электродов не превышал 0,1 мм. С це-
лью уменьшения влияния случайных погрешностей 
измерений каждое из них выполнялось по 5 раз с ран-
домизацией опытов. После включения тока образец 
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выдерживался в течение 5 минут для установления 
температуры. 

Полученные результаты представлены на рис. 5. 
По оси абсцисс отложен полярный угол центра изме-

рительного отверстия, а по оси ординат – кажущееся 
сопротивление, т. е. разность потенциалов точек, в ко-
торых расположены приемные электроды (мВ), отне-
сенная к силе тока через питающие электроды (А). 
 

 

Рис. 5. Кажущееся сопротивление между точками оснований, расположенными на одной нормали:  
кривая 1 – при r = 18 мм, кривая 2 – при r = 15 мм, кривая 3 – при r = 10 мм и кривая 4 – при r= 5 мм 

 
 
Идентификация расчетно-теоретической модели 

производилась по двум различным методикам.  
По первой из них вначале из рисунка 3 опреде-

лялся приведенный диаметр и из (14) – показатель 
анизотропии, исходя из двух разностей потенциалов: 
UCA и UAB. Затем по формуле (15) определялось 
удельное сопротивление в плоскости армирования и 
из равенства (14) – удельное сопротивление в направ-
лении нормали. Окончательный результат получался 
как среднее арифметическое результатов, полученных 
на 8 радиальных лучах.  

Был проведен анализ погрешности измерения, ис-
ходя из первой методики. Для этого примем во вни-
мание, что приборная погрешность измерения разно-
сти потенциалов не превышает 0,2 мВ (т. е. при силе 
тока 5А погрешность определения разности потен-
циалов, отнесенной к силе тока, не превышает 
0,04 мВ), а погрешность позиционирования приемных 
электродов может достигать 0,2 мм. Тогда относи-
тельная погрешность определения параметра  равна 
сумме относительных погрешностей позиционирова-
ния, т. е. при указанных значениях μ=0,5±0,015. По-
грешность определения (15) по измеренным разно-
стям потенциалов при силе тока 5А: UCA = 4,4 ± 0,2 и 
UAB = 9,4± 0,2 мВ составляет 6,7 %, т. е. 0,028. Тогда 
погрешность определения безразмерного диаметра из 
(15) достигает 0,044, т. е. 9,5 %. Соответственно, от-
ношение удельных сопротивлений определяется с 
такой же погрешностью.  

По второй методике оба параметра ρ и ρz находи-
лись путем минимизации суммы квадратов отклоне-
ний всех измеренных разностей потенциалов от рас-
считанных [2]. В качестве критерия качества иденти-
фикации использовалась сумма квадратов отклонений 

измеренных разностей потенциалов от вычисленных 
по математической модели: 

2*( , ) ( , , , ) .z z i i i
i

K U r z U      
        

(16) 

Здесь U(ρ, ρz, ri, zi) – вычисленная разность потен-
циалов в i-й точке и в точке на противоположном ос-
новании, Ui

* – измеренная в тех же точках разность 
потенциалов. 

Был проведен вычислительный эксперимент, в 
котором для потенциалов было определено пять 
уровней варьирования путем последовательного до-
бавления к рассчитанным значениям -0,2; -0,1; 0; 0,1; 
0,2, а для величины позиционирования потенциаль-
ных щупов – 4 уровня варьирования от 0,463 до 0,538. 
В результате была получена план-матрица на 100 вы-
числительных экспериментов, после проведения ко-
торых определялась разность между точными и рас-
считанными в эксперименте значениями ρ и ρz. Ана-
лиз результатов показал, что полученное распределе-
ние близко к нормальному распределению, однако 
стандартные отклонения для обеих рассчитанных ве-
личин достаточно велики: 11,64629 и 130,6964 для ρ и 
ρz соответственно, что составляет 38 % и 13 %.  

Далее была проведена серия вычислительных 
экспериментов, в которых уменьшались погрешность 
позиционирования потенциальных щупов до 0,1 мм и 
величина добавляемой погрешности измерения по-
тенциалов до ±0,04 мВ (погрешность прибора в расче-
те на ток в 1 А).  

Наименьшую погрешность показал вычислитель-
ный эксперимент при пяти уровнях варьирования по-
грешности потенциалов (-0,04; -0,02; 0; 0,02; 0,04) и 
при уменьшении погрешности позиционирования 
потенциальных щупов до 0,1 мм. По полученным раз-
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ностям построены гистограммы погрешностей расче-
та (рис. 6а, б).  

Из рисунков видно, что гистограммы приближа-
ются к нормальному распределению, а точность иден-
тификации увеличивается до 7,2 % и 2,5 % для ρ и ρz 
соответственно. Это позволяет определить требования 
к точности измерений разности потенциалов и силы 
тока.  

В результате проведенных расчетов получены 
следующие результаты: удельное сопротивление ис-
следованного ортотропного материала в радиальном 

направлении составило 30±2,2 мОм·м, а в осевом – 
порядка 1000±25 мОм·м.  

Таким образом, можно сделать вывод, что мето-
дика, основанная на идентификации модели с одно-
временным использованием результатов измерения 
потенциалов в достаточно большом числе точек на 
поверхности образца, позволяет достаточно точно 
оценивать параметры анизотропии при реальных по-
грешностях измерения. Следовательно, представляет-
ся возможным получение достаточно надежных ре-
зультатов при измерении удельного сопротивления на 
образцах малой толщины. 

 
а)  б) 

 
Рис. 6. Гистограммы рассчитанных удельных  

сопротивлений при погрешности позиционирования потенциальных щупов до 0,1 мм и измерения по-
тенциалов до ±0,04 мВ: а – в плоскости армирования, б – по нормали 
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