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Óñòàíîâëåíî ñòiéêiñòü êîëîâîãî ðóõó íà öåíòðàëüíèõ êîëàõ âèõðîâèõ êiëåöü

çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì òà òåîði¹þ ñèñòåì Ëÿïóíîâà; òàêà ñòiéêiñòü ¹ íåîáõiä-

íîþ óìîâîþ ìîæëèâîñòi ôîðìóâàííÿ íà öèõ êîëàõ òâåðäèõ ïëàíåò iç ïèëó é

ãàçiâ ïëàíåòàðíî¨ òóìàííîñòi. Iñíóâàííÿ ðåçîíàíñíèõ ñïiââiäíîøåíü ìiæ êîëî-

âèì òà ìåðèäiîíàëüíèì ðóõàìè íà òîðàõ ìîæå áóòè êëþ÷åì äëÿ ïîÿñíåííÿ

ïðè÷èí ôîðìóâàííÿ ó âèõðîâèõ êiëüöÿõ ñóïóòíèêiâ ïëàíåò.

Êëþ÷îâi ñëîâà. ïëàíåòàðíi ñèñòåìè, ñòiéêiñòü âèõîðó, ôîðìóâàííÿ ïëàíåò.

1. Âñòóï. Òåîðiÿ ïëàíåòàðíîãî âèõîðó

Ïëàíåòàðíèì âèõîðîì áóëî íàçâàíî íîâèé òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñôåðè÷íî-
îñåñèìåòðè÷íèõ ãiäðîäèíàìi÷íèõ ðiâíÿíü Åéëåðà [1], ùî îïèñó¹ ñêëàäíó âèõ-
ðîâó òå÷iþ ç íèçêîþ òîðî¨äíèõ âèõðîâèõ êiëåöü, ÿêi îáåðòàþòüñÿ â îäèí áiê.
Çàñòîñóâàííÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó äî ïðîáëåìè óòâîðåííÿ òà åâîëþöi¨ çiðêîâèõ
ïëàíåòàðíèõ ñèñòåì, çîêðåìà Ñîíÿ÷íî¨, ïîêàçàëî éîãî åôåêòèâíiñòü ó âèçíà-
÷åííi îñíîâíèõ ïàðàìåòðiâ ¨õ áóäîâè i ðóõó, òàêèõ ÿê: êóòîâi øâèäêîñòi òà
êóòîâi ìîìåíòè, çàêîí ïëàíåòíèõ âiäñòàíåé òà ií. [2,3]. Öi äîñëiäæåííÿ ïðèâå-
ëè äî âèñíîâêó, ùî ó âèõðîâèõ êiëüöÿõ ïîâèííi ôîðìóâàòèñÿ òâåðäi ïëàíåòè
øëÿõîì çáèðàííÿ ÷àñòîê ïèëó é ãàçiâ íà öåíòðàëüíèõ êîëàõ öèõ êiëåöü iç
ïîäàëüøîþ àêóìóëÿöi¹þ òà àêðåöi¹þ. Òîìó é ïîñòàëà çàäà÷à ïðî ñòiéêiñòü
ðóõó íà êîëîâèõ òðà¹êòîðiÿõ âèõðîâèõ êiëåöü, ÿêà ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ òàêî¨
ïîäàëüøî¨ ¨õ åâîëþöi¨.

Îòæå, ó ïðàöi [1] îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê ãiäðîäèíàìi÷íèõ ðiâíÿíü Åéëåðà
äëÿ ôóíêöi¨ òå÷i¨ Ψ(r,θ), íåïåðåðâíà ÷àñòèíà ÿêîãî ó ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ
(r,θ,φ) ìà¹ ôîðìó

Ψ = C2

[
αy2 +

(
cos y − sin y

y

)]
sin2 θ, (1.1)

�����������������
c⃝ Â. I. Ïåðåõðåñò, Ì. Ì. Îñèï÷óê, Ë. Â. Êëþ÷èíñüêà, 2013
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äå y = C0r � áåçðîçìiðíèé ñôåðè÷íèé ðàäióñ, C0 � êîíñòàíòà ó ôîðìóëi (1.2),
C2 � äîâiëüíà ñòàëà. Òîäi ïîëå øâèäêîñòåé âèõðîâî¨ òå÷i¨ ó ïðîñòîði ìà¹ çîá-
ðàæåííÿ [1]:

Vr = −
(
r2 sin θ−1

) ∂Ψ
∂θ

, Vθ =
1

r sin θ

∂Ψ

∂r
, Vφ =

CoΨ

r sin θ
, (1.2)

à ïîëå ëiíié òå÷i¨ öüîãî âèõîðó äà¹òüñÿ ïåðøèì iíòåãðàëîì âèãëÿäó Ψ(r,θ) =
const àáî

Φ(y)sin2θ = C, (1.3)

äå

Φ =

[
αy2 +

(
cos y − sin y

y

)]
(1.4)

� äîïîìiæíà ôóíêöiÿ ðàäiàëüíî¨ êîîðäèíàòè.
Iíòåãðàë (1.3) îïèñó¹ ñêëàäíó ñèñòåìó êiëüöåâèõ âèõîðiâ, êiëüêà ç ÿêèõ (n)

ëåæàòü ó çàìêíóòèõ ñôåðàõ, à íèçêà çîâíiøíiõ êiëåöü (m) âiëüíî âèñÿòü ó
ïðîñòîði é îáòiêàþòüñÿ íåçàìêíóòèìè ëiíiÿìè òå÷i¨; ñòðóêòóðè (n,m) âèõîðiâ
âèçíà÷àþòüñÿ ïàðàìåòðîì α ó ôîðìóëi (1.4) i áóëè äåòàëüíî äîñëiäæåíi ó [2].

Ðèñ. 1: Ãåîìåòðiÿ çîâíiøíüîãî âèõðîâîãî êiëüöÿ

Öåíòðè òîðî¨äíèõ êiëåöü òà òî÷êè ñàìîïåðåòèíó ñåïàðàòðèñ ¹ îñîáëèâèìè
òî÷êàìè âåêòîðíîãî ïîëÿ øâèäêîñòåé (1.2), ëåæàòü íà ãîðèçîíòàëüíié îñi θ
= π/2 i ìàþòü ðàäiàëüíi êîîðäèíàòè, ùî ¹ êîðåíÿìè ðiâíÿííÿ

Φ′(y) = 0, y = yi, i = 1, 2, ...2m+ n. (1.5)
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Êîæíîìó iç çîâíiøíiõ âèõðîâèõ êiëåöü âiäïîâiäàþòü äâà ïîñëiäîâíi êîðåíi
ç ìíîæèíè (1.5), âîíè ÷åðãóþòüñÿ i ó ìåæàõ îäíîãî êiëüöÿ ïîçíà÷åíi ÿê y* �
(öåíòð) òà y2 � (òî÷êà ñàìîïåðåòèíó) (ðèñ. 1). Òàì æå ÷åðåç y1 ïîçíà÷åíî
íàéìåíøèé ðàäióñ çîíè êiëüöÿ, à π-2θ* � êóòîâèé ðîçìið öüîãî êiëüöÿ.

Ó òàáëèöi 1, ïåðøèé ñòîâï÷èê, ïîäàíî ðàäiàëüíi êîîðäèíàòè óñiõ 24 îñîá-
ëèâèõ òî÷îê âèõîðó ñòðóêòóðè (2,11), ÿêîþ ìè ìîäåëþâàëè ïåðâèííèé ñòàí
Ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè [2,3].

2. Ðóõ íà òîðàõ: ñòiéêiñòü òà ðåçîíàíñè

Ïîëå øâèäêîñòåé (1.2) ç óðàõóâàííÿì (1.1) i (1.4) çàïèøåìî ó ôîðìi ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü ðóõó:

dy
dt = −2BΦ(y)

y2
cos θ ≡ X (y, θ);

dθ
dt = B Φ′(y)

y2
sin θ ≡ Y (y, θ);

ωφ ≡ dφ
dt = B Φ(y)

y2
,

(2.1)

äå B = C2C
3
0 � ÷èñëîâèé ïàðàìåòð.

Ñèñòåìà (2.1) ¹ íåëiíiéíîþ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ 3-ãî ïîðÿäêó, àâòîíîì-
íîþ çà ÷àñîì i êîëîâîþ êîîðäèíàòîþ, òà ìà¹ àíàëiòè÷íèé ïåðøèé iíòåãðàë
(1.3). Ïiäñèñòåìà ïåðøèõ äâîõ ðiâíÿíü (2.1) ¹ çàìêíóòîþ é iíòåãðó¹òüñÿ îêðå-
ìî, àëå ¨¨ äðóãèé iíòåãðàë íå îá÷èñëþ¹òüñÿ àíàëiòè÷íî. Òîìó äëÿ âñòàíîâëåí-
íÿ ñòiéêîñòi ðóõó â îêîëi îñîáëèâèõ òî÷îê y∗ , y2 ïîáóäó¹ìî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî
òà äðóãîãî íàáëèæåíü øëÿõîì ðîçâèíåííÿ ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü (2.1) ó ðÿäè
Òåéëîðà â îêîëi òî÷îê (ó*, θ= π/2 ). Îòæå, ïîêëàäåìî

y = y∗ + ξ, θ = π/2 + η (2.2)

i ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ôóíêöié X (y,θ), Y (y,θ) ïðèõîäèìî äî
ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ó âåêòîðíié ôîðìi

dx̄

dt
= A x̄, x̄ =

∥∥∥∥ ξ
η

∥∥∥∥ , (2.3)

äå

A =

∥∥∥∥ X ′
y (y∗, θ∗) X ′

θ (y∗, θ∗)
Y ′
y (y∗, θ∗) Y ′

θ (y∗, θ∗)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 0 2BΦ(y∗)
y∗2

BΦ′′(y∗)
y∗2 0

∥∥∥∥∥ (2.4)

� ìàòðèöÿ ñèñòåìè. Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.3)

det |A− λE| = 0 (2.5)

ìà¹ äâà äiéñíi ÷è äâà óÿâíi êîðåíi çàëåæíî âiä óìîâ:

(a) Φ (y∗)Φ′′ (y∗) > 0 λ = ±ω,
(b) Φ (y∗)Φ′′ (y∗) < 0 λ = ±iω, (2.6)
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äå

ω = ω∗

√
2Φ′′ (y∗)

Φ (y∗)
, à ω∗ = B

Φ(y∗)
y∗2

(2.7)

� ÷àñòîòà îáåðòàííÿ òî÷îê öåíòðàëüíîãî êîëà ó = ó* (2.1).
Óìîâè (2.6) áóëî ïåðåâiðåíî äëÿ âèõîðó ñòðóêòóðè (2,11) i ðåçóëüòàòè ïî-

äàíî ó òàáëèöi 1. Ç íå¨ âèäíî, ùî ó öåíòðàõ âèõðîâèõ êiëåöü (âèäiëåíèõ æèð-
íèì øðèôòîì) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.6)b, à ó òî÷êàõ ñàìîïåðåòèíó ñåïàðàòðèñ
� óìîâà (2.6)à. Ìîæíà äîâåñòè, ùî òàêà çàêîíîìiðíiñòü çàâæäè ìàòèìå ìiñöå
ó öåíòðàëüíèõ òà ñiäëîâèõ òî÷êàõ áóäü-ÿêèõ âèõðîâèõ ñòðóêòóð.

Òàáëèöÿ 1: Ïàðàìåòðè âèõîðó ñòðóêòóðè (2,11), α=-0,00655

� êië. yi Φ(ó) Φ"(ó) Φ(ó)·Φ"(ó) k
n = 1 2,79026114 -1,11325 0,776276 0,86418 1,180937
n = 2 6,03419312 0,77150 -0,96762 - 0,7465 1,583794
m =1 9,44279805 -1,58197 0,962446 -1,5226 1,103073
1c 12,32219138 -0,00457 -0,99002 0,0045 20,80949

m =2 15,8543586 -2,62652 0,959204 -2,5194 0,854635
2c 18,54971972 -1,28250 -0,97876 1,2553 1,235451

m =3 22,2420960 -4,19787 0,940542 -3,9483 0,669406

3c 24,76167868 -3,06949 -0,95663 2,9363 0,789491
m =4 28,6239854 -6,29415 0,91216 -5,7413 0,538371
4c 30,96568847 -5,36623 -0,92559 4,9669 0,587346

m =5 35,0055354 -8,91522 0,874383 -7,7953 0,442894
5c 37,16351818 -8,17268 -0,88553 7,2372 0,465516

m =6 41,3897833 -12,06129 0,826315 -9,9664 0,370161
6c 43,35502601 -11,48859 -0,83539 9,5975 0,381353

m =7 47,7794284 -15,73278 0,766178 -12,0541 0,312088
7c 49,53890086 -15,31351 -0,77334 11,8425 0,317806

m =8 54,1779004 -19,93033 0,690896 -13,7698 0,263308
8c 55,71246457 -19,64680 -0,69627 13,6794 0,266234

m =9 60,5908648 -24,65491 0,594771 -14,6640 0,219653
9c 61,87049552 -24,48747 -0,59845 14,6546 0,221085

m =10 67,0306079 -29,90817 0,465039 -13,9085 0,176346
10c 68,00098738 -29,83385 -0,46713 13,9363 0,176962

m =11 73,5428141 -35,69371 0,254537 -9,0854 0,119425
11c 74,05844132 -35,68237 -0,25512 9,1033 0,119581

Îòæå, çà òåîðåìàìè Ëÿïóíîâà ïðî ñòiéêiñòü òî÷îê ñïîêîþ çà ïåðøèì íà-
áëèæåííÿì âèñíîâó¹ìî, ùî òî÷êè ñàìîïåðåòèíó ñåïàðàòðèñ y2 ¹ íåñòiéêèìè
ñiäëîâèìè òî÷êàìè íåçàëåæíî âiä ÷ëåíiâ âèùèõ ïîðÿäêiâ ó ðiâíÿííÿõ (2.1).

Íàâïàêè, öåíòðè êiëåöü y∗ çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì ¹ óìîâíî ñòiéêèìè
òî÷êàìè òèïó ¾öåíòð¿, àëå öå ¹ òàê çâàíèé ¾êðèòè÷íèé âèïàäîê¿ òåîði¨ ïåð-
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øîãî íàáëèæåííÿ [5], ó ÿêîìó ÷ëåíè âèùèõ ïîðÿäêiâ ó ðiâíÿííÿõ (2.1) ìîæóòü
ñóòò¹âî âïëèâàòè íà õàðàêòåð ñòiéêîñòi ðóõó â îêîëi öèõ òî÷îê.

Òîìó áóëè ïîðàõîâàíi äðóãi äèôåðåíöiàëè ó ðîçâèíåííi ïðàâèõ ÷àñòèí
ñèñòåìè (2.1):

d2X =
(
∂2X
∂y2

)
∗
ξ2 + 2

(
∂2X
∂y∂θ

)
∗
ξη +

(
∂2X
∂θ2

)
∗
η2;

d2Y =
(
∂2Y
∂y2

)
∗
ξ2 + 2

(
∂2Y
∂y∂θ

)
∗
ξη +

(
∂2Y
∂θ2

)
∗
η2.

(2.8)

Ïðè îá÷èñëåííi ó (2.8) ïîõiäíèõ çà ðàäióñîì ó âðàõîâóâàëàñü óìîâà (1.5)
òà âèêîðèñòîâóâàëîñÿ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Φ(ó)

Φ′′ =

(
2

y2
− 1

)
Φ+ α y2, (2.9)

çàâäÿêè ÷îìó âñi ïîõiäíi âèùèõ ïîðÿäêiâ âäàëîñÿ âèðàçèòè ÷åðåç Φ(ó* ) òà
Φ"(ó*).

Äëÿ çðó÷íîñòi ïîðiâíÿííÿ ÷àñòîò îðáiòàëüíîãî òà ìåðèäiîíàëüíîãî ðóõiâ
óâåäåíà íîâà íåçàëåæíà çìiííà:

τ = ω∗t (2.10)

� êóò ïîâîðîòó ðàäióñà öåíòðàëüíîãî êîëà.
Îòðèìàíi òàêèì ÷èíîì ðiâíÿííÿ äðóãîãî íàáëèæåííÿ ìàþòü âèãëÿä:{ ∂ξ

∂τ = b1η + a1ξη;
∂η
∂τ = b2ξ + a2ξ

2,
(2.11)

äå

b1 = 2, b2 =
Φ′′ (y∗)

Φ (y∗)
, a1 = − 2

y∗
, a2 = − α y∗

Φ(y∗)
− 6

y∗3
+

2

y∗
. (2.12)

Äàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó (2.9) çà óìîâè (2.6)b, òîáòî ó îêîëi öåíò-
ðiâ y∗ âèõðîâèõ êiëåöü, äëÿ ÿêèõ ñòiéêiñòü çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì íå áóëî
âñòàíîâëåíî. Î÷åâèäíî, ùî ç óìîâè (2.6)b âèïëèâà¹ b2 < 0; ïðè öüîìó b1 > 0.
Çà öèõ óìîâ òà çà (2.6)b ñèñòåìà ðiâíÿíü ðóõó (2.9) ¹ ñèñòåìîþ Ëÿïóíîâà
[4], i çà òåîðåìàìè Ëÿïóíîâà äëÿ òàêèõ ñèñòåì [5] òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹
ñòiéêèì, à ðóõè â îêîëi òî÷êè (0,0) ¹ ïåðiîäè÷íèìè ç ïåðiîäàìè, ùî çàëåæàòü
âiä ïî÷àòêîâîãî âiäõèëåííÿ.

Ïåðiîäè ìàëèõ êîëèâàíü ÷àñòèíîê ó ìåðèäiîíàëüíié ïëîùèíi âèõîðó âiä-
ïîâiäàþòü ÷àñòîòàì ω ç (2.7). ×àñòîòíèé êîåôiöi¹íò

k =
ω

ω∗
=

√
2
Φ′′ (y∗)
Φ (y∗)

(2.13)

âèðàæà¹ âiäíîøåííÿ ÷àñòîò êîëèâàíü ÷àñòèíîê ó ìåðèäiîíàëüíié ïëîùèíi äî
÷àñòîòè îðáiòàëüíîãî ðóõó ïî öåíòðàëüíîìó êîëó êiëüöÿ, � éîãî çíà÷åííÿ
íàâåäåíî ó òàáëèöi 1 äëÿ óñiõ âèõðîâèõ êiëåöü ñòðóêòóðè (2,11).



ÏÐÎ ÑÒIÉÊIÑÒÜ I ÐÅÇÎÍÀÍÑÈ ÐÓÕIÂ ÏËÀÍÅÒÀÐÍÎÃÎ ÂÈÕÎÐÓ 103

Ðiâíÿííÿ äðóãîãî íàáëèæåííÿ (2.11) äîïóñêàþòü iíòåãðóâàííÿ, i áóëî îò-
ðèìàíî ¨õ ïåðøèé iíòåãðàë â àíàëiòè÷íié ôîðìi. Âií ìà¹ âèãëÿä:

−2η2 + b2ξ
2 = K2, (2.14)

äå K2 � äîâiëüíà ñòàëà. Î÷åâèäíî, ùî çà óìîâè (2.6)a b2 > 0 i ñiìåéñòâî (2.14)
¹ ñiìåéñòâîì ãiïåðáîë, ùî îòî÷óþòü ñiäëîâi òî÷êè y2 (ðèñ. 2b). Òàêi òî÷êè
çàâæäè ¹ íåñòiéêèìè.

Ïðè âèêîíàííi óìîâè (2.6)b b2 < 0, i ñiìåéñòâî (2.14) ¹ ñiìåéñòâîì çàìêíó-
òèõ åëiïòè÷íèõ òðà¹êòîðié (ðèñ. 2à), ðóõè íà ÿêèõ ¹ ïåðiîäè÷íèìè. ×àñòîòè
ìàëèõ êîëèâàíü ÷àñòèíîê âèõîðó â îêîëi öåíòðiâ y∗ äàþòüñÿ ôîðìóëîþ (2.7),
à ó çìiííié-êóò τ � ôîðìóëîþ (2.13).

Ðèñ. 2: à � òðà¹êòîði¨ ðóõó â îêîëi ñòiéêèõ öåíòðiâ êiëåöü; á � òðà¹êòîði¨ ðóõó
â îêîëi íåñòiéêèõ ñiäëîâèõ òî÷îê

Äëÿ òîãî, ùîá òî÷íiøå äîñëiäèòè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ãëîáàëüíèìè îðái-
òàëüíèì òà ìåðèäiîíàëüíèì ðóõàìè ó êiëüöÿõ, ñèñòåìà (2.1) iíòåãðóâàëàñü
÷èñåëüíî ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòà � Ôåëüáåðãà äëÿ 3-ãî êiëüöÿ ñòðóêòóðè (2,11)
íà ïðîìiæêó 0 ≤ τ ≤ 6π (3 îáåðòè ïî öåíòðàëüíîìó êîëó). Ïðè öüîìó ïðîìi-
æîê y∗ ≤ ó ≤ y2 ðîçáèâàâñÿ íà 20 ðiâíèõ ÷àñòèí, i òî÷êè ðîçáèòòÿ (y0, π/2)
âèáèðàëèñÿ ÿê ïî÷àòêîâi òî÷êè çàäà÷ Êîøi äëÿ ñèñòåìè (2.1) (ðèñ. 3).

Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ ó ãëîáàëüíié îáëàñòi âèõðîâîãî êiëü-
öÿ äîáðå êîðåëþþòü iç äàíèìè àíàëiçó ðóõiâ â îêîëi öåíòðiâ êiëåöü. Ó öiëî-
ìó, êîëèâàííÿ òî÷îê ó ìåðèäiîíàëüíié ïëîùèíi ¾âiäñòàþòü¿ âiä îðáiòàëüíîãî
îáåðòàííÿ: òàê, ïðè òðüîõ îáåðòàõ öåíòðàëüíîãî êîëà nτ = 3 íàéáiëüøå ÷èñ-
ëî îáåðòiâ nβ ó ìàëîìó îêîëi öåíòðiâ âiäïîâiäà¹ âiäíîøåííþ k0 = nβ /nτ =
= 0, 669406, çâiäêè nβ0 = 2,0082 (ðèñ. 3). Çàóâàæèìî, ùî âiäíîøåííÿ ÷àñòîò
äîðiâíþ¹ âiäíîøåííþ ÷èñëà îáåðòiâ, òîáòî k = ω/ω∗ = nβ/nτ .

Äàëi, ç ÷èñëîâîãî àíàëiçó áà÷èìî, ùî ÷èñëî îáåðòiâ íàâêîëî öåíòðà íà
òîðàõ ïðè ¨õ âiääàëåííi âiä öåíòðà çìåíøó¹òüñÿ âiä óêàçàíîãî âèùå çíà÷åííÿ
2,0082 äî çíà÷åííÿ, òðîõè ìåíøîãî çà 1, òîáòî nβ2 ∼1 - ϵ, âiäïîâiäíî k2 =
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= 1/3−ϵ. Îñêiëüêè âiäíîøåííÿ k ç (2.13) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, à ðîçâ'ÿçêè
ðiâíÿíü (2.1) òàêîæ ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè ÿê çìiííî¨ τ , òàê i ïî÷àòêîâèõ
çíà÷åíü y0 â îáëàñòi ó > 0, òî ôóíêöiÿ-âiäíîøåííÿ k ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ
y0 i íàáóâà¹ óñiõ çíà÷åíü ó ìåæàõ

(1− ϵ)/3 ≤ k ≤ 0, 669406. (2.15)

Ïðè öüîìó âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ç ïðîìiæêó (2.15) âèçíà÷àþòü óìîâè
ðåçîíàíñiâ ìåðèäiîíàëüíîãî îáåðòàííÿ ïî òîðàõ ç îðáiòàëüíèì îáåðòàííÿì
öåíòðiâ êië. ßê íàéïðîñòiøi ç òàêèõ âiäíîøåíü âêàæåìî íà ìíîæèíó ðàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë, óêëàäåíó â iíòåðâàë (2.15):

k∗ =

{
2

3
,

3

5
,

5

9
,

7

12
,

1

2
,

4

9
,

5

12
,

2

5
,

1

3

}
. (2.16)

Ñïðàâäi, ó ïðàöi [7] áóëî âèäiëåíî ðåçîíàíñ ïîðÿäêó 2/3, äëÿ ÿêîãî çíàéäå-
íî i ¾ðåçîíàíñíèé¿ ðàäióñ yres= 22,54925 , ùî ëåæèòü â îêîëi öåíòðà ó∗=
22,2421 òðåòüîãî âèõðîâîãî êiëüöÿ âèõîðó (2,11), (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3: ×èñëî ïîâíèõ îáåðòiâ íà òîðàõ 3-ãî êiëüöÿ çà ÷àñ τ = 6π (3 îáåðòè
öåíòðà)

Äëÿ ïîâíî¨ ðåçîíàíñíîñòi ðóõó íà òîðàõ ïëàíåòàðíîãî âèõîðó íåîáõiäíî,
ùîá i êîëîâèé ðóõ ÷àñòèíîê âèõîðó íà ðåçîíàíñíîìó òîði ç (2.16) ïiñëÿ öiëîãî
÷èñëà îáåðòiâ nτ (çíàìåííèêè ó (2.16)) çäiéñíèâ öiëå ÷èñëî îáåðòiâ nφ i ïðèâiâ
òî÷êó â ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ. Çâåðíåìîñü äî òðåòüîãî ðiâíÿííÿ ðóõó (2.1),
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ïåðåòâîðåíîãî äî çìiííî¨ τ :

dφ

dτ
=
ωφ

ω∗
=

Φ(y)

Φ (y∗)

(
y∗
y

)2

. (2.17)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ (2.17) ¹ íåïåðåðâíîþ íà ïðîìiæêó y1 ≤ ó ≤ y2, à ç
ðiâíÿííÿ (1.3) äëÿ îáìåæíîãî òîðà êiëüöÿ âèïëèâà¹, ùî Φ(y1) = Φ(y2), òî
âåëè÷èíà kφ(y) = ωφ(ó)/ω∗= nφ/nτ íà ïðîìiæíèõ òîðàõ çìiíþ¹òüñÿ ó ìåæàõ(

y∗

y2

)2

≤ kφ (y) ≤
(
y∗

y1

)2

, (2.18)

ùî äëÿ òðåòüîãî êiëüöÿ äà¹:

0, 8055453 ≤ kφ(y) ≤ 1, 599936, (2.19)

ïðè÷îìó kφ(y∗) = 1. Âiäïîâiäíî, íà âíóòðiøíiõ òîðàõ êiëüöÿ, ùî ïðîõîäÿòü
÷åðåç òî÷êè y0 òà y01, äëÿ ÿêèõ Φ(y0) = Φ(y01), ïðîìiæîê çíà÷åíü âåëè÷èíè
kφ(y) çâóæó¹òüñÿ äî iíòåðâàëó (y∗/y0)

2 ≤ kφ(y) ≤ (y∗/y01)
2, ÿêèé çíîâó áóäå

îêîëîì çíà÷åííÿ kφ(y∗) = 1. Òîìó ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ïðè iíòåãðóâàííi
ðiâíÿííÿ (2.17) çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ìàòèìåìî

(kφ)ñåð =
1

2π
B∗
∫ 2π

0

Φ(y)

y2
dτ ≈ 1, B∗ =

y∗2

Φ(y∗)
. (2.20)

Çà óìîâè òî÷íî¨ ðiâíîñòi â iíòåãðàëi (2.20) áóäü-ÿêèé ç ðåçîíàíñíèõ ðå-
æèìiâ (2.16) áóäå ïîâíiñòþ ðåçîíàíñíèì, òîáòî ðóõîìà òî÷êà, ùî âèõîäèòü iç
ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ y0 íà ãîðèçîíòàëüíié îñi (ðèñ. 1), ïîâåðíåòüñÿ ó öå æ
ïîëîæåííÿ ïiñëÿ öiëîãî ÷èñëà îáåðòiâ ÿê ïî òîðó, òàê i ïî êîëó.

Òàáëèöÿ 2: ×èñåëüíå iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè (2.1)

τ y0 θ0 φ0 y(τ) θ(τ) � θ0 φ(τ) kñåð
22,515638 π/2 0 y0�0,40095 0,07924 2π+4·10−12 1
22,871991 π/2 0 y0�0,96037 0,16806 2π�0,09345 0,9851

2π 23,501887 π/2 0 y0�2,20778 0,18798 2π�0,49647 0,9209
24,131783 π/2 0 y0�3,23024 �0,19532 2π�1,09763 0,8253
24,761678 π/2 0 y0+2·10−8 10−8 2π�2,57631 0,5899
22,515638 π/2 0 y0�0,38915 �0,08128 4π�4·10−11 1
22,871991 π/2 0 y0�0,68941 �0,20082 4π�0,37620 0,9700

4π 23,501887 π/2 0 y0�0,26935 �0,22057 4π�1,25052 0,9004
24,131783 π/2 0 y0�0,10527 0,13066 4π�1,90999 0,8480
24,761678 π/2 0 y0�3,8·10−7 �1,5·10−7 4π�5,15262 0,5899
22,515638 π/2 0 y0�2,7·10−4 0,00012 6π�3·10−10 1
22,871991 π/2 0 y0�0,05173 0,07856 6π�0,39688 0,9789

6π 23,501887 π/2 0 y0�1,27794 0,37472 6π�1,42729 0,9242
24,131783 π/2 0 y0�2,40125 �0,46883 6π�3,38603 0,8203
24,761678 π/2 0 y0�6,8·10−6 �2,7·10−6 6π�7,72893 0,5899
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Iíòåãðàë (2.20) áóëî îá÷èñëåíî ïðè ÷èñåëüíîìó iíòåãðóâàííi ñèñòåìè (2.1)
íà ïðîìiæêó τ ∈[0, 2π];[0, 4π];[0, 6π], äëÿ êiëüêîõ ïîëîæåíü ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè
y0, ó òîìó ÷èñëi é äëÿ ðåçîíàíñíîãî ðàäióñà ïîðÿäêó 2 : 3 (òàáë. 2). Iç òàáëèöi
âèäíî, ùî ïðèïóùåííÿ (2.20) äëÿ óñiõ âíóòðiøíiõ òîðî¨äiâ íå ñïðàâäæó¹òüñÿ,
àëå iñíóþòü îêðåìi ðåçîíàíñíi òîðè àáî áëèçüêi äî ðåçîíàíñíèõ. Çîêðåìà,
òîð iç ìåðèäiîíàëüíèì ðåçîíàíñîì ïîðÿäêó 2 : 3 ¹ i ïîâíiñòþ ðåçîíàíñíèì,
ïðè÷îìó êîëîâèé ðåçîíàíñ ìà¹ ïîðÿäîê 1 : 1 i âèêîíó¹òüñÿ íà êîæíîìó îáåðòi
öåíòðà êiëüöÿ.

Àëå ÿêùî ðåçîíàíñíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îðáiòàëüíèì ðóõîì öåíòðà i
ìåðèäiîíàëüíèì ðóõîì íà òîði ¹ òî÷íèì äëÿ ïåâíîãî ¾ðåçîíàíñíîãî¿ ðàäióñà,
òî óìîâà ïîâíîãî ðåçîíàíñó öüîãî òîðî¨äà âèêîíó¹òüñÿ íàáëèæåíî, àëå ç âèñî-
êîþ òî÷íiñòþ.

3. Âèñíîâêè

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî ðóõ ïî öåíòðàëüíîìó êîëó êîæíîãî âèõðîâîãî
êiëüöÿ ïëàíåòàðíîãî âèõîðó ¹ ñòiéêèì, à ñiäëîâi òî÷êè ñàìîïåðåòèíó ñåïàðàò-
ðèñ ¹ íåñòiéêèìè.

Öå äîçâîëèëî äîñëiäèòè iñíóâàííÿ ðåçîíàíñíèõ òðà¹êòîðié ÿê â îêîëàõ
öåíòðàëüíèõ êië, òàê i ó âñüîìó îá'¹ìi âèõðîâîãî êiëüöÿ; iñíóâàííÿ òàêèõ
òðà¹êòîðié ó âñié îáëàñòi âèõðîâèõ êiëåöü äîñëiäæóâàëîñÿ ó ïîïåðåäíié äîïî-
âiäi [6] òà ñòàòòi [7] àâòîðiâ.
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