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Äîñëiäæåíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïàðàáîëi÷íîþ ñèñòåìîþ ç íåîá-

ìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ âàðiàöiéíîãî ðîçâ'ÿçêó ïîñòàâëåíî¨

çàäà÷i êåðóâàííÿ òà âñòàíîâëåíî óìîâè éîãî iñíóâàííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: çàäà÷à îïòèìiçàöi¨, ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê, êîñîñèìåòðè÷íi ìàòðèöi, âàðià-

öiéíèé ðîçâ'ÿçîê.

1. Âñòóï

Ó ñòàòòi äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïàðàáîëi÷íîþ ñè-
ñòåìîþ ç íåîáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îñîáëèâiñòü äàíîãî êëàñó çàäà÷ ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî ìàòðèöÿ ïîòîêó ¹ êîñîñèìåòðè÷íîþ, à ¨¨ åëåìåíòè íàëåæàòü
ïðîñòîðó L2(Ω). Ïîêàçàíî, ùî âiäïîâiäíà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à ¹ íåêî-
ðåêòíîþ. Çàëó÷àþ÷è L∞-àïðîêñèìàöiþ ìàòðèöi ïîòîêó òà ìåòîä Ãàëüîðêiíà,
îòðèìàëè óìîâè, çà ÿêèõ îïòèìàëüíi ðîçâ'ÿçêè âèõiäíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ ìîæíà íàáëèçèòè ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiäíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ çà-
äà÷.

2. Ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè òà ïîçíà÷åííÿ

Ó äàíîìó ðîçäiëi íàâåäåìî îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ, ïîíÿòòÿ òà ôàêòè ç ôóíê-
öiîíàëüíîãî àíàëiçó, íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i.

Íåõàé Ω � âiäêðèòà îáìåæåíà ç ëiïøèöåâîþ ìåæåþ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó
RN , äå N ≥ 2. Íåõàé ìåæà Ω ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ ÷àñòèí, ÿêi íå ïåðåòèíà-
þòüñÿ, òîáòî ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2. Ìíîæèíè Γ1 i Γ2 ¹ (N − 1)-âèìiðíèìè. Íàäàëi
÷åðåç |E| áóäåìî ïîçíà÷àòè ìiðó Ëåáåãà LN (E) áóäü-ÿêî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè
E ⊂ Ω. χE � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè E ⊂ Ω, òîáòî χE(x) = 1,
ÿêùî x ∈ E i χE(x) = 0, ÿêùî x ̸∈ E.

×åðåç SN áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó âñiõ êîñîñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü C =
[cij ]

N
i,j=1, òîáòî C � öå êâàäðàòíà ìàòðèöÿ òàêà, ùî cij = −cji, à îòæå cii = 0.

�����������������
c⃝ Ñ. Î. Ãîðáîíîñ, Ï. I. Êîãóò, 2013
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Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ìíîæèíà SN ìîæå áóòè óòîòîæíåíà ç åâêëiäîâèì ïðîñòî-

ðîì R
N(N−1)

2 . Íåõàé L2(Ω)
N(N−1)

2 = L2(Ω; SN ) � ïðîñòið âèìiðíèõ iíòåãðîâíèõ
â êâàäðàòi ôóíêöié, çíà÷åííÿìè ÿêèõ ¹ êîñîñèìåòðè÷íi ìàòðèöi. Öåé ïðîñòið
áóäåìî íàäiëÿòè íîðìîþ

∥A∥L2(Ω;SN ) =

∫
Ω

 max
i,j=1,...,N

j>i

|aij(x)|

2

dx

1/2

.

Óâåäåìî ïîíÿòòÿ âàðiàöiéíî¨ çáiæíîñòi çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.
Íåõàé

min{Iε(u, y) : (u, y) ∈ Ξε} (2.1)

¹ ïàðàìåòðèçîâàíîþ çàäà÷åþ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, äå ε � ìàëèé ïàðà-
ìåòð, Iε : Uε × Yε → R � ôóíêöiîíàë âàðòîñòi, Yε � ïðîñòið ñòàíiâ, Uε �
ïðîñòið êåðóâàíü, à Ξε � ìíîæèíà âñiõ äîïóñòèìèõ ïàð. Äàëi êîæíó çàäà-
÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (2.1) ïîâ'ÿæåìî ç âiäïîâiäíîþ çàäà÷åþ óìîâíî¨
îïòèìiçàöi¨: ⟨

inf
(u,y)∈Ξε

Iε(u, y)

⟩
. (2.2)

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ áàíàõiâ ïðîñòið U × Y, âiäíîñíî ÿêîãî ¹ îçíà÷åíîþ
τ -çáiæíiñòü ó øêàëi ïðîñòîðiâ {Uε × Yε}ε>0.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Çàäà÷à
⟨
inf(u,y)∈Ξ I(u, y)

⟩
íàçèâà¹òüñÿ âàðiàöiéíîþ ãðàíè-

öåþ ïîñëiäîâíîñòi (2.2) ïðè ε→ 0⟨
inf

(u,y)∈Ξε

Iε(u, y)

⟩
V ar−→
ε→0

⟨
inf

(u,y)∈Ξ
I(u, y)

⟩
,

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

(a) Âiäíîñíî øêàëè ïðîñòîðiâ {Uε×Yε}ε>0 ïðîñòið U×Y çàäîâîëüíÿ¹ âëà-
ñòèâiñòü: äëÿ áóäü-ÿêîãî δ ≥ 0 i äëÿ êîæíî¨ ïàðè (u, y) ∈ Ξ iñíó¹ ïàðà
(u∗, y∗) ∈ Ξ i ïîñëiäîâíiñòü {(uε, yε) ∈ Uε × Yε}ε>0 òàêi, ùî

∥u− u∗∥U + ∥y − y∗∥Y ≤ δ i (uε, yε)
τ−→ (u, y) â Uε × Yε. (2.3)

(aa) ßêùî ïîñëiäîâíîñòi {εk}k∈N i {(uk, yk)}k∈N òàêi, ùî εk → 0 ïðè k → ∞,
(uk, yk) ∈ Uεk ×Yεk äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N i (uk, yk)

τ−→ (u, y) â Uεk ×Yεk ,
òîäi

(u, y) ∈ Ξ; I(u, y) ≤ lim inf
k→∞

Iεk(uk, yk). (2.4)

(aaa) Äëÿ êîæíî¨ ïàðè (u, y ∈ Ξ) ⊂ U×Y i áóäü-ÿêîãî δ > 0 iñíó¹ ñòàëà ε0 > 0
i ïîñëiäîâíiñòü {(uε, yε)}ε>0 òàêi, ùî

(uε, yε) ∈ Ξε, ∀ε ≤ ε0, (uε, yε)
τ−→ (û, ŷ) â Ξε, (2.5)
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∥u− û∥U + ∥y − ŷ∥Y ≤ δ, (2.6)

I(u, y) ≥ lim sup
ε→0

Iε(uε, yε)− Ĉδ, (2.7)

äå ñòàëà Ĉ > 0 íå çàëåæèòü âiä δ.

Òîäi ìà¹ ìiñöå òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé çàäà÷à óìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨⟨
inf

(u,y)∈Ξ0

I0(u, y)

⟩
(2.8)

¹ âàðiàöiéíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (2.2) â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.1. Íåõàé öÿ
çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (u0, y0) ∈ Ξ0 i íåõàé äëÿ êîæíîãî ε > 0 ïàðà
(u0ε, y

0
ε) ∈ Ξε ¹ ìiíiìiçàíòîì ôóíêöiîíàëà Iε íà âiäïîâiäíié ìíîæèíi Ξε.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {(u0ε, y0ε)}ε>0 êîìïàêòíà âiäíîñíî τ -çáiæíîñòi â {Uε ×
Yε}ε>0, òî

(u0ε, y
0
ε)

τ−→ (u0, y0) â {Uε × Yε}ε>0, (2.9)

inf
(u,y)∈Ξ0

I0(u, y) = I0(u
0, y0) = lim

ε→0
Iε(u

0
ε, y

0
ε) = lim

ε→0
inf

(uε,yε)∈Ξε

Iε(uε, yε). (2.10)

Íåõàé V � ïðîñòið Ñîáîë¹âà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C([0, T ], V ) � áàíàõiâ ïðî-
ñòið, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié u : [0, T ] → V òà ÿêèé
íàäiëåíî íîðìîþ

∥u∥C([0,T ],V ) = max
0≤t≤T

∥u(t)∥V .

Äëÿ 1 ≤ p <∞ ÷åðåç Lp([0, T ], V ) áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó âñiõ âèìið-
íèõ ôóíêöié u : [0, T ] → V òàêèõ, ùî

∥u∥Lp([0,T ],V ) =

(∫ T

0
∥u(t)∥pV dt

)1/p

<∞.

Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið L2([0, T ], V ) ¹ ãiëüáåðòîâèì âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äî-
áóòêó

(u, v)L2([0,T ],V ) =

∫ T

0
(u(t), v(t))V dt.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Íåõàé îá'¹êòîì êåðóâàííÿ âèñòóïà¹ òàêà ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à:

yt − div (∇y +A(x)∇y) = f íà Ω× [0, T ] (3.1)

y = 0 íà Γ1 × [0, T ], ∂y/∂νA = u íà Γ2 × [0, T ], (3.2)

y(t0, x) = y0 ∈ L2(Ω) íà Ω, (3.3)
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äå f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) i A(x) ∈ L2(Ω; SN ). Òîäi çàäà÷à
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè òàêó äîïóñòèìó ïàðó
(u, y), íà ÿêié ôóíêöiîíàë âàðòîñòi

I(u, y) = ∥y − yd∥L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ∥u∥L2(0,T ;L2(Γ2))

→ inf (3.4)

äîñÿãàâ áè ñâîãî íàéìåíøîãî ìîæëèâîãî çíà÷åííÿ ïðè îáìåæåííÿõ (3.1)�
(3.3).

Óâåäåìî ïîíÿòòÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i (3.1)�(3.3).

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)�(3.3) äëÿ ôiêñîâàíîãî êå-
ðóâàííÿ u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) i çàäàíèõ f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) i A(x) ∈ L2(Ω; SN )
áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiþ y = y(x, t) ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), ÿêùî ìà¹ ìiñöå òàêà
iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü∫ T

0

∫
Ω
ytφdx dt+

∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,∇y +A∇y)RN dx dt =

=

∫ T

0

∫
Ω
fφ dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uφdHN−1 dt (3.5)

äëÿ áóäü-ÿêîãî φ ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) i ïðè öüîìó

y(t0, x) = y0 ∈ L2(Ω) íà Ω. (3.6)

Ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i (3.1)�(3.3) â
ñåíñi íàâåäåíîãî îçíà÷åííÿ áóäå ðîçãëÿíóòî â íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Îñêiëüêè A(x) ∈ L2(Ω; SN ), òî ââåäåìî äî ðîçãëÿäó òàêó ìíîæèíó.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî åëåìåíò y ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) íàëåæèòü

äî ìíîæèíè D, ÿêùî∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,A∇y)RN dx dt

∣∣∣∣ ≤ c(y)

(∫ T

0

∫
Ω
|∇φ|2 dx dt

)1/2

,

äëÿ âñiõ φ ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)), äå c(y) � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü âiä y.

Äàëi ââåäåìî äî ðîçãëÿäó áiëiíiéíó ôîðìó

[y, φ] =

∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,A∇y)RN dx dt ∀y ∈ D, ∀φ ∈ C∞(0, T ;C∞

0 (Ω))

i îçíà÷èìî áiëiíiéíó ôîðìó [y, φ] äëÿ âñiõ φ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) çà ïðàâèëîì

[y, φ] = lim
ε→∞

[y, φε],

äå {φε}ε>0 ⊂ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)) i φε → φ ñèëüíî â L2(0, T ;H1

0 (Ω)).
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Òâåðäæåííÿ 3.1. Íåõàé u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) ¹ äîâiëüíèì äîïóñòèìèì êåðó-
âàííÿì. Òîäi y ∈ D çà óìîâè, ùî y ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i (3.1)�(3.3) â ñåíñi îçíà÷åííÿ 3.1.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïåðåïèøåìî iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü (3.5) ó âèãëÿäi:

[y, φ] = −
∫ T

0

∫
Ω
ytφdx dt−

∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,∇y)RN dx dt+

+

∫ T

0

∫
Ω
fφ dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uφdHN−1 dt. (3.7)

Çàñòîñóâàâøè äî (3.7) íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, òåîðåìó Ñîáîë¹âà ïðî ñëiäè i
âðàõóâàâøè íàÿâíiñòü âêëàäåííÿ H

1
2 (Γ2) ↪→ L2(Γ2) ↪→ H− 1

2 (Γ2), îòðèìà¹ìî:∣∣∣[y, φ]∣∣∣ ≤ (∥yt∥L2(0,T ;H−1(Ω)) + ∥y∥L2(0,T ;H1
0 (Ω))+

+∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω)) + C(Ω, n)∥u∥L2(0,T ;L2(Γ2))

)
∥φ∥L2(0,T ;H1

0 (Ω)). (3.8)

Çàóâàæåííÿ 3.1. Â ñèëó òâåðäæåííÿ 3.1, iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü (3.5) ìîæ-
íà ïåðåïèñàòè òàêèì ÷èíîì: y ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)�(3.3) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè y ∈ D i ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,∇y)RN dx dt+ [y, φ] = −

∫ T

0

∫
Ω
ytφdx dt+

+

∫ T

0

∫
Ω
fφ dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uφdHN−1 dt ∀φ ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)). (3.9)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî y ∈ D � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1)�(3.3) i âií çàäî-
âîëüíÿ¹ åíåðãåòè÷íó ðiâíiñòü:

∥y∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + [y, y] +

1

2
∥y(T )∥2H1

0 (Ω) =

=

∫ T

0

∫
Ω
fy dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uy dHN−1 dt+

1

2
∥y0∥2H1

0 (Ω). (3.10)

Ó çâ'ÿçêó ç öèì óâåäåìî òàêå ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)�(3.4) ïàðó (u, y)
áóäåìî íàçèâàòè äîïóñòèìîþ, ÿêùî u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)), y ∈ D i ïàðà (u, y)
çàäîâîëüíÿ¹ åíåðãåòè÷íó ðiâíiñòü (3.10). Íàäàëi Ξ � ìíîæèíà âñiõ äîïóñòè-
ìèõ ïàð çàäà÷i (3.1)�(3.4). Ó ñâîþ ÷åðãó, ïàðó (u0, y0) ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) ×D
áóäåìî íàçèâàòè îïòèìàëüíîþ äëÿ çàäà÷i (3.1)�(3.4), ÿêùî

(u0, y0) ∈ Ξ i I(u0, y0) = inf
(u,y)∈Ξ

I(u, y).
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Òåîðåìà 3.1. Íåõàé äëÿ çàäà÷i (3.1)�(3.4) ìíîæèíà Ξ ¹ íåïîðîæíüîþ. Òîäi
äëÿ êîæíîãî f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) i A(x) ∈ L2(Ω; SN ) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
(u, y) ∈ L2(0, T ;L2(Γ2))×D çàäà÷i (3.1)�(3.4).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Ξ ̸= Ø i ôóíêöiîíàë (3.4) îáìåæåíèé çíèçó íà Ξ, iñíó¹
ìiíiìiçàöiéíà ïîñëiäîâíiñòü {(uk, yk)}k∈N ⊂ Ξ äëÿ çàäà÷i (3.1)�(3.4) òàêà, ùî

lim
k→∞

I(uk, yk) = inf
(u,y)∈Ξ

I(u, y) ≥ 0.

Òàêèì ÷èíîì, supk∈N I(u
k, yk) ≤ C i

sup
k∈N

[
∥yk∥2L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + ∥uk∥2L2(0,T ;L2(Γ2))

]
≤

≤ 2∥yd∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + 2 sup

k∈N
I(uk, yk) ≤ 2(1 + C).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {(ukm, ykm)}m∈N ⊂ {(uk, yk)}k∈N òà-
êà, ùî

ukm ⇀ u0 â L2(0, T ;L2(Γ2)),

ykm ⇀ y0 â L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

I(u0, y0) < +∞.

Îñêiëüêè

[yk, φ] =

∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,A∇yk)RN dx dt = −

∫ T

0

∫
Ω
(A∇φ,∇yk)RN dx dt = [φ, yk]

i Aφ ∈ L2(Ω; SN ) äëÿ áóäü-ÿêîãî φ ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)), ìîæíà ïåðåéòè äî ãðà-

íèöi â (3.5) ïðè u = uk i y = yk êîëè k → ∞. Òàêèì ÷èíîì, ïàðà (u0, y0) çàäî-
âîëüíÿ¹ (3.5), çâiäñè y0 ∈ D çà òâåðäæåííÿì 3.1. Îòæå, ïàðà (u0, y0) ¹ äîïó-
ñòèìîþ äëÿ çàäà÷i (3.1)�(3.4). Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü íàïiâíåïåðåðâíî-
ñòi çíèçó ôóíêöiîíàëà I âiäíîñíî äîáóòêó ñëàáêèõ òîïîëîãié L2(Γ2)×H1(Ω),
îòðèìà¹ìî:

0 ≤ I(u0, y0) ≤ lim
k→∞

I(uk, yk) = Imin.

Òàêèì ÷èíîì, ïàðà (u0, y0) ¹ îïòèìàëüíîþ äëÿ çàäà÷i (3.1)�(3.4), ¹äèíiñòü
ÿêî¨ âèïëèâà¹ iç ñòðîãî¨ îïóêëîñòi ôóíêöiîíàëà I íà

L2(0, T ;L2(Γ2))× L2(0, T ;H1
0 (Ω)).
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4. Âàðiàöiéíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Ðîçãëÿíåìî óìîâè, çà ÿêèõ ïîñòàâëåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
ìà¹ ðîçâ'ÿçêè.

Íåõàé A ∈ L2(Ω; SN ). Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü êîñîñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü
{Ak}k∈N ∈ L∞(Ω; SN ) òàêà, ùî

Ak → A ñèëüíî â L2(Ω; SN ).

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü àïðîêñèìîâàíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ,
ïîâ'ÿçàíèõ iç ìàòðèöÿìè Ak:

yt − div (∇y +Ak∇y) = f íà Ω× [0, T ], (4.1)

y = 0 íà Γ1 × [0, T ], ∂y/∂νAk
= u íà Γ2 × [0, T ], (4.2)

y(t0, x) = y0 ∈ L2(Ω) íà Ω, (4.3)

Ik(u, y) := I(u, y) → inf

∀(u, y) ∈ L2(0, T ;L2(Γ2))× L2(0, T ;H1
0 (Ω)). (4.4)

Äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (4.1)�(4.4) ñïî÷àò-
êó îòðèìà¹ìî îöiíêè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ (4.1)�(4.3), çàñòîñóâàâøè ìåòîä
Ãàëüîðêiíà. Äëÿ öüîãî ââåäåìî ïîñëiäîâíiñòü ãëàäêèõ ôóíêöié {wk}∞k=1 òà-
êèõ, ùî â ïðîñòîði H1

0 (Ω) âîíè óòâîðþþòü îðòîãîíàëüíèé áàçèñ, à â ïðîñòîði
L2(Ω) � îðòîíîðìîâàíèé. Äàëi ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííî-âèìiðíèõ
ïiäïðîñòîðiâ Vm = span{w1, ..., wm} òàêèõ, ùî

Vm ⊂ Vm+1 i ∪Vm = H1
0 (Ω).

Äëÿ ôiêñîâàíîãî m ïîêëàäåìî:

ym(t) =

m∑
k=1

ck(t)wk i Gm =

m∑
k=1

y0k(t)wk.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó íàáëèæåíó çàäà÷ó äëÿ ym ∈ H1(0, T ;H1
0 (Ω)), ∀s =

1,m

∫ T

0
(ẏm, ws)H1

0 (Ω) dt+

∫ T

0

∫
Ω
(∇ws,∇ym +Ak∇ym)RN dx dt =

=

∫ T

0

∫
Ω
fws dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uws dHN−1 dt

ym(0) = Gm

(4.5)

Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i ìà¹ ìiñöå òàêèé ðåçóëüòàò:

Ëåìà 4.1. [1] Äëÿ áóäü-ÿêîãî m iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ym ∈ H1(0, T ;Vm)
çàäà÷i (4.5). Ïðè öüîìó ym ∈ C([0, T ];Vm).
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Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi {ym} i {ẏm} îáìåæåíi â L2(0, T ;H1
0 (Ω))

i â L2(0, T ;H−1(Ω)) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé ym ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.5), òîäi äëÿ ∀t ∈ [0, T ]
ìà¹ ìiñöå òàêà îöiíêà:

∥ym∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) +

1

2
∥ym(T )∥2H1

0 (Ω) ≤
(
C1∥u∥L2(0,T ;L2(Ω))+

+C∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω)) +
1√
2
∥y0∥H1

0 (Ω)

)(
C1∥u∥L2(0,T ;L2(Ω))+

+C∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω))

)
+

1

2
∥y0∥2H1

0 (Ω). (4.6)

Äîâåäåííÿ. Ïîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ (4.5) íà ck(t) i ïðîñóìó¹ìî äëÿ k =
1,m. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:∫ T

0

∫
Ω
ẏmym dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
(∇ym,∇ym +Ak∇ym)RN dx dt =

=

∫ T

0

∫
Ω
fym dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uym dHN−1 dt. (4.7)

Çàñòîñóâàâøè Remark 7.10 ç [1], òåîðåìó ïðî ñëiäè â ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà i
âðàõóâàâøè òå, ùî ∥Gm∥2

H1
0 (Ω)

≤ ∥y0∥2H1
0 (Ω)

i∫ T

0

∫
Ω
(∇ym, Ak∇ym)RN dx dt = 0,

îòðèìà¹ìî:

∥ym∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) +

1

2
∥ym(T )∥2H1

0 (Ω) ≤ ∥ym∥L2(0,T ;H1
0 (Ω))(

C1∥u∥L2(0,T ;L2(Ω)) + C∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω))

)
+

1

2
∥y0∥H1

0 (Ω). (4.8)

Çâiäêè:

∥ym∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) +

1

2
∥ym(T )∥2H1

0 (Ω) ≤
(
C1∥u∥L2(0,T ;L2(Ω))+

+C∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω)) +
1√
2
∥y0∥H1

0 (Ω)

)(
C1∥u∥L2(0,T ;L2(Ω))+

+C∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω))

)
+

1

2
∥y0∥2H1

0 (Ω). (4.9)

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé ym � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.5), òîäi äëÿ ∀t ∈ [0, T ]
ìà¹ ìiñöå òàêà îöiíêà:

∥ẏm∥2L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ 2∥ym∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + 2C2

p∥f∥2L2(0,T ;H−1(Ω))+

+ 4CpC∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω))∥u∥L2(0,T ;L2(Ω)) + C2∥u∥2L2(0,T ;L2(Ω)). (4.10)
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé v ∈ V , òîäi ïîêëàäåìî v = w+z, äå w ∈ Vm i z ∈ V ⊥
m . Îòæå,

∥∇w∥H1
0 (Ω) ≤ ∥∇v∥H1

0 (Ω). Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ðiâíÿííÿ ç (4.5) ìà¹ ìiñöå äëÿ

êîæíîãî åëåìåíòà áàçèñó ws äëÿ s = 1,m òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ìà¹
ìiñöå äëÿ ∀v ∈ Vm. Òåïåð ïåðåïèøåìî (4.5):

∫ T

0

∫
Ω
ẏmv dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
(∇v,∇ym +Ak∇ym)RN dx dt =

=

∫ T

0

∫
Ω
fv dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uv dHN−1 dt

ym(0) = Gm.

(4.11)

Äàëi â çàäà÷i (4.11) ïîêëàäåìî v = w. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:∫ T

0

∫
Ω
ẏmw dxdt = −

∫ T

0

∫
Ω
(∇w,∇ym +Ak∇ym)RN dx dt+

+

∫ T

0

∫
Ω
fw dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uw dHN−1 dt. (4.12)

Çàñòîñóâàâøè íåðiâíiñòü Øâàðöà � Ïóàíêàðå, òåîðåìó ïðî ñëiäè â ïðîñòîðàõ
Ñîáîë¹âà i âðàõóâàâøè, ùî∫

Ω
ẏmw dx =

∫
Ω
ẏmv dx,

∫ T

0

∫
Ω
(∇w,Ak∇ym)RN dx dt,

îòðèìà¹ìî:

∥ ˙ym∥H−1(Ω)∥v∥H1
0 (Ω) ≤ ∥ym∥H1

0 (Ω)∥w∥H1
0 (Ω) + Cp∥f∥H−1(Ω)∥w∥H1

0 (Ω)+

+ C∥u∥L2(Γ2)∥w∥H1
0 (Ω) ≤ ∥ym∥H1

0 (Ω)∥v∥H1
0 (Ω)+

+ Cp∥f∥H−1(Ω)∥v∥H1
0 (Ω) + C∥u∥L2(Γ2)∥v∥H1

0 (Ω). (4.13)

Òåïåð çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü (a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2 i ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíèé
ðåçóëüòàò âiäíîñíî t íà iíòåðâàëi (0, T ):

∥ẏm∥2L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ 2∥ym∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + 2C2

p∥f∥2L2(0,T ;H−1(Ω))+

+ 4CpC∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω))∥u∥L2(0,T ;L2(Ω)) + C2∥u∥2L2(0,T ;L2(Ω)). (4.14)

Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìè 4.1 i 4.2 ïîêàçóþòü, ùî ïîñëiäîâíîñòi íàáëèæåíü
Ãàëüîðêiíà {ym} ⊂ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) i {ẏm} ⊂ L2(0, T ;H−1(Ω)) îáìåæåíi ó âiä-
ïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ, à îòæå, çà òåîðåìîþ Áàíàõà � Àëàîãëó ìîæíà âèëó÷èòè
ïiäïîñëiäîâíîñòi {ymn} i {ẏmn} äëÿ n→ ∞ òàêi, ùî

ymn ⇀ yk ñëàáî â L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

ẏmn ⇀ ẏk ñëàáî â L2(0, T ;H−1(Ω)),

äå yk � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.1)�(4.3), äëÿ ÿêîãî ìà¹ ìiñöå ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 4.3. [1] Íåõàé u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)), f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). Òîäi äëÿ
∀Ak ∈ L∞(Ω; SN ) åëåìåíò yk ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
(4.1)�(4.3). Êðiì òîãî, ìàþòü ìiñöå îöiíêè:

∥yk∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) +

1

2
∥yk(T )∥2H1

0 (Ω) ≤
(
C1∥u∥L2(0,T ;L2(Ω))+

+C∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω)) +
1√
2
∥y0∥H1

0 (Ω)

)(
C1∥u∥L2(0,T ;L2(Ω))+

+C∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω))

)
+

1

2
∥y0∥2H1

0 (Ω), (4.15)

∥ẏk∥2L2(0,T ;H−1(Ω)) ≤ 2∥yk∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + 2C2

p∥f∥2L2(0,T ;H−1(Ω))+

+ 4CpC∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω))∥u∥L2(0,T ;L2(Ω)) + C2∥u∥2L2(0,T ;L2(Ω)). (4.16)

ßê íàñëiäîê îòðèìà¹ìî ðåçóëüòàò, ÿêèé ñòîñó¹òüñÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çà-
äà÷i (3.1)�(3.3)

Òâåðäæåííÿ 4.1. Íåõàé u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)), f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) i A ∈
L2(Ω; SN ) . Íåõàé äëÿ ∀k ∈ N yk � âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (4.1)�(4.3).
Òîäi:

(i) yk ⇀ y∗ ñëàáî â L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

(ii) ẏk ⇀ ẏ∗ ñëàáî â L2(0, T ;H−1(Ω)),

äå y∗ � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1)�(3.3). Êðiì òîãî, ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü:

[y∗, y∗] ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè yk � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.1)-(4.3), òî ìà¹ ìiñöå
iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü∫ T

0

∫
Ω
ykt φdx dt+

∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,∇yk +Ak∇yk)RN dx dt =

=

∫ T

0

∫
Ω
fφ dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uφdHN−1 dt (4.17)

äëÿ áóäü-ÿêîãî φ ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)). Âðàõîâóþ÷è òîé ôàêò, ùî∫

Ω
(∇v,∇v +Ak∇v)RN dx = 0 ∀v ∈ H1

0 (Ω),

îòðèìà¹ìî:∫ T

0

∫
Ω
ykt y

k dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
(∇yk,∇yk)RN dx dt =

=

∫ T

0

∫
Ω
fyk dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uyk dHN−1 dt, (4.18)
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àáî

∥yk∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) +

1

2
∥yk(T )∥2H1

0 (Ω) =

∫ T

0

∫
Ω
fyk dx dt+

+

∫ T

0

∫
Ω
uyk dHN−1 dt+

1

2
∥y0(T )∥2H1

0 (Ω). (4.19)

Iç òåîðåìè 4.3 âèïëèâà¹, ùî {yk} i {ẏk} îáìåæåíi â ïðîñòîðàõ L2(0, T ;H1
0 (Ω))

i L2(0, T ;H−1(Ω)) âiäïîâiäíî. Îòæå, iñíó¹ åëåìåíò y∗ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) òàêèé,

ùî
yk ⇀ y∗ ñëàáî â L2(0, T ;H1

0 (Ω)),

ẏk ⇀ ẏ∗ ñëàáî â L2(0, T ;H−1(Ω)).

Òàêèì ÷èíîì,∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,∇yk)RN dx dt→

∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,∇y∗)RN dx dt

i ∫ T

0

∫
Ω
ykt φdx dt→

∫ T

0

∫
Ω
y∗tφdx dt

äëÿ áóäü-ÿêîãî φ ∈ C∞(0, T ;C∞
0 (Ω)). Äàëi ðîçãëÿíåìî:∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,A∇y∗ −Ak∇yk)RN dx dt ≤

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,A∇y∗ ±A∇yk−

−Ak∇yk)RN dx dt
∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,A∇y∗ −A∇yk)RN dx dt

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,A∇yk −Ak∇yk)RN dx dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω
(A∇φ,∇y∗ −∇yk)RN dx dt

∣∣∣∣+
+ ∥A−Ak∥L2(Ω;SN )

∫ T

0
∥yk∥H1

0 (Ω)∥φ∥C∞
0 (Ω) dt ≤

≤
∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω
(A∇φ,∇y∗)RN dx dt−

∫ T

0

∫
Ω
(A∇φ,∇yk)RN dx dt

∣∣∣∣+
+ ∥A−Ak∥L2(Ω;SN ) sup

k∈N
∥yk∥L2(0,T ;H1

0 (Ω))∥φ∥C∞(0,T ;C∞
0 (Ω)) → 0. (4.20)

Òàêèì ÷èíîì Ak∇yk
∗
⇀ A∇y∗ *-ñëàáî â L1(Ω;RN ), à îòæå, ìîæíà ïåðåéòè

äî ãðàíèöi â (4.17). Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî:∫ T

0

∫
Ω
y∗tφdx dt+

∫ T

0

∫
Ω
(∇φ,∇y∗ +Ak∇y∗)RN dx dt =

=

∫ T

0

∫
Ω
fφ dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uφdHN−1 dt. (4.21)
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî y∗ � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1)�(3.3) i y∗ ∈ D.
Îñêiëüêè ∇yk ⇀ ∇y∗ â L2(Ω), òî ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi â (4.18) i çàñòî-
ñóâàâøè âëàñòèâiñòü íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó íîðìè ∥ · ∥2H1(Ω), îòðèìà¹ìî:

∥y∗∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) +

1

2
∥y∗(T )∥2H1

0 (Ω) ≤

≤
∫ T

0

∫
Ω
fy∗ dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uy∗ dHN−1 dt+

1

2
∥y0∥2H1

0 (Ω). (4.22)

Îñêiëüêè y∗ � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1)�(3.3), òî y∗ çàäîâîëüíÿ¹ (3.10),
à îòæå, ç (4.22) âèïëèâà¹, ùî [y∗, y∗] ≥ 0.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (4.1)�(4.4).

Òâåðäæåííÿ 4.2. Íåõàé yd ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) i A ∈

L2(Ω; SN ) çàäàíî. Òîäi äëÿ ∀k ∈ N iñíó¹ ¹äèíà îïòèìàëüíà ïàðà
(
uk0, y

k
0

)
∈

Ξk äëÿ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i (4.1)�(4.3) òàêà, ùî ïîñëiäîâíiñòü ïàð {
(
uk0, y

k
0

)
∈

Ξk}k∈N âiäíîñíî êîìïàêòíà â äîáóòêó ñëàáêèõ òîïîëîãié íà L2(Γ2)×H1
0 (Ω),

òîáòî

yk0 ⇀ y∗ ñëàáî â L2(0, T ;H1
0 (Ω)), u

k
0 ⇀ u∗ ñëàáî â L2(0, T ;L2(Γ2)),

äå (u∗, y∗) ∈ Ξ.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi çàäà÷ (4.4) âèêîíó¹òü-
ñÿ óìîâà supk∈N inf(u,y)∈Ξ Ik(u, y) ≤ C. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî k ∈ N áiëiíiéíà
ôîðìà [y, φ]k îáìåæåíà â L2(0, T ;H1

0 (Ω)) i ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü∫ T

0

∫
Ω
(∇yk, A∇yk)RN dx dt = 0,

òî çà ëåìîþ Ëàêñà � Ìiëüãðàìà çàäà÷à (4.1)�(4.3) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ
êîæíîãî yk ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)). Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ôóíêöiîíàë Ik ñòðîãî îïóê-
ëèé, i çàñòîñóâàâøè âëàñòèâiñòü íàïiâíåïåðåðâíîñòi, îòðèìà¹ìî, ùî çàäà÷à
(4.1)�(4.4) äîïóñêà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

Ik(u
k
0, y

k
0 ) = inf

(u,y)∈Ξ
Ik(u, y), (uk0, y

k
0 ) ∈ Ξ.

Iç òåîðåìè (4.3) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {yk}k∈N ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) äëÿ

ôiêñîâàíîãî u ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) áóäå îáìåæåíîþ i ìà¹ ìiñöå îöiíêà (4.15), äå
ñòàëi C i C1 íå çàëåæàòü âiä Ak. Â ðåçóëüòàòi:

Ik(u
k
0, y

k
0 ) = inf

(u,y)∈Ξ
Ik(u, y) ≤ Ik(u, y

k) ≤ 2∥yd∥L2(0,T ;H1
0 (Ω))+

+ 2

(
C1∥u∥L2(0,T ;L2(Ω)) + C∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω)) +

1√
2
∥y0∥H1

0 (Ω)

)
(
C1∥u∥L2(0,T ;L2(Ω)) + C∥f∥L2(0,T ;H−1(Ω))

)
+ ∥y0∥2H1

0 (Ω). (4.23)
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Òàêèì ÷èíîì,

sup
k∈N

(
∥yk0∥2L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + ∥uk0∥L2(0,T ;L2(Ω))

)
< +∞,

à, îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ïàð {
(
uk0, y

k
0

)
}k∈N ñëàáî çáiãà¹òüñÿ, òîáòî

yk0 ⇀ y∗ â L2(0, T ;H1
0 (Ω)) i u

k
0 ⇀ u∗ â L2(0, T ;L2(Γ2)).

Óðàõóâàâøè ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó òâåðäæåííi 4.1, i ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi
â (4.18) ç u = uk0, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî ïàðà (u∗, y∗) ïîâ'ÿçàíà iíòåãðàëüíîþ
òîòîæíiñòþ (3.5), äå y∗ � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1)�(3.3) äëÿ u = u∗ i
y∗ ∈ D. Îòæå, (u∗, y∗) ∈ Ξ.

Iç íàâåäåíèõ ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáëèæåííÿ {Ak}k∈N
∈ L∞(Ω; SN ) ìàòðèöi A ∈ L2(Ω; SN ) ç âëàñòèâiñòþ Ak → A â L2(Ω; SN ), îï-
òèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (4.1)�(4.4) çàâæäè äà¹
â ãðàíèöi äåÿêèé äîïóñòèìèé, ïðîòå íå îáîâ'ÿçêîâî îïòèìàëüíèé, ðîçâ'ÿçîê
(u∗, y∗) çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)�(3.4), ÿêèé ìîæå çàëåæàòè âiä
âèáîðó {Ak}k∈N. Òàêèì ÷èíîì, âèíèêà¹ ïèòàííÿ ùîäî äîñÿæíîñòi îïòèìàëü-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.1)�(3.4) i ñòðóêòóðè ìíîæèíè âñiõ äîñÿæíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì äàëi íàâåäåìî ïîíÿòòÿ i ðåçóëüòàòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ óìîâ
äîñÿæíîñòi îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.1)-(3.4).

Çàóâàæåííÿ 4.1. Íàäàëi íàáëèæåííÿ {Ak}k∈N ∈ L∞(Ω; SN ) ìàòðèöi A ∈
L2(Ω; SN ) ç âëàñòèâiñòþ Ak → A ñèëüíî â L2(Ω; SN ) áóäåìî íàçèâàòè L∞-
àïðîêñèìàöi¹þ ìàòðèöi A.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ïàðó (u∗, y∗) ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) × L2(0, T ;H1
0 (Ω)) íàçèâà-

òèìåìî âàðiàöiéíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)�(3.4),
ÿêùî iñíó¹ L∞-àïðîêñèìàöiÿ ìàòðèöi A òàêà, ùî

I(u∗, y∗) = inf
(u,y)∈Ξ

I(u, y), (u∗, y∗) ∈ Ξ, (4.24)

äå yk0 → y∗ â L2(0, T ;H1
0 (Ω)) i u

k
0 → u∗ â L2(0, T ;L2(Γ2)), i⟨

inf
(u,y)∈Ξk

Ik(u, y)

⟩
V ar−→

⟨
inf

(u,y)∈Ξ
I(u, y)

⟩
ïðè k → ∞. (4.25)

Òâåðäæåííÿ 4.3. Íåõàé (u∗, y∗) ∈ L2(0, T ;L2(Γ2))×L2(0, T ;H1
0 (Ω)) � âàðià-

öiéíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)-(3.4). Òîäi [y∗, y∗] = 0.

Äîâåäåííÿ. Iç òåîðåìè 2.1 i àïðiîðíèõ îöiíîê (4.15), (4.23) âèïëèâà¹, ùî

yk0 ⇀ y∗ â L2(0, T ;H1
0 (Ω)) i u

k
0 ⇀ u∗ â L2(0, T ;L2(Γ2)), (4.26)
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inf
(u,y)∈Ξ

I(u, y) = I(u∗, y∗) := ∥y∗ − yd∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ∥u∗∥2L2(0,T ;L2(Ω)) =

= lim
k→∞

inf
(uk,yk)∈Ξk

Ik(u
k, yk) = lim

k→∞
Ik(u

k
0, y

k
0 ) =

= lim
k→∞

[
∥yk0 − yd∥2L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + ∥uk0∥2L2(0,T ;L2(Ω))

]
. (4.27)

Òàêèì ÷èíîì, (4.15) ¹ íàñëiäêîì (4.26) i (4.27). Óðàõóâàâøè òîé ôàêò, ùî∫ T

0

∫
Ω
(∇yk0 , A∇yk0 )RN dx dt = 0,

îòðèìà¹ìî:

0 = lim
k→∞

[yk0 , y
k
0 ] = − lim

k→∞
∥yk0∥2L2(0,T ;H1

0 (Ω)) −
1

2
lim
k→∞

∥yk0 (T )∥2H1
0 (Ω)+

+ lim
k→∞

∫ T

0

∫
Ω
fyk0 dx dt+ lim

k→∞

∫ T

0

∫
Ω
uyk0 dHN−1 dt+

1

2
∥y0(T )∥2H1

0 (Ω) =

= −∥y∗∥2L2(0,T ;H1
0 (Ω)) −

1

2
∥y∗(T )∥2H1

0 (Ω)+

+

∫ T

0

∫
Ω
fy∗ dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
uy∗ dHN−1 dt+

1

2
∥y0∥2H1

0 (Ω) = [y∗, y∗]. (4.28)

Òåïåð íàâåäåìî óìîâè, ÿêi ãàðàíòóþòü iñíóâàííÿ âàðiàöiéíîãî ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)�(3.4).

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé ìàòðèöÿ A ∈ L2(Ω; SN ) ¹ òàêîþ, ùî

[y, y] = 0 ∀y ∈ D. (4.29)

Òîäi ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (u0, y0) çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1)-(3.4) ¹
âàðiàöiéíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé çàäàíî L∞-àïðîêñèìàöiþ ìàòðèöi A ∈ L2(Ω; SN ). Äàëi ðîç-
ãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ïàð {(uk, yk)}k∈N ⊂ L2(0, T ;L2(Γ2)) × L2(0, T ;H1

0 (Ω)),
ÿêà íàäiëåíà òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

(i) {(uk, yk)}k∈N ∈ Ξnk
, äå {(nk)}k∈N → ∞ êîëè k → ∞,

(ii) yk ⇀ y â L2(0, T ;H1
0 (Ω)) i u

k ⇀ u â L2(0, T ;L2(Γ2)).

Iç òâåðäæåííÿ 4.2 âèïëèâà¹, ùî ãðàíè÷íà ïàðà (u, y) ¹ äîïóñòèìîþ äëÿ âèõiä-
íî¨ çàäà÷i (3.1)�(3.4), à îòæå, öÿ çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
(u0, y0) ∈ Ξ çà òåîðåìîþ 3.1. Äàëi ïîêàæåìî, ùî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðó-
âàííÿ (3.1)�(3.4) ¹ âàðiàöiéíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi çàäà÷ (4.1)�(4.4). Äëÿ
öüîãî ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ óìîâ îçíà÷åííÿ 2.1.



ÂÀÐIÀÖIÉÍI ÐÎÇÂ'ßÇÊÈ ÇÀÄÀ×I ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÊÅÐÓÂÀÍÍß 83

Óìîâà (à) ¹ î÷åâèäíîþ äëÿ ïðîñòîðó L2(0, T ;L2(Γ2))×L2(0, T ;H1
0 (Ω)) äëÿ

δ > 0. Ó ñâîþ ÷åðãó, óìîâà (àà) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

lim inf
k→∞

Ik(u
k, yk) =

= lim inf
k→∞

[
∥yk − yd∥2L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + ∥uk∥2L2(0,T ;L2(Ω))

]
≥ I(u, y),

ÿêà ìà¹ ìiñöå äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi

{(uk, yk)}k∈N ⊂ L2(0, T ;L2(Γ2))× L2(0, T ;H1
0 (Ω))

iç âëàñòèâîñòÿìè (i)�(ii).
Òåïåð ïåðåâiðèìî óìîâó (ààà) îçíà÷åííÿ 2.1. Îòæå, íåõàé (u∗, y∗) äîâiëüíà

äîïóñòèìà ïàðà âèõiäíî¨ çàäà÷i i íåõàé {ûk}k∈N ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)) ïîñëiäîâ-
íiñòü êåðóâàíü òàêèõ, ùî

ûk → u∗ ñèëüíî â L2(0, T ;L2(Γ2)). (4.30)

Íåõàé {ŷk = ŷk(uk)}k∈N âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
(4.1)�(4.3). Òîäi ç òâåðäæåííÿ 4.2 âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ŷk}k∈N ðiâíî-
ìiðíî îáìåæåíà â L2(0, T ;H1

0 (Ω)) i iñíó¹ åëåìåíò ŷ ∈ D òàêèé, ùî (u∗, ŷ) ∈ Ξ
i ŷk ⇀ ŷ â L2(0, T ;H1

0 (Ω)). Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ŷ = y∗ i ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

I(u∗, y∗) = lim sup
k→∞

Ik(û
k, ŷk). (4.31)

Îñêiëüêè (u∗, y∗) ∈ Ξ i (u∗, ŷ) ∈ Ξ, òî y = y∗− ŷ � ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ çàäà÷i

yt − div(∇y +A(x)∇y) = 0 íà Ω× [0, T ],

y = 0 íà Γ1 × [0, T ], ∂y/∂νA = 0 íà Γ2 × [0, T ],

y(t0, x) = y0 ∈ L2(Ω) íà Ω.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî öÿ çàäà÷à ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè, îñêiëüêè∫ T

0

∫
Ω
yty dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
(∇y,∇y)RN dx dt = −[y, y] = 0.

Îòæå, y∗ = ŷ. Íåðiâíiñòü (4.31) âèïëèâà¹ ç (4.30) i ç åíåðãåòè÷íèõ îöiíîê
(4.18), (3.10).
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