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Проблеми математичного моделювання 
та теорії диференціальних рівнянь
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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е  УР А В Н Е Н И Е  Б Е Р Н У Л Л И  И 
Х А О С

В. Е. Белозеров
Днепропетровский национальный университет, им. Олеся Гончара, 49050, 
Днепропетровск. E-mail: belozvye@mail.ru

Найдены новые условия существования гомоклиноческих орбит для неко
торых типов систем дифференциальных уравнений с сингулярной линейной 
частью. Реализация этих условий для 3-D автономных квадратичных систем 
гарантирует существование хаотических аттракторов. Показано, что хаотичес
кое поведение решений указанных систем определяется одномерным дискрет
ным отображением xn+ l  =  rxn ■ [exp(pxn — хП )]/(1 +  Yxn ) при некоторых значениях 
параметров r > 0  p Є К и Y Є (—d, го), где d > 0  n =  0,1, 2,... Приводятся примеры.

1. Введение

В настоящее время болвшинство известнвіх резулвтатов, посвященнвіх 
хаотической динамике в автономнвіх 3-D системах дифференциалвнвіх урав
нений, основвшается на предположении о существовании в этих системах го
моклинических или гетероклинических орбит и исполвзовании теорем ПІИЛБ- 

никова (см. работві [1] -  [6] и литературу, цитированную там же).
Заметим, что во всех указаннвіх работах предполагалосв, что матрица 

Якоби в особой точке, связвшающей гомоклиническую орбиту (или матрищл 
Якоби в особвіх точках, связвівающих гетероклиническую орбиту) — неввірож- 
дена (невБірожденві). Перввій резулвтат, в котором последнее условие игнори- 
ровалосв (матрица Якоби предполагаласв сингулярной), бвш представлен 
в [4]. Однако никаких условий, гарантирующих существование гомоклиничес
кой орбитві, в [4] приведено не бвшо (ее наличие просто постулировалосв).

В настоящей работе для достаточно общих квадратичнвіх систем с сингу
лярной линейной частвю приведенні конструктивнвіе условия существова
ния гомоклинических орбит. Кроме того, ввшвлена связи этих условий с 
проблемой существования одномернвіх дискретнвіх отображений, генериру
ющих хаотическое поведение решений, в указаннвіх системах дифференци- 
вльньтх уравнений.

Далее показано, что структура упомянутвіх ввине одномернвіх дискрет
нвіх отображений однозначно определяется структурой решения x(t) класси
ческого дифференциалвного уравнения Бернулли

X(t) +  p(t)x(t) =  q(t)xa(t),
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где а =  2 и известные функции р(Р), ц(Р) перемениой Р предполагаются непре
рывными на интервале (—то, то).

Обозначим символом Мп вещественное п-мерное пространство. Пусть сим
вол х т =  ( х \ , х п) € Мп обозначает неизвестный вектор, координаты кото
рого являются функциями времени Р Пусть также А =  (ау),Б \,...,В п € 
Мпхп будут вещественными матрицами, при чем матрицы В 1, ..., Вп предпола
гаются симметрическими.

Рассмотрим автономную систему квадратичных дифференциальных урав-
Н6НИЙ ( п

X Л ) =  ^ 2  а^ ху (Р) +  х т  (^)Blx(^) =  /l(x (^ )),
3 = 1

...........................................................  , ( 1-1)п
Х0п(Р) =  ^ 2  апу Ху (Р) +  х т (Р)Впх(Р) =  /п(х(Р))

3 = 1
порядка п с вектором начальных значений х т(0) =  (хю, ...,хпо) =  хо.

Символом х(Р, хо) будем обозначать решение (траекторию, орбиту) систе
мы (1.1), удовлетворяющую начальному условию х(0, хо) =  хо. (Условия тео
ремы Коши о существовании и единственности решения системы (1.1) пред
полагаются выполненными.)

Определение 1.1. Замкнутая траектория х(Ь, х 0) системы (1.1) называется 
гомоклинической орбитой, если эта траектория сходится к одному и тому же 
положению равновесия при Р ^  ±то.

Пусть х е € Мп является положением равновесия системы (1.1). Обозначим 
через

В(хе) =  Ш х )/ д х у )(х е )  € Мпхп

матрицу Якоби вектор-функции £(х) =  (Л (х ) , ..., фп(х))т в положении равно
весия х е; г, у =  1, ...,п.

Теорема 1.1. (Гомоклиническая теорема Шилъникова [6]). Предположим, 
что п =  3  и пусть а, в ±  являются собственными значениями матрицы 
Б (хе), где а, в ,7  € М, а ■ в < 0 и 7 =  0 (положение равновесия является 
седло-фокусом).

Предположим также, что выполнены следующие условия:
1)  |а| >  \в\;
2)  существует гомоклиническая орбита, связывающая тючку х е.
Тогда:
1)  в некоторой окрестности гомоклинической орбиты существует счет

ное число подков С мейла, задающих дискретную динамику системы (1.1);
2)  для, любого достаточно малого С 1 -гладкого возмущения § (х ) =  (д1(х), 

...,дп(х ))т функции £(х) в системе (1.1), возмущенная система х(Р) =  ё(х ) 
€ Мп имеет, по крайней мере конечное число подков Смейла, определяющих 
дискретную динамику вблизи гомоклинической орбиты;
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3) исходная система, (1.1)  и возмущенная система, x(t) =  g(x ) имеют, 
один и тот же тип хаоса, порожденного подковами С мейла.

Устойчивое и неустойчивое многообразия W s(eo) и W u(eo) [7] для неко
торого положения равновесия eo системні (1.1) могут бвітв определенві как:

W s(eo) :=  {xo Є М”  lim x(t, xo) =  eo},t^tt

W u(eo) :=  {xo Є М”  lim x(t, xo) =  eo}.t^ -tt
Теорема об устойчивом и неустойчивом многообразиях [7] утверждает, 

что локалвно неустойчивое многообразие W)Oc(eo) существует в некоторой 
окрестности точки eo- Кроме того, WU,c(eo) является гладким многообразием, 
касающимся неустойчивого инвариантного подпространства Eu(eo) матрицві 
D(eo) в точке eo (D  ■ Eu C Eu). Это означает, что мы можем определитв 
глобалвное неустойчивое многообразие следующим образом:

W u(eo) :=  U  Фt(Wfoc(eo)), 
t>o

где ф1 обозначает поток системні (1.1).
Известно [7], что W u(eo) является l-мернвім многообразием (I -  количест

во собственник чисел матрищл D(eo) с положителвной действителвной час
тью), определеннвш как глобализация Wfoc(eo) под действием потока ф1. За
метим, что локалвно устойчивое многообразие W}oc(eo) и устойчивое мно
гообразие W s(eo) определяются подобнвім образом после операции заменві 
знака времени t —— —t, а ИМЄННОІ

W s(eo) :=  U  фt(WSoc(eo)). 
t<o

Будем считатв, что eo =  0. Обозначим через Ts, Tu и Tc инвариантнвіе от- 
носителвно оператора А  подпространства в М”  такие, что спектр ограниче
ния А  |t s с о с т о и т  и з  собственных чисел с отрицателвнБши вещественнБіми 
частями, ограничения А|т„ -  из собственник чисел с положителвнвіми веще- 
ственнвіми частями и ограничения А|тс -  из нулевик и чисто мнимых собствен
ник чисел. (Оператор А  для системы (1.1) задается матрицей A.)

Т еорем а 1.2. (Адамара -  Перрона, [7].) Пусть f  (x) есть Cr-гладкое вектор
ное поле с гиперболической особой точкой 0 и линейной частью Ax в нуле. 
Тогда система (1.1) имеет, два, Cr -гладких инвариантных относительно по
тока ф1 многообразия W s(0) и W u(0), проходящих через 0 и касающихся в ну
ле прост,ранет,в Ts u Tu соответственно. Решения с начальными условиями 
на W s(0)(W u(0)) экспоненциально стремятся к нулю при t — TO(t — —то).

Если же Tc =  0  то существует еще третье Cr - 1 -гладкое инвариантное 
многообразие W c(0), проходящее через 0 и касающееся в нуле подпространст
ва Tc.
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Рассмотрим однородную систему дифференциальных уравнений:

х і (і) =  х т (і)В іх (і) ,
............................,
Хп(і) =  х т (і)Бпх(і)

( 1.2)

с вектором начальных данных х т(0).
Введем в систему (1.2) переменную у  (£) по формуле х(£) =  5 у^ ), где 

5  € Мгахга -  обратимая матрица. Тогда получим:

( У Л  ^

V І!п(і) )
Б- 1

(  (Бу(і))ТБі(Бу(і)) \

\ (БУ(і))Т Бп (Бу (і)) )
(1.3)

Таким образом, вектор начальных данных принимает вид: у (0) =  Б- 1х (0).
Пусть п =  3. Предположим, что найдется обратимая матрица Б такая, 

что в переменных уі, ■■■,уп система (1-3) принимает вид:

уі(г) =  аііуі +  2аі2УіУ2 +  а22УІ +  2аізУіУз +  2а2зУ2Уз +  азз У2,
У2^) =  2Ьі2УґУ2 +  ФйУІ +  2ЬізУіУз +  2Ь2зУ2Уз +  Ьзз У2,, (1-4)
Уз(і) =  2сізУіУз +  2С2зУ2Уз +  Сззу4

В дальнейшем такой вид системы (1-3) будет называться треугольным [1]; 
система же (1-1), у которой квадратичная часть имеет вид (1-4), будет назы
ваться системой с треугольной квадратичной частью.

2. Условия существования инвариантных множеств в системе 
(1.1) с треугольной квадратичной частью

Пусть п =  3. Положим для простоты, что Х\ =  х ,х 2 =  у, Хз =  г. Рассмот
рим систему

/  х (^  \ /  х \

( у$ ) =  V у )

(а ц х 2 +  2а12ху +  а22У2 +  2а ^ х г  +  2а2зуг +  аззг2 \
2Ъ\2ху +  Ь22у2 +  2фзхг +  2Ъ2зуг +  Ъззг2 I , (2.1)

2с1зхг +  2с2зуг +  сззг2 )

где Л1 =  ц, Л2,з =  р ±  гш, г =  V —1 -  собственные числа матрицы Б и р ■ ш =  0, 
ц ■ р <  0 (мы полагаем для определенности I  <  0 и р >  0).

Введем квадратичные формы:
/(х, у) =  Ьп(ап -  2Ьи)х2 +  Ьі2(2аі2 -  Ь22)ху  +  Ьи а22У2

И

д(х, у, г) =  сіз(ап -  2сіз)х2 +  2(сізаі2 +  С2зЬі2 -  2сізС2з)ху
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+(C13022 +  С23&22 -  2с|з)у2 +  (2c13a 13 +  2C23bl3 -  ci3C33)xz

+  (2ci3a23 +  2C23&23 -  C23C33)yZ +  (Ci3a33 +  C23^33)z2 =

gix  +  2g2xy +  2g3xz +  g4y +  2g5yz +  g&z .

Теорема 2.1. Предположим, что для системы (2.1) выполнены следующие 
условия:

(al) квадратичные формы f  (x,y) и g (x ,y ,z ) отрицательно определены; 
(а2)  a ii(a ii -  2bi2) <  0;
(аЗ) вектор (а, 0, 0)T ,а  =  0, не является собственным вектором мат

рицы D.
Тогда в (2.1) существует либо предельный цикл, либо предельный тор, 

либо имеет, место сложная нерегулярная (хаотическая) динамика.

Доказательство. Заметим, что условия (al) -  (аЗ) теоремы 2.1, гарантиру
ющие ограниченность решений системы (2.1), есть не что иное как условия 
теоремы 3 [1], приспособленные для случая n =  3. Из условий (а1),(а2) теоре
мы 2.1 вытекает также, что в системе (2.1) при D  =  0 существует единствен
ный глобальный аттрактор — точка 0. К этой точке притягиваются все реше
ния системы, если их начальные условия не принадлежат вектору (а, 0, 0)T.

1. С помощью подходящих невырожденных линейных преобразований 
приведем систему (2.1) к форме I

I  x(t) \ (  pii pi2 0 \ (  x \  l  f i (x ,y ,z )  \
I y(t) I =  I P2i P22 0 I • I y I +  I f 2(x ,y ,z )  I , (2.2)
\ z(t) J V0 0 W \ W V f 3(x ,y ,z) )

где для простоты мы оставили старые обозначения новых переменных х ,у ,г ; 
/1 (х,у, г), Д (х ,у , г), /з (х ,у ,г ) -  квадратичные формы.

2. Вычислим в соответствии с известной формулой [7] показатель Ляпуно
ва Л для действительной функции / (7):

л и  ] lim -  lnt—— <̂0 t
f  (t) 
f  (to)

(2.3)

Тогда в силу ограниченности решений х(7), у(7), г(7) системы (2.2) для любых 
Хо,Уо и г0, будем иметь Л[х(7)] < 0  Л[у(7)] < 0 и Л[г(7)] < 0.

Воспользуемся следующими свойствами показателей Ляпунова:
(с1) если функция /07) имеет строгий показатель Ляпунова Л[/10)], то 

Л[/1(7) • / 2(7)] =  Л[/1(7)] +  л [/2(7)];
(с2) если т >  0, то Л[7т ] =  0;
(сЗ) если Л[/(7)] < 0  то Л[/ ~  / (т)дт] < Л[/(7)];
(с4) Л[/1(7) +  / 2(7)] < тах(Л[/1(7)], л [/2(7)]);
(с5) Щ  • /(7)] =  Л[/(7)](  ̂=  0).
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Перепишем последнее уравнение системы (2.2) в интегральной форме:

где Zl(t) =  ехр(у£), г2{Ь) =  г(Ь) — г1(Ь). Тогда из свойств (с1) -  (с5) и
ограниченности решений х(Т),у(1), г(Ь) следует, что если у  =  0, то Л[^(^)] =  0.

Пусть у  <  0. Тогда из (с5) следует, что Л[щ(£)] =  у. Из (с1) и (сЗ) имеем 
Л[ехр(у(£ — т)) • /з (х (т ),у(т ),г(г))] =  Л[ехру*] + Л [/э (х (т ),у(т ),г(г))] =  у  +  
0 =  у  и, потому, Л[22(£)] <  у  +  6, где 6 <  0. Таким образом, из (с4) получаем 
Лф(£)] =  Л[zl(^) +  г2(Ь)] =  та х (у , у  +  6) =  у  <  0.

В условиях теоремы (2.1) для любых собственных чисел матрицы Яко
би и при любых положениях равновесия показатели Ляпунова системы (2.1) 
определяются (с точностью до перестановок) четырьмя следующими возмож
ностями: (0, 0, 0)  (—, 0, 0)  (—, —, 0)  (—, —, —).

Орбиты, для которых показатели Ляпунова (Л[х(£)], Л[у(£)], Лф(£)]) при
нимают один из наборов ( —, —, 0), ( —, 0, —) от (0, —, —), будут предельными 
циклами. Траектории, для которых показатели (Л[х(£)],Л[у(£)],Лф(£)]) при
нимают один из наборов (—, 0, 0)  (0, —, 0) или (0, 0, —), являются предель
ными торами. Если (Л[х(£)], Л[у(£)], Лф(£)]) =  (0, 0, 0), то в системе (2.1) мо
жет возникнуть сложная нерегулярная (хаотическая) динамика. □

Теорема 2.2. Предположим, что для системы (2.1) все условия теоремы 
2.1 выполнены. Мы также будем предполагать, что все ненулевые положе
ния равновесия этой системы являются или седло-узлами или седло-фоку
сами (включая и сингулярные положения равновесия). Тогда в системе (2.1) 
существуют или предельные циклы, или гомоклинические или гетероклини
ческие орбиты.

Доказательство. 1. Пусть Ши(0) будет 2-мерным неустойчивым, а Шс(0) -  
1-мерным центральным многообразием точки 0 (0, 0, 0) (если у  =  0, то много
образие Шс(0) должно быть заменено 1-мерным устойчивым многообразием 
Ш8(0)). Тогда, в силу ограниченности решений системы (2.1), часть траекто
рий §1 С Шад(0) (Шад(0) — §1 =  §2 =  0) может быть притянута некоторыми 
положениями равновесия системы (2.1) либо устойчивым предельным цик
лом; среди этих положений равновесия может оказаться и точка (0, 0, 0). Это 
означает существование гомоклинических или гетероклинических орбит (ли
бо в системе имеется предельный цикл).

2. Предположим, что любая траектория множества §2 С Ши(0) такая, 
что §1 П §2 =  0, не притягивается любым ненулевым положением равновесия. 
Тогда, в силу ограниченности решений системы (2.1), траектории множества 
§2 С Шад(0) должны притягиваться некоторым устойчивым предельным цик
лом или тором Ь.

г (і) =  го ехр(уі) +  вхр(у (і -  т)) • /з (ж(т ) ,у (т ) , г (т))йг

гі(і) +  г2(і), ( і > т ), (2.4)
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3. Пусть у  =  0. Известно, что в достаточно малой окрестности нача
ла координат решения системы (2.1) имеют вид: х(Ь) =  exp(p̂ )(жo сов(ш£) — 
Уо 8т ( ^ ) ) ,  у(г) =  exp(p̂ )(xo вт(шг) +  уо cos(ŵ ) )  х(г) =  Хо/ (1 — СззХоЬ) ■ Пред
положим, что С33Х0 < 0. Тогда центральное многообразие Шс(0) вблизи точ
ки О топологически эквивалентно устойчивому многообразию. Теперь из
меним знак времени на противоположный. Тогда аттрактор Ь становится 
неустойчивым, однако траектория Шс(0) должна быть притянута этим ат
трактором. Получаем противоречие. Следовательно, Шад(0) Р| Шс(0) =  0 и 
траектория Шс(0) притягивается точкой О. Таким образом, в системе (2.1) 
существует гомоклиническая орбита, связанная точкой О.

4. Пусть у, =  0. Тогда решение х(£) =  Хо/ (1 — 033X0^ должно быть заменено
решением х(£) =  Хо ехр(у£). Теперь необходимо повторить все рассуждения 
пункта 3. □

3. Существование хаотической динамики в системе (2.1)

Предположим, что в системе (2.1) матрица О  имеет форму:

/  йц йи Л\3 \
О  =  I Л21 Л22 Л23 I • (3.1)

\ 0 0 (133

Обозначим через р ^  ш, 3̂3 спектр матрицы О. Мы будем считать, что 
р >  0, ш >  0, йзз <  0. Пусть Хо, уо и хо — начальные условия для системы (2.1). 
Кроме того, предположим, что Хо =  уо =  0 и Хо =  0. Преобразуем выражение 
сі3х (і ) +  с23у(і) следующим образом:

Сізх(і)+С2зу(і) =  х(і)
х (і)

с і3 УёТ + С23 
х(і )

уУ )
х(і )

х(і )
' іо • ■ (  х й М  уй  )

і
йт

=  х(і)
•і

іо

Н(х (т ) ,у (т  ) ,х (т )) 
х2(т)

йт +  х(і )
•і

І х(т)
іо

д (х(т ) ,у (т  ) ,х (т )) 
х2(т)

йт, (3.2)

ГД6

Н(х , у, х) =  2[(йіі -  й3 3)С13 +  й21 С23]хх +  2[йі2Сі3 +  (й22 -  й;і 3 )С2 3]ух

+2[^13С13 +  2̂3С23]х2 =  2Л-1ХХ +  2к2ху  +  Ь,3 Х2

и д(х, у, х) введенная выше отрицательно определенная квадратичная форма 
переменных Х, у, X.

Так как Ш >  0, имеем х(£) =  0, то можно ввести обозначения

т  =
4 Ч Ф ) ,у (т) , х(т ))
о х2(т)

йт, V (і ) 4 д (х(т),у(т) , х(т))
о х2(т)

йт.
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Симметрические матрицы H  и z ■ G форм h(x, y, z) и zg(x, y, z) имеют вид:

0 0 hi \ ( gi gi g3
0 0 hi 1 , z ■ G =  z ■ 1 g2 g4 g5

hi h2 h3 ) V g3 g5 go

Пусть z >  0. Запишем условия отрицательной определенности матрицы 
H  +  z ■ G [8]. Легко проверить, что, в силу структуры матрицы H, первые 
два условия (gi <  0, gig4 — g| >  0) совпадают с первыми двумя условиями 
отрицательной определенности матрицы G. Третье условие имеет форму:

det(H +  z ■ G) =  z[(det G )z2 +  v1z +  v2] =  z[(det G )z2

+(gig4h3 — 2gig5h2 +  2g2g5hi — g j h  +  2g2g3h2 — 2g3g4hi)z 

+ ( —g4h2 +  2g2hih2 — gi^l)] <  0.

Из отрицательной определенности матрицы G получаем det G <  0. Поэто
му для того, чтобы условие det(H  +  z ■ G) <  0 было выполнено, необходимо 
и достаточно, чтобы дискриминант Disc =  vi — 4v2 det G квадратичного по
линома (det G)z2 +  viz +  v2 был отрицательным.

Функция Ci3x(t) +  C23y(t) не зависит яви о от z(t). Поэтому если z <  0, 
то условие Disc <  0 снова является необходимым и достаточным для того, 
чтобы (det G )z2 +  vi z +  v2 <  0.

Теорема 2.2 не дает ответа на вопрос о том, какие конкретно орбиты (гомо
клинические или гетероклинические) присутствуют в пространстве решений 
системы (2.1)? Следующая теорема закрывает этот вопрос.

Теорема 3.1. Предположим, что для системы (2.1) все условия теоремы 
2.2 выполнены. Также предположим, что матрица, D имеет, форму (3.1). 
Символами (x*,y*,z*) обозначим все положения равновесия системы (2.1), 
для, которых z* =  0; i =  1, Пусть собственные числа матрицы Якоби
системы (2.1)  в точке (x*,y*, 0) равны ец ±  ЪЛ~1, Ci, где ец =  0, a c  <  0. 
Тогда если gi <  0, g ig4 — g2 >  0, det G <  0, Disc <  0, то при подходящем 
d33 yi € { 1,...,m } существует гомоклиническая орбита, связанная точкой 
(x*,y*, 0) и целиком расположенная или в верхней z >  0 или в нижней z <  0 
полуплоскости.

Доказательство. Найдем решение z(t) третьего уравнения системы (2.1) с 
матрицей D  (3.1) (это уравнение является уравнением Бернулли):

z(t) =  C33z2(t) +  [ci3x(t) +  C23y(t) +  d33]z(t). (3.3)

Упомянутое решение имеет форму

z(t)
z0 exp(g(t))

1 — C33zo J't0 exp(q(r))dr
(3.4)
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где q(t) =  Ц [С1зж(т) +  С2зу(т) +  d3 3 ]dr и Ш >  0 f to exp(q(T))dr >  0.
Из (3.4) следует, что существование гомоклинической O p Ö H T B l может бв1ТБ 

гарантировано условием Н т ^ ж ci3 x(t) +  C2 3 y(t) <  0. Для того чтобв1 это 
условие бвшо реализовано, достаточно, чтобв1 det(H +  z • G) <  0. Последнее 
неравенство может быть сведено к очевидному равенству:

lim det(H  +  z • G) =  lim z[(det G )z2 +  v1z +  v2] =  —то.

Так как d;3;3 <  0, то из (3.2) и (3.4) следует, что

lim q(t)
t— Ж

lim
t—

•t
І [сізх(т) +  С2зу(т)dr] +  d33 (t — to)
to

и потому для d33 <  0 имеем 1і т ^ ж z(t) =  0.
Пусть W s(x* ,y*, 0) (Wu(x* ,y*, 0)) будет устойчивым (неустойчивым) мно

гообразием точки (x*,y*, 0); і Є 1, Предположим, что начальные значе
ния (x0,y0,z0) Є W u(x*,y*, 0).

Выше был получен следующий результат: lim (x(t),y(t), z(t)) =  (x*, y*, 0). 
Теперь выполним замену t ^  —t. В этом случае имеем:

lim q(t)
t— ^Ж

lim
t— -<X>

І [сізх(т) +  C2 3y(r)dr] +  d3 3 — t +  to) 
to

где — dззt >  0. Так как выражение под знаком интеграла неположительно, то 
выбором ^зз всегда можно добиться того, что И ш ^ _ж д(1) <  0.

В соответствии с теоремой 2.1 все решения системы (2.1) останутся огра
ниченными. В таком случае имеем предельное равенство:

0 <  Нш / ехр(д(т))dт =  то.
Ло

Тогда из (3.4) следует, что \iшt^._^(x(t),y(t), z(t)) =  (х*,у*, 0). Поэтому су
ществует точка (хо,уо ,го) € Шв(х*,у*, 0). Это означает существование гомо
клинической орбиты, связанной точкой (х*,у*, 0); г =  1,...,т .

Пусть dзз =  0. Тогда для доказательства существования гомоклинической 
орбиты можно применить пункт 3 теоремы 2.2. В этом случае вблизи поло
жения равновесия (х*,у*, 0) многообразие Ш5(х* ,у*, 0) (или Ши(х*, у*, 0)) дол
жно быть заменено центральным многообразием Ш°(х*,у*, 0)  г € {1 ,...,т }.

Локализация гомоклинической орбиты определяется формой уравнения 
(3.3) и леммой 1 [1] - □

Теорема 1.1 обеспечивает существование хаотической динамики в систе
ме (1.1) при п =  3. Тогда теорема 3.1 совместно с теоремой 1.1 позволяет 
сконструировать дискретное отображение, порождающее хаотическую дина
мику в системе (2.1).
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В условиях теоремы 3.1 система (2.1) должна иметь гомоклиническую 
орбиту.

Введем сечение Пуанкаре Р, заданное уравнением С\ з х +  С23У =  0- Обо
значим через ф начальный момент времени такой, что Сщх(ф) +  С2зу(Ф) =  0 
((х(ф ), у(Ф), г(ф )) € Р ). Пусть П =  ф +  То будет следующим моментом про
хождения траектории (х(Ь), у(Ь), г(Ь)) через плоскость Р. Тогда из (3.4) сле
дует, что

г (Ф +  То)
г (Ф) ехр(д(ф +  То))

1 -  Сззг (ф) ! ^ +Т° ехр(д(т))йт
(3.5)

В [1] показано, что функции х(Ь), у(Ь), г(Ь) и х(к)/г(Ь), у(к)/г(к) ограниче
ны. Поэтому, в силу того, что Ш >  0 г(Ь) =  0, мы можем определить констан
ТЫ

£о
•Ъо+То

0̂
Ф (т ) ,У(т ) ,г ( т )) 

г2(т )
йт, щ

•̂ о+То

0̂
д(х (т ) ,У(т ) ,г (т )) 

г2(т )
йт <  0.

Тогда, принимая во внимание известную теорему о среднем значении опреде
ленного интеграла, из (3.2) получаем:

г *о+То До+То
/ (С1зх(т) +  С2зу(т))йт =  /  (5(т)г(т) +  V (т)г(т)г(£)) ■ йт =

./4о 4*о

=  ((5(ш)г(ш) +  V(ш)г(ш)г(£)) ■ То,

где £ € (^о? о̂ +  То) , ш € (ф , ф +  То) .
Будем предполагать, что в теореме 3.1 ф =  0  г =  1 ,. . . ,т .  Тогда функции 

х(Ь) и у(Ь) будут осциллирующими в окрестности любого положения равнове
сия (х*,у*, 0 )  г =  1,..., т .  Поэтому функция Щзх(Ь) +  С2зу(Ь) (и, значит, и 
функция г (к)) будет также осциллирующей. Следовательно, можно ввести 
обозначения: ф =  ф +  То, ...,Ьк =  Ф— +  Тк- 1 (Ьк -  последовательные моменты 
прохождения траекторией сечения Пуанкаре Р) и

$к
‘Ък + Т к

Ък

Ф (т ) ,у (т ) ,г ( т ))
г2(т)

йт,

Vk
'Ък + Тк

Ък

д (х(т ) ,у (т ) ,г ( т )) 
г2(т)

йт <  0, к 1, 2,...

Заметим, что при достаточно большом к гь =  г (ф ) г (£к^ где £к €
(ф ,Ьк +  Тк) . Тогда существует окрестность положения равновесия (х*,у*, 0), 
в которой выражение (3.5) может быть представлено в форме:

гк+1
гк ехр(йззТк +  Ф гкТк +  укг2кТк) 

1 -  Сзз гк / оТк ехр(д(£)Ж
Vk <  0.
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(Здесь знаменатель является положительной ограниченной величиной.)
Применяя вторую теорему о среднем значении определенного интеграла 

к знаменателю последней формулы (функция ехр(д(£)) -  убывающая и поло
жительная), получим окончательно:

ги ехр( 4 зТк +  ф,гкТк +  щ.х\Тк)
хк+1 = ------------------------------------------ к-----,щ, <  0, 0 <Шк < Тк.1 -  СззХк и к

Положим л/-икТкхк =  wk,рк =  6кТк 1\/—УкТк и

1к
СщШк

А -Л Т к ,Гк
ехр й33Тк

V к̂ Тк
к 0, 1,....

В некоторой окрестности гомоклинической орбиты мы можем считать, 
что Тк ~  Т >  0, Гк ~  г >  0, ук ~  7 , и рк ~  р. Тогда получаем новую
дискретную модель:

™к+1 =  А™ к)
гшк ехр(ршк -  шI) к

1 +  к ’
0, 1,.. (3.6)

которая описывает хаотическое поведение решений системы (2.1) при опреде
ленных значениях г >  0, 7 Є ( -й , то), и р Є К. Число й >  0 должно быть 
выбрано так, чтобы для любого целого неотрицательного к 1 +  к >  0. 
(Легко проверить, что наличие множителя ехр(-ш ^) в формуле (3.6) гаранти
рует то, что положительная последовательность Шо,Ші,Ш2, ••• будет ограни-
Ч б Н с і.)

Т еорем а 3.2. Если р >  7 >  0, то существует число г >  0 такое, что 
дискретное отображение (3.6) является хаотическим.

Доказательство. Рассмотрим одномерное действительное отображение

Гу ехр(р„  -  у2) Є V = [ 0, то).
У 7 1 +

Пусть г > 0, р >  0 и ^ >  0. Тогда корни уравнения а (у) =  0 определяются 
корнями уравнения 2ду3 +  (2 —рД у2 —ру — 1 =  0. Известная теорема Декарта о 
числе положительных корней полинома утверждает, что существует только 
один положительный корень у* доя этого равнения. Так как а(у) >  0 на 
интервале [0, то) и а '(у* — 5) >  0, и а '(у* +  5) <  0 для достаточно малого 5 > 
0, то корень у* является единственным максимумем функции а(у) на этом 
интервале. Таким образом, функция а(у) будет немонотонной и унимодаль
ной на нтервале [0, то): интервал [0,у *) является интервалом возрастания, а 
интервал (у*, то) -  интервалом убывания.

Положим Ш =  [0,1]. Символ ом й(а,Ъ) =  \а — Ъ\, Уа,Ъ € Ш определим 
метрику на пространстве Ш. Ясно, что Ш -  полное метрическое пространство. 
Пусть Т  : V  ^  Ш будет непрерывным отображением, заданным формулой
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ад =  (2 /п ) • arctg ад Так как Н ш ^ ж (2/л) • arctg V =  1, то мы можем считать, 
что Т -  гомеоморфизм и Т (У) =  Ш, Т - 1 (Ш) =  V.

Определим формулой
, , . ... 2 (  пт т (  пт 2 пт\

ф(т) =  Т (а (Т(т))) =  -  а г ^ ^ д  —  • 1 +  ^ tg пж • ехр (р  • t g ^  -  tg у )

2 (3-7)
непрерывное, сопряженное отображению а, отображение ф : Ш ^  Ш [9].

Пусть / : X  ^  X  -  отображение полного метрического пространства 
в себя. Напомним [9], что отображение / называется хаотическим, если / 
транзитивно (то есть в X  существует плотная орбита) и периодические точки 
функции / плотны в X.

a) Плотность периодических точек. Очевидно, что обратное отображение 
ф- 1 (ад) имеет две ветви: ф-^ад) и ф -1 (ад) где каждое из отображений ф -1(ад) 
и ф- (ад) обратимо.

Определим функцию Ф : Ш ^  Ш следующим правилом:

Ф(ад) =  к =  2, 3,...

где или ф =  1 или ф =  2. Ясно, что отображение Ф(ад) является монотонным.
Отображение Ф(ад) имеет по крайней мере одну неподвижную точку т*. 

Известно, что неподвижной точке ад* отображения Ф(ад) соответствует непо
движная точка ад** отображения ф(к\т) =  ф(ф(...ф(ад))). Точке т** отображе
ния ф(к̂  (ад) соответствует или неподвижная точка или т-цикл отображения 
ф(ад). Если ад** является неподвижной точкой ф(ад), то это возможно только 
при ф =  ф. Так как можно взять любое положительное к и произвольно 
выбрать числа ф, ф от 1 до 2, то из условия ф -1(ф -1(ад)) =  ф -1(ф -1(ад)) 
следует, что немонотонная функция ф(ад) может иметь любое счетное множе
ство циклов различной кратности и несчетное множество непериодических 
траекторий.

В соответствии с теоремой Шарковского [9], наличие в одномерной дискрет
ной системе циклов периода 3 влечет за собой существование циклов любых 
периодов. Таким образом, в системе адг+1 =  ф(тг) существуют все циклы с 
периодами 2г,1 =  0, 1, 2, ....В  соответствии с теоремой Зингера [9], в дискрет
ной системе адг+1 =  ф(адг), * =  0, 1, 2,..., при любом п и некоторых значениях 
параметров г =  гп, р =  рп  у =  уп существуют все неустойчивые циклы пе
риодов 2г,* =  0, ...,п — 1 и один устойчивый цикл периода 2п. Если г =  гж , 
р =  рж , и у =  уж , где Тж, рж , и -  параметры, при которых в процес
се (3.6) присутствуют 3-циклы, то отображение ф(ад) имеет полуустойчивую 
траекторию § в любой окрестности любой точки которой лежат точки счет
ного множества неустойчивых циклов всех периодов 2г,{ =  0,1, 2,.... Поэтому 
множество всех периодических точек плотно в Ш. (Любая точка § с заданной 
точностью может быть аппроксимирована некоторой периодической точкой.)

b) Транзитивность. В работах [2,3] показано, что одномерное отображе
ние ао(с) =  п  ехр(—V), V € [0, то), является хаотическим. Введем гомеомор
физм Н : V  ^  V  по формуле Н ^ )  =  2v2.



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ И ХАОС 43

Определим функцию д : V  ^  V  согласно формуле:

д(т) =  Н _ 1(а о(Н (т))) =  уТт • ехр(—V2).

Ясно, что функции ад(т) и д(т) непрерывно сопряжены относительно отобра
жения Н. Таким образом, если функция ад(т) хаотична, то функция д(т) 
также хаотична.

Очевидно, что Ут € V  имеем:

a(v) rv exp(—v2)
exp(pv)
1 +  yv

rv exp(—v2) • A(v),

где А > 1 при р > 7 >  0 и Ут >  0. Кроме того, фун кция гт ехр(—V2) хао
тична для некоторого г >  0. Отсюда следует, что эта же функция является 
транзитивной.

Представим функцию (3.7) в форме:

ФА)
2
— arctan 
n

nw , .
r tan • p(w) • exp ^— tan2 nw

~Y

ГД6

и А )

при р > 7 >  0 и У'Ш € Щ. 
Рассмотрим функцию

exp^p • tan 

1 +  y tan Щг
>  1

Фо (w)
2
— arctan 
n (

nw 
r tan ~2~

/  2 nwexp I — tan ~2~
2
n

arctan(r • n(w)).

(Она совпадает с функцией ФА) при р =  0 и 7 =  0.)
В силу транзитивности функции гт ехр(—V2) функция фоА) также будет 

транзитивной. Это означает, что для любых открытых множеств Иц и 2 С Щ 
существует натуральное число п такое, что фО̂  ̂(и  1) П И  =  0 [9].

Можно показать, что транзитивность фоА) эквивалентна условию: для
любого открытого множества И С Щ и (((=0 ФоДи) =  Щ, где А -  замыкание 
множества А  Так как Уw € Щ , мы имеем фоА) — ФА)> тогда отсюда при
ц >  1 следует, что Уwi,Wj € Щ:

2
n

d(Фо(Wг),фо(Wj) )  =  

arctan(r • цА і)) — arctan(r • n(wj))

r • A A i)n (w i) — ß A j ) v A j ))2
< -  

n
arctan ■

1 +  ß(w i)ßA j ) v A i )v A j )

arctan r(n(w‘ > -  n<wJi>
1 +  n(wi )n(wj )

=  d A A ^ A A j ) )•

<
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Поэтому Уwi, гш̂  € и , и доя любого целого п >  0 имеем:

П П
Л(Ф0\ыг),Ф0\ыз)) <  ^ф( ) ^г ) , ф( ) ^ 1)).

i=0 i=0

Следовательно, ДДД Ф(п) (и) =  Ш и функция ф(-ш) (это значит, что и функция 
а(у))  транзитивна. Окончательно, из а) и Ь) следует, что для некоторых г,р 
и у функция а(у)  является хаотичной [9]. □

4. П р и м е р ы

Рассмотрим следующие системы:

{х(Ф) =  2х — 9у +  12 г — 3х2 — ху +  хг  +  у2 — г2,
у(Д =  9х +  2у — 13г — 7ху +  уг +  2.5у2 — 2.5г2, (4.1)

-г( )̂ =  г 2 — 7хг +  3уг;

Г х(Д =  2х — 20г +  3х2 — 2у2 — 2хг — 2уг — г2,
< у(Д =  —х  +  8ху +  4уг +  4хг +  4у2 +  г2,
\ г (4  =  20х +  2г +  г2 +  4хг +  2уг.

Для систем (4.1) И (4.2) все условия теоремы 3.1 выполнены и потому 
любая из этих систем содержит гомоклиническуто орбиту.

75

уЮ

(а) (Ь)
Рис. 1. Фазовые портреты системы (4.1) с начальными данными (0, 0, 0.01) 

(а) и системы (4.2) с начальными данными (0, —1, 0) (Ь). Существует 
гомоклиническая орбита, связанная точкой (0; 0; 0), и хаотические 

аттракторы гомоклинического типа.



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ И ХАОС 45

Бифуркационные диаграммы отображения (3.6) при различных значе
ниях параметров г >  0  ^ >  0 и р представлены ниже на рис. 2 и 3. Эти 
диаграммы показывают хаотическое поведение отображения (3.6) и систем 
(4.1) -  (4.2).

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма отображения (3.6) при 7 =  1 
и различнвгх значениях р

Рис. 3. Бифуркационная диаграмма отображения (3.6) при р =  2 
и различив^ значениях 7
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5. Выводы

1. Доказаны теоремы 2.1 и 2.2, гарантирующие существование в системе 
(2.1) различнвгх типов инвариантных множеств. Также доказана теорема 3.1, 
показвшающая существование несколвких гомоклинических орбит для одной 
и той же СИСТеМБ1 (2.1).

2. Построено новое экспоненцналвное дискретное одномерное отображе
ние (3.6), генерирующее хаотическое поведение решений в системе (2.1).

3. Доказана теорема 3.2, утверждающая, что отображение (3.6) будет хао- 
ТИЧНБ1М для некоторвгх значений параметров, входящих в это отображение.

Библиографические ссылки

1. Belozyorov V.Ye. On existence of homoclinic orbits for some types of autonomous 
quadratic systems differential equations / /  Applied Mathematics and Computation, 
2011. -  Vol. 217. -  P. 4582 -  4595.

2. Belozyorov V. Ye. New types of 3-D systems of quadratic differential equations with 
chaotic dynamics based on Ricker discrete population model / /  Applied Mathematics 
and Computation, 2011. -  Vol. 218. -  P. 4546 -  4566.

3. Belozyorov V. Ye. Implicit one-dimensional discrete maps and their connection with 
existence problem of chaotic dynamics in 3-D systems of differential equations / /  
Applied Mathematics and Computation, 2012. -  Vol. 218. -  P. 8869 -  8886.

4. Chen B., Zhou T., Chen G. An extended Shilnikov homoclinic theorem and its 
applications / /  Int. J. Bifurcation and Chaos, 2009. -  Vol. 19. -  P. 1679 -  1693.

5. Shang D., Han M. The existence of homoclinic orbits to saddle-focus //Applied 
Mathematics and Computation, 2005. -  Vol. 163. -  P. 621 -  631.

6. Zhou T., Chen G. Classification of chaos in 3-D autonomous quadratic systems - 1. 
Basic framework and methods / /  Int. J. Bifurcation and Chaos, 2006. -  Vol. 16. -  
P. 2459 -  2479.

7. Kuznetsov Y.A. Elements of Applied Bifurcation Theory. — 2nd edition, Springer
Verlag, New-York, 1998.

8. Веллман P. Введение в теорию матриц.— М. : Наука, 1976.
9. Crownover R.M. Introduction to Fractals and Chaos, Jones and Bartlett Publishers, 

Boston, London, 1995.

Надійшла до редколегії 16.03.2013


