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Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ñîëåíî-
èäàëüíîñòè, ïîëó÷åíî ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà, êàæ-
äûé ÷ëåí êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî ãðàíèöå îá-
ëàñòè, ñîäåðæàùèé çíà÷åíèÿ ïîëÿ è åãî ðîòîðîâ ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà. Âûâåäå-
íû íîâûå ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðÿäà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, äèâåðãåíöèÿ, ðîòîð, ãðàíè÷íûé èíòåãðàë.

1. Ââåäåíèå

Âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì, åñëè â ëþáîé òî÷êå åãî äè-
âåðãåíöèÿ ðàâíà íóëþ. Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé òåîðèè, ÿäåðíîé ôèçèêå è ãèäðîäèíàìèêå, îïèñûâàþòñÿ ñîëåíîè-
äàëüíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ
çàäà÷ ñ òàêèìè ïîëÿìè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå òàê íàçûâàåìûõ áåññåòî÷íûõ
(meshless) [1] ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäîâ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ [3,4]. ×àùå
âñåãî ýòè ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ïîëåé, êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî
èëè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Ïðè ïîñòðîåíèè òàêèõ ìåòîäîâ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ñîîòâåñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Òàêèå ãðàíè÷íûå èíòåãðàëü-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, Ãåëüìãîëüöà
[2], Ìàêñâåëëà, ò. å. â îñíîâíîì äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðèìåíåíèå äàííûõ
ìåòîäîâ ê íåëèíåéíûì çàäà÷àì îãðàíè÷èâàåòñÿ îáû÷íî òåì îáñòîÿòåëüñòâîì,
÷òî èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ îáû÷íî íå èçâåñòíû
èëè èõ íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäàìè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîëåíîèäàëüíîãî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ, îïðåäåëåííîãî â íåêîòîðîé îáëàñòè òðåõìåðíîãî ýâêëèäî-
âîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷åðåç çíà÷åíèÿ åãî è åãî ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöå îáëàñòè.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü â îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé (ïîâåðõíî-
ñòüþ) S, çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå V1 = {V1x, V1y, V1z}, ïðè÷åì ôóíêöèè V1x,
V1y, V1z èìåþò â îáëàñòè D íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïî-
ðÿäêà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîðíîå ïîëå áóëî ñîëåíîèäàëüíûì, îíî äîëæíî óäî-
âëåòâîðÿòü óñëîâèþ

∇·V1 = 0. (2.1)
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

V2 = ∇×V1, (2.2)

ò. å. V2 ÿâëÿåòñÿ ðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ V1. Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ðàñ-
øèðèòü, ââåäÿ ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ Vi ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà

Vi+1 = ∇×Vi = 0, i = 1, 2, ...N. (2.3)

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé Fi, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

∆i Fi +δ(P −M) = 0, i = 1, 2, ...N, (2.4)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, M(x0, y0, z0) ∈ D íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà,
P (x, y, z) � òåêóùàÿ òî÷êà, à δ(P−M) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Â êà÷åñòâå
ôóíêöèé Fi ìîæíî âûáðàòü

Fi =
1
4π

r2i−3

(2i− 2)!
, i = 1, 2, ...N, (2.5)

ãäå r åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P è M . Ïðè i = 1 ôóíêöèÿ F1 ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ôóíêöèÿ F2
ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì òðåõìåðíîãî áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ è ò. ä.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà V1 â ëþáîé òî÷êå
îáëàñòè D ÷åðåç åãî çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå S.

3. Ìåòîä âçâåøåííûõ íåâÿçîê

Â ðàáîòå [6] îòìå÷àëîñü, ÷òî áîëüøèíñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøå-
íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïóòåì ïðèìåíåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåñîâûõ ôóíêöèé â ìåòîäå âçâåøåííûõ íåâÿçîê. Â ÷àñòíî-
ñòè, ïðèìåíåíèå ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â [3, 4].

Â äàííîì ñëó÷àå îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê äëÿ
ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ (2.1), â âåêòîðíîé ôîðìå ìîæåò áûòü
çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫

D

∇·V1∇F1 dD = 0, (3.1)
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ãäå ∇F1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñîâóþ ôóíêöèþ.
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû â âûðàæåíèè (3.1) ïðåâðàòèòü èíòåãðàë ïî

îáëàñòè D â èíòåãðàëû ïî ãðàíèöå S, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî �
Ãàóññà è ïðîèçâîäíûå îò íåå ôîðìóëû äëÿ ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî è ðîòîðà
âåêòîðíîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (3.1) ïðåîáðàçóåì,
èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé [5]:

∇×(V1×∇F1) = (∇F1∇)V1− (V1∇)∇F1 +V1∇·(∇F1)−∇·V1∇F1

è
∇(V1 ·∇F1) = (∇F1∇)V1 +(V1∇)∇F1 +∇F1×(∇×V1)

Åñëè ñëîæèòü ýòè äâà ðàâåíñòâà, òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (3.1)
ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇·V1∇F1 = 2 (∇F1∇)V1 +V1∇·(∇F1) +∇F1×(∇×V1)− (3.2)
−∇×(V1×∇F1)−∇(V1 · ∇F1).

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå
äëÿ äèâåðãåíöèè ïðÿìîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (äèàäèêà) äâóõ âåêòî-
ðîâ [7]:

∇(∇F1⊗V1) = (∇F1∇)V1 +∇·V1∇F1,

à ∇ ·(∇F1) = ∆F1 = −δ(P −M). Òîãäà óðàâíåíèå (3.2) ïðèîáðåòåò âèä:

∇·V1∇F1 = −2∇(∇F1⊗V1)−V1 δ(P −M) +
+∇×(V1×∇F1) +∇(V1 ·∇F1)−∇F1×(∇×V1). (3.3)

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â (3.3) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî V2 = ∇×V1, ìîæåò áûòü âûðà-
æåí ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇F1×(∇×V1) = ∇×(F1 V2)− F1∇×V2 = ∇×(F1 V2)−V3∇ ·(∇F2).

Òîãäà (3.3) ïðèìåò âèä:

∇·V1∇F1 = −2∇(∇F1⊗V1)−V1 δ(P −M) +∇×(V1×∇F1) +
+∇(V1 ·∇F1)−∇×(F1 V2) + V3∇ ·(∇F2). (3.4)

Ïîñòàâèì â îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê (3.1) ïðå-
îáðàçîâàííîå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (3.4), à çàòåì ïðèìåíèì ôîðìóëó
Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà è ïðîèçâîäíûå èç íåå ôîðìóëû äëÿ ïðèâåäåíèÿ èí-
òåãðàëîâ ïî îáëàñòè D ê èíòåãðàëàì ïî ãðàíèöå S:

V1(M) =
∫

S

[−2(∇F1·n)V1−(V1×∇F1)×n+(V1 ·∇F1)n+F1 V2×n] dS +

+
∫

D

V3∇·(∇F2) dD, (3.5)
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ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè äëÿ òðîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

ýòó ôîðìóëó ìîæíî íåñêîëüêî âèäîèçìåíèòü, âûäåëèâ îòäåëüíî êàñàòåëüíûå
è íîðìàëüíóþ êîìïîíåíòû V1:

V1(M) =
∫

S

[(V1×n)×∇F1−(V1 ·n)∇F1 +F1 V2×n] dS +

+
∫

D

V3∇ ·(∇F2) dD. (3.6)

Â âûðàæåíèè (3.6) îñòàëîñü ïðåîáðàçîâàòü ïîñëåäíèé ÷ëåí, ÷òîáû èçáà-
âèòüñÿ îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáëàñòè D. Èñïîëüçóÿ ïðèìåíåííûé ðàíåå ïîä-
õîä, ïîëó÷èì:

V3∇·(∇F2) = ∇×(V3×∇F2)−∇(V3 ·∇F2) + 2∇(V3⊗∇F2) +
+∇×(F2 V4)−V5∇·(∇F3).

Âçãëÿíóâ íà ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðåäûäóùåé ôîðìóëå, ìîæíî çàïèñàòü ðåêóð-
ðåíòíîå âûðàæåíèå:

V3∇ ·(∇F2) =
N∑

i=1

(−1)i[∇×(V2i+1×∇Fi+1)−∇(V2i+1 ·∇Fi+1) +

+2∇(V2i+1⊗∇Fi+1) +∇×(Fi+1 V2i+2)]− (−1)N V2N+3∇·(∇FN+2)

Îêîí÷àòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ (3.7) â (3.7) è ïåðåõîäÿ ê áåñêîíå÷íîìó ðÿäó,
ïîëó÷èì:

V1(M) =
∞∑

i=0

(−1)i

∫

S

[(V2i+1×n)×∇Fi+1−(V2i+1 ·n)∇Fi+1 +

+Fi+1 V2i+2×n] dS. (3.7)

Ýòî è åñòü ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñîëåíîè-
äàëüíîãî áåñêîíå÷íî èíòåãðèðóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Çäåñü íå èññëåäóþòñÿ
ïîäðîáíî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà, íî âñå æå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
åñëè âñå âåêòîðû Vi áóäóò îãðàíè÷åííûìè â îáëàñòè D, òî ïîëó÷åííûé ðÿä
î÷åâèäíî áóäåò ñõîäÿùèìñÿ ââèäó íàëè÷èÿ â çíàìåíàòåëå áûñòðîðàñòóùåãî
ìíîæèòåëÿ (2i− 2)!.

4. Ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííîé ôîðìóëû

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èñêîìûå ïîëÿ òàêîâû, ÷òî î÷åðåäíîå Vi òîæäåñòâåííî
ðàâíî íóëþ, è âìåñòî áåñêîíå÷íîãî ðÿäà â (3.7) ïîëó÷àåòñÿ êîíå÷íîå âûðà-
æåíèå. Ðàññìîòðèì ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííîé ôîðìóëû (3.7) ê ðåøåíèþ êîí-
êðåòíûõ óðàâíåíèé.
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4.1. Ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

Â ñëó÷àå òå÷åíèÿ èäåëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè V2 = 0 è ôîðìóëà
(3.7) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ñêîðîñòü â òî÷êå M ñëåäóþùèì îáðàçîì:

VM =
∫

S

(V×n)×∇PFMP dSP −
∫

S

(V·n)∇PFMP dSP , (4.1)

ãäå FMP = 1
4π

1
rMP

.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ∇PFMP � ýòî ñêîðîñòü åäèíè÷íîãî èñòî÷íèêà, à

(V×n)×∇PFMP ýòî ñêîðîñòü, èíäóöèðóåìàÿ âèõðåâûì îòðåçêîì. Òîãäà ôîð-
ìóëà (4.1) ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.1. Ñêîðîñòü ïîòåíöèàëüíîãî ïîòîêà èäåëüíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê ñóïåðïîçèöèÿ èñòî÷íèêîâ è âèõ-
ðåé, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå îáëàñòè, ïðè÷åì èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íè-
êîâ ðàâíà íîðìàëüíîé êîìïîíåíòå ñêîðîñòè, à èíòåíñèâíîñòü âèõðåé ðàâíà
êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòå ñêîðîñòè.

Äàííàÿ ôîðìóëà óæå èñïîëüçîâàëàñü â òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí [8]
è â ïðîöåññå àíàëèçà òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè [9]. Òàêæå îíà ïðèìåíÿëàñü
äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïëîñêèõ òå÷åíèé ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ â ðàáî-
òå [10].

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü äàííûé ðåçóëüòàò ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé ïîòåíöèàëà
äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà [2]. Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü èìååò ïîòåíöèàë, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëà
ìîæåò áûòü âûðàæåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕM =
∫

S
Vn FMP dSP −

∫

S
ϕ

∂FMP

∂ nP
dSP . (4.2)

Ñêîðîñòü ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà:

VM = ∇
∫

S
Vn FMP dSP −∇

∫

S
ϕ

∂FMP

∂ nP
dSP (4.3)

èëè
VM = −

∫

S
Vn∇PFMP dSP +

∫

S
ϕ(∇nP) ∇PFMP dSP . (4.4)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (4.1) è (4.4), ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:
∫

S
(V×n)×∇PFMP dSP =

∫

S
ϕ(∇nP)∇PFMP dSP . (4.5)

Äàííîå ðàâåíñòâî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàñàòåëüíûõ ñêîðîñòåé ïðè
èçâåñòíîì ïîòåíöèàëå, èëè, íàîáîðîò, âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðè èçâåñòíûõ
êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíòàõ ñêîðîñòè.
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Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (4.1) òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷.

Òàê, â ñëó÷àå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íà ãðàíèöå
çàäàåòñÿ ïîòåíöèàë (è ñîîòâåòñòâåííî ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàñàòåëüíûå
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè). Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêî-
ðîñòè áóäåì èìåòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà:

1
2
Vn −

∫

S
Vn

∂ FMP

∂ nM
dSP =

∫

S
Vt(

∂ FMP

∂ tP
nP nM−∂ FMP

∂ nP
tP nM)−

−Vs(
∂ FMP

∂ nP
sP nM−∂ FMP

∂ sP
nP nM) dSP , (4.6)

ãäå sP è tP � åäèíè÷íûå îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû, ëåæàùèå â êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòè.

Â ñëó÷àå æå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è èìååì äâà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè
Vs è Vt:

1
2
Vs −

∫

S
Vt(

∂ FMP

∂ tP
nP sM−∂ FMP

∂ nP
tP sM)−

−Vs(
∂ FMP

∂ nP
sP sM−∂ FMP

∂ sP
nP sM) dSP =

∫

S
Vn

∂ FMP

∂ sM
dSP , (4.7)

1
2
Vt −

∫

S
Vt(

∂ FMP

∂ tP
nP tM−∂ FMP

∂ nP
tP tM)−

−Vs(
∂ FMP

∂ nP
sP tM−∂ FMP

∂ sP
nP tM) dSP =

∫

S
Vn

∂ FMP

∂ tM
dSP . (4.8)

Ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàäà-
÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà,
÷òî ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïðèâîäèò ê õîðîøî îáóñëîâëåííûì ñèñòåìàì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò ýôôåêòèâíî ðåøàòüñÿ èòåðàöèîííûìè
ìåòîäàìè, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäàìè ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [11].

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ âòîðîé êðàåâîé
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áûëî âçÿòî îáòåêàíèå
ýëëèïñîèäà ñ ðàçíûìè ïîëóîñÿìè

(x

1

)2
+

(y

5

)2
+

( z

0.1

)2
= 1.

Â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçíèöû ïîëóîñåé òàêàÿ çàäà÷à òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ
òðóäíîé äëÿ ðåøåíèÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè ðåøåíèè
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ýëëèïñîèä àïïðîêñèìèðîâàëñÿ N òðåóãîëüíûìè ïà-
íåëÿìè, ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (4.7) è (4.8) èñïîëüçîâàëñÿ ìå-
òîä êîëëîêàöèé, êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âû÷èñëÿëèñü
àíàëèòè÷åñêè, à äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàëñÿ
áèñîïðÿæåííûé ñòàáèëèçèðîâàííûé ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [11].
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Òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îöåíèâàëàñü ïóòåì ïðîâåðêè ãèïîòå-
çû Äàëàìáåðà îá îòñóòñòâèè ñîïðîòèâëåíèÿ. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ
ýòà âåëè÷èíà íå ïðåâûøàëà ïî ìîäóëþ 10−4, ÷òî ñâèäåòåëüñòâîâàëî î äîñòà-
òî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòè. Ðåçóëüòàòû ïî çàòðà÷åííîìó âðåìåíè è êîëè÷åñòâó
èòåðàöèé ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ ýëëèïñîèäà

N Èòåðàöèè Âðåìÿ(ñåê.) OpenMP ñ 3 ïîòîêàìè(ñåê.)
512 15 0.58 0.21
2048 18 12.7 4.5
3480 37 64.0 22.6

Ñëåäóåò îñîáåííî îòìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà äâîéíîå ÷èñëî óðàâíåíèé
ïðè ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è âòîðîãî ðîäà, ÷èñëî èòåðàöèé îêàçûâàåòñÿ ñðàâ-
íèòåëüíî ìàëûì, à ñàì ïî ñåáå àëãîðèòì õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ïàðàëëåëèçà-
öèè, ÷òî äåìîíñòðèðóåò ïîñëåäíÿÿ êîëîíêà â òàáëèöå 1.

4.2. Òå÷åíèå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïîòåíöèàëüíîé
çàâèõðåííîñòüþ

Èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ñëó÷àå, êîãäà ðîòîð âåêòîð-
íîãî ïîëÿ èìååò ïîòåíöèàë χ. Â ýòîì ñëó÷àå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèÿ
∇×V = ∇χ è óñëîâèå ñîëåíîèäàëüíîñòè (2.1).

Òîãäà èç (4.1) ïîëó÷èì:

VM =
∫

S

(V×n)×nP FMP dSP−
∫

S

(V·n)nPFMP dSP−
∫

S

(nP χ×n) FMP dSP . (4.9)

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â (4.9) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò ÷àñòíûõ
ïðîçâîäíûõ

VM =
∫

S

(V×n)×nP FMP dSP −
∫

S

(V·n)nPFMP dSP +
∫

S

χ(nP FMP×n) dSP . (4.10)

4.3. Óðàâíåíèå Ñòîêñà
Óðàâíåíèÿ Ñòîêñà òå÷åíèÿ ñèëüíî âÿçêîé æèäêîñòè ìîãóò áûòü çàïèñà-

íû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∇ p + µ∇×∇×V = 0, ∇·V = 0. Èñïîëüçóÿ ïðèâå-
äåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî V3 =
∇×∇×∇×V = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

V =
∫

S

[(V×n)×∇F1−(V ·n)∇F1 +F1(∇×V)×n−

− 1
µ

(∇ p×n)×∇F2 +
1
µ

(∇ p · n)∇F2] dS . (4.11)
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Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî äàâëåíèå p â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Ëàïëàñà, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü âûðà-
æåíèå (4.1).

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñîëåíîèäàëüíûìè âåê-
òîðíûìè ïîëÿìè. Ïðèìåíåíèå âûâåäåííûõ ôîðìóë ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íî-
âûå ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èçâåñòíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè, à òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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