
ISSN � 9125 0912. ÂIÑÍÈÊ ÄÍÓ. Ñåðiÿ "Ìîäåëþâàííÿ". � 8. 2010. Âèï. 2. C. 114�123Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿòà òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüÓÄÊ 517.928: 533.6.013.2ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÎ ÑÓÁÎÏÒÈÌÀËÜÍI ÊÅ�ÓÂÀÍÍßÑÈÑÒÅÌÎÞ ÁÅÍÀ�À Â ÓÇÀ�ÀËÜÍÅÍIÉ ×À�ÓÍÖIÊÓÅÒÒÀ Ï�È �� ÏÅ�ÔÎ�ÀÖI� ÒÎÍÊÈÌÈ ÖÈËIÍÄ�ÀÌÈÂ. Â. �îöóëåíêîIíñòèòóò ïiäïðè¹ìíèöòâà � Ñòðàòåãiÿ�, ì. Æîâòi Âîäè, 52201.E-mail:gosul�ukr.netÄîñëiäæó¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ðóõó â'ÿçêî¨ ðiäèíè â óçàãàëüíåíié ÷à-ðóíöi Êóåòòà ïðè ïåð�îðàöi¨ ¨¨ òîíêèìè öèëiíäðàìè ç óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íîãîòåïëîïiäâîäó, òà íà ¨¨ îñíîâi ïîáóäîâà ñóáîïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ çàäà÷iãðàíè÷íîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ Áåíàðà.Êëþ÷îâi ñëîâà. Óçàãàëüíåíà ÷àðóíêà Êóåòòà, ñèñòåìà Áåíàðà, âàðiàöiéíà çáiæíiñòü, óñå-ðåäíåííÿ, àñèìïòîòè÷íî ñóáîïòèìàëüíå êåðóâàííÿ.1. ÂñòóïÎäíèì iç íàéáiëüø âiäîìèõ ìîäåëüíèõ îá'¹êòiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ ðóõóíåñòèñêóâàíî¨ ðiäèíè ¹ ÷àðóíêà Êóåòòà [3℄. Âiäîìî, ùî äî ìåõàíiçìiâ çáóä-æåííÿ ðóõó ðiäèíè ìîæíà âiäíåñòè ÿê çìiíó íàïîðó (ðiçíèöþ òèñêiâ), òàêi âïëèâ òåïëîïiäâîäó. Çàçâè÷àé ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ãðàâiòàöiéíî¨ êîí-âåêöi¨ ðiäèíè â òàêié ÷àðóíöi ¹ ñèñòåìà íåëiíiéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüòèïó Áåíàðà. Ïðîòå ÷èñåëüíèé òà ÿêiñíèé àíàëiç ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè Áåíà-ðà òà ïîâ'ÿçàíèõ iç íåþ îïòèìiçàöiéíèõ çàäà÷ äîñèòü óñêëàäíåíèé ÷åðåç ¨¨íåëiíiéíiñòü i çàëèøà¹òüñÿ àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ. Ïðîáëåìè ÷èñåëüíîãî ìî-äåëþâàííÿ òàêèõ ïðîöåñiâ ñòàþòü ùå áiëüø ñêëàäíèìè, ÿêùî âèõiäíà îáëàñòüìà¹ ãóñòî ïåð�îðîâàíèé õàðàêòåð. Ïðîòîòèïîì òàêî¨ îáëàñòi ìîæå âèñòóïà-òè óçàãàëüíåíà ÷àðóíêà Êóåòòà, ÿêà ¹ öèëiíäðè÷íèì òiëîì, ïåð�îðîâàíèìâåëèêîþ êiëüêiñòþ òîíêèõ öèëiíäðiâ. Ïðè÷îìó ââàæà¹òüñÿ, ùî êiëüêiñòü öè-ëiíäðiâ òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç ¨õ ïîïåðå÷íèìè ðîçìiðàìè, à ñàìå ç ðîñòîì êiëüêîñòiâíóòðiøíiõ öèëiíäðiâ ¨õ ïîïåðå÷íi ðîçìiðè ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Òîìó áóäü-ÿêàäèñêðåòèçàöiÿ ñèñòåìè Áåíàðà â òàêié îáëàñòi ïðèâîäèòü äî ïîÿâè ñèñòåìè àë-ãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, ðîçìiðíiñòü ÿêî¨ íå äîçâîëÿ¹ êîðåêòíî çàëó÷èòè ÷èñåëüíiïðîöåäóðè íàâiòü íà ñó÷àñíèõ ÅÎÌ.Ó çâ'ÿçêó ç öèì ¹ àêòóàëüíîþ ïðîáëåìà ÿêiñíîãî äîñëiäæåííÿ îïòèìiçà-öiéíèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìè Áåíàðà â òàêèõ ãóñòî ïåð�îðîâàíèõ öèëiíäðè÷íèõîáëàñòÿõ (÷àðóíöi Êóåòòà) òà ìîäåëþâàííÿ ¨õ ñóáîïòèìàëüíèõ õàðàêòåðèñòèêçàëåæíî âiä õàðàêòåðó ïåð�îðàöi¨.2. Âèçíà÷åííÿ òà êëàñè�iêàöiÿ óçàãàëüíåíî¨ ÷àðóíêè ÊóåòòàÏîçíà÷èìî ÷åðåç Ω̃ � îáìåæåíó âiäêðèòó ìíîæèíó â ïðîñòîði R
2 ç äîñòàò-íüî ãëàäêîþ ãðàíèöåþ ∂Ω̃. Íåõàé òàêîæ Ỹ = [−1/2, 1/2)2 , òà Q � êîìïàêòíà© Â. Â. �îöóëåíêî, 2010



ÑÓÁÎÏÒÈÌÀËÜÍÅ ÊÅ�ÓÂÀÍÍß ÑÈÑÒÅÌÎÞ ÁÅÍÀ�À 115ïiäìíîæèíà â Ỹ ç ãëàäêîþ ãðàíèöåþ ∂Q, ïðè÷îìó 0 ∈ intQ, A = B(0, r0) �âiäêðèòà êóëÿ ç öåíòðîì â íóëi êîîðäèíàò òà ðàäióñîì r0 < 1/2. Ïðè öüîìóòàêîæ áóäåìî ââàæàòè, ùî Q ⊂⊂ A. Íåõàé {ε} � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ÷èñåë âèäó ε = N−1, äå N → ∞. Ââåäåìî â ðîçãëÿä òàêi ìíîæèíè:




Θε = {k = (k1, k2) ∈ Z
2 : ε(rεQ+ k) ⊂⊂ Ω̃};

T̃k
ε = ε(rεQ+ k),k ∈ Θε;

T̃ε =
⋃

k∈Θε

T̃k
ε ,Tε = T̃ε × [0, ℓ];

Ω̃ε = Ω̃ \ T̃ε,Ωε = Ω̃ε × (0, ℓ).ßñíî, ùî Ωε = Ω \
[
⋃

k∈Θε

ε(rεQ+ k) × [0, ℓ]

]
, äå Ω = Ω̃ × (0, ℓ). Òóò ℓ � âè-ñîòà ÷àðóíêè Êóåòòà, rε � "ïîïåðå÷íèé ðîçìið" òîíêèõ öèëiíäðiâ. Âiäêðèòàìíîæèíà Ωε â R

3, ÿêà ïåðiîäè÷íî ïåð�îðîâàíà òîíêèìè öèëiíäðàìè Tk
ε =

T̃k
ε × [0, ℓ], íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ÷àðóíêîþ Êóåòòà [8, 1℄. Îñêiëüêè êîæåíiç öèëiíäðiâ Tk

ε óòâîðåíî â ðåçóëüòàòi äi¨ ïåðåòâîðåííÿ ε-ãîìîòåòi¨ çà ïåðøè-ìè äâîìà êîîðäèíàòàìè, Tk
ε = {(x1, x2, x3) : (x1, x2) ∈ ε(rεQ+ k), 0 ≤ x3 ≤ ℓ},òî ïåðiîäîì ïåð�îðàöi¨ ìíîæèíè Ωε ¹ ÷àðóíêà Λ = εỸ × [0, ℓ]. Ïîçíà÷èìî÷åðåç Γε � ãðàíèöþ îáëàñòi Ωε, òîäi:

Γε = Γ1
ε

⋃
Γ2

ε

⋃
Γ3

⋃

k∈Θε

∂̃Tk
ε ,äå Γ1

ε = Ω̃ε × {0}, Γ2
ε = Ω̃ε × {ℓ}, Γ3 = ∂Ω̃ × [0, ℓ], ∂̃Tk

ε� áîêîâà ïîâåðõíÿöèëiíäðà Tk
ε .Ñòðóêòóðà óñåðåäíåííÿ ÿê ãðàíè÷íèõ çàäà÷, òàê i çàäà÷ îïòèìàëüíîãîêåðóâàííÿ ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ C0 = lim

ε→0
σε ïàðàìåòðàïåð�îðàöi¨ σε = ε2 log (1/rε) óçàãàëüíåíî¨ ÷àðóíêè Êóåòòà Ωε. Âèäiëÿþòüñÿòàêi òðè òèïè ïåð�îðàöi¨ óçàãàëüíåíî¨ ÷àðóíêè Êóåòòà: 0 < C0 < +∞ �êðèòè÷íèé òèï (ïåð�îðàöiÿ öèëiíäðàìè êðèòè÷íîãî ðîçìiðó); C0 = +∞ �ïåð�îðàöiÿ òîíêèìè öèëiíäðàìè; C0 = 0� ïåð�îðàöiÿ òîâñòèìè öèëiíäðàìè.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿÍåõàé z∂

ε (x) i b(x) çàäàíi �óíêöi¨, äå ìàëèé ïàðàìåòð ε > 0 íàáóâà¹ �iê-ñîâàíîãî çíà÷åííÿ. Îá'¹êòîì êåðóâàííÿ âèñòóïà¹ íåñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ ïðî-òiêàííÿ â'ÿçêî¨ íåñòèñêóâàíî¨ ðiäèíè â öèëiíäðè÷íî ïåð�îðîâàíié îáëàñòi Ωεç óìîâîþ ïðèëèïàííÿ íà ái÷íié ïîâåðõíi öèëiíäðà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç yε(x) �âåêòîð øâèäêîñòi ïëèíó, pε(x) � òèñê ó ðiäèíi, θε(x) � ¨¨ (áåçðîçìiðíó) òåìïå-ðàòóðó. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî øâèäêiñòü ïëèíó íà âõîäi òà âèõîäi óçàãàëüíåíî¨÷àðóíêè Êóåòòà Ωε ¹ çàäàíîþ, à ïðîöåñ ïðîòiêàííÿ ðiäèíè, ç óðàõóâàííÿìâïëèâó òåìïåðàòóðíèõ ïðîöåñiâ, îïèñó¹òüñÿ çàêîíîì Áåíàðà � �åëåÿ [7℄. Çà-äà÷à êåðóâàííÿ ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi òàêèõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü øâèäêîñòi
~αε =

(
αε

k1
, αε

k2
, ..., αε

kJε

) íà ái÷íèõ ãðàíÿõ òîíêèõ öèëiíäðiâ Tk
ε (çà ðàõóíîê ¨õîñüîâîãî îáåðòàííÿ), ïðè ÿêèõ ïîëå øâèäêîñòåé â Ωε ìàëî á çàäàíi âëàñòè-âîñòi, çîêðåìà, óñïàäêîâóâàëî á âëàñòèâîñòi, áëèçüêi äî çàäàíîãî ðîçïîäiëó
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z∂

ε (x). �ðóíòóþ÷èñü íà ðåçóëüòàòàõ ðîáîòè [7℄, ïðèéìåìî íàñòóïíó ìàòåìà-òè÷íó ìîäåëü ðóõó ðiäèíè â îáëàñòi Ωε:
−∆yε + (yε · ∇)yε = −gradpε + θε

−→
e3, (3.1)

divyε = 0, (3.2)
−∆θε + (yε · ∇) θε = yε · −→e3, (3.3)ç âiäïîâiäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

yε|Γ1
ε

= y1
ε , yε|Γ2

ε
= y2

ε , yε|Γ3 = 0, (3.4)
yε|

∂̃T
kj
ε

= αε
kj
, θε|

∂̃T
kj
ε

= βε
kj

(x)
(
j = 1;Jε

)
, (3.5)

θε|Γ1
ε

= 0, θε|Γ2
ε

= 0, θε|Γ3 = b|Γ3 . (3.6)Âiäíîñíî �óíêöié βε
kj

(x) ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âåêòîð ~βε =
(
βε

k1
, βε

k2
, ..., βε

kJε

) ¹çâóæåííÿì äåÿêî¨ �óíêöi¨ b ∈ H1(Ω) íà ìíîæèíó ∂Ωε.Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñëàáîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i (3.1)�(3.6) ââîäÿòüñÿäî ðîçãëÿäó òàêi �îðìè:
aε (y,v) =

∫

Ωε

∇y : ∇v dx ∀y,v ∈ H1 (Ωε) ,

bε (y, q) = −
∫

Ωε

q divy dx ∀y ∈ H1 (Ωε) , ∀q ∈ L2 (Ωε) ,

cε (y,v,w) =

∫

Ωε

(y · ∇)v ·w dx ∀y,v,w ∈ H1 (Ωε) .Îçíà÷åííÿ 1. [5℄ Òðiéêà �óíêöié (yε, pε, θε) ∈ H1 (Ωε) × L2
0 (Ωε) × H1 (Ωε)íàçèâà¹òüñÿ ñëàáèì ðîçâ'ÿçêîì ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (3.1)�(3.6), ÿêùî âèêîíóþòü-ñÿ ãðàíè÷íi óìîâè (3.4)�(3.6), òà òàêi âàðiàöiéíi ðiâíîñòi:

aε (yε,v) + cε (yε,yε,v) + bε (yε, pε) =

∫

Ωε

θε

(−→e3 · v
)
dx ∀v ∈ H1

0 (Ωε),

bε (yε, q) = 0 ∀q ∈ L2
0 (Ωε) ,∫

Ωε

∇θε · ∇ϕdx+

∫

Ωε

(yε · ∇θε)ϕdx =

∫

Ωε

(−→
e3 · yε

)
ϕdx ∀ϕ ∈ H1

0 (Ωε) .Ôóíêöiþ u ∈ H1
sol (Ωε)∩H2 (Ω) òàêó, ùî u

∣∣∣∣∣∣
Jε⋃

j=1
∂̃T

kj
ε

≡ ~αε, áóäåìî íàçèâàòèïðîòîòèïîì äëÿ âåêòîðà êåðóâàíü ~αε. Äîâåäåìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ âåêòîðà ãðàíè÷íèõ óìîâ ~αε çíàéäåòüñÿ ïðîòîòèï
u ∈ H1

sol(Ωε) ∩ H2(Ω), äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ‖u‖H2(Ω) ≤ γ, ïðèäåÿêîìó γ > 0, òîäi çíàéäåòüñÿ òðiéêà
(yε, pε, θε) ∈

[
H1

sol (Ωε) ∩ H2 (Ωε)
]
×
[
H1 (Ωε) ∩ L2

0 (Ωε)
]
×H1 (Ωε) ,



ÑÓÁÎÏÒÈÌÀËÜÍÅ ÊÅ�ÓÂÀÍÍß ÑÈÑÒÅÌÎÞ ÁÅÍÀ�À 117òàêà, ùî
yε − u |Ωε ≡ yε − uε ∈ H1

0,sol (Ωε) , θε − b |Ωε ≡ θε − bε ∈ H1
0 (Ωε)

aε (yε, υ) + cε (yε,yε,v) =
∫
Ωε

θε
−→e3 · vdx ∀v ∈ H1

0,sol (Ωε),

∇pε = ∆yε − (yε · ∇)yε + θε
−→e3 íà D′ (Ωε) ,

∫
Ωε

∇θε · ∇ϕdx+
∫
Ωε

yε · ∇θεϕdx =
∫
Ωε

−→eε · yεϕdx ∀ϕ ∈ H1
0 (Ωε) .Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó äîâåäåìî [5℄ ìåòîäîì �àëüîðêiíà � ñïî÷àòêóáóäó¹ìî äåÿêèé íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê, à äàëi ïåðåõîäèìî äî ãðàíèöi. Çà�iê-ñó¹ìî äåÿêèé ïðîòîòèï u òà ïîêëàäåìî: uε = u|Ωε

, ŷε = yε − uε. Çàóâàæèìî,ùî, ðîçãëÿäàþ÷è îêðåìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ iç ñèñòåìè (3.3), äå θε ¹ íåâiäîìà�óíêöiÿ, à yε � �iêñîâàíèé åëåìåíò ç ïðîñòîðó H1
sol(Ωε), äëÿ θε [4℄ ìà¹ìîïîäàííÿ θε = b + ℓε (ŷε), äå ℓε : H1

0(Ωε) → H1
0 (Ωε) � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèéîïåðàòîð.Îòæå, äëÿ �óíêöi¨ ŷε ìà¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

−∆ŷε + (ŷε · ∇) ŷε = −∇pε + ℓ̃ε (ŷε) + fε, (3.7)äå ïîêëàäåíî:
ℓ̃ε (ŷε) = ℓε (ŷε)

−→
e3 − (uε · ∇) ŷε − (ŷε · ∇)uε, fε = ∆uε + b−→e3.Ïðîñòið H1

0,sol(Ωε) ¹ ñåïàðàáåëüíèì ÿê çàìêíåíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó
H1

0(Ωε). Òîìó [5℄ iñíó¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà ïîñëiäîâíiñòü �óíêöié {wε,m}m≥1ç ëiíiéíîãî áàãàòîâèäó {v ∈ C∞
0 (Ωε) : divv(x) =

3∑
i=1

∂vi/∂xi = 0 íà Ωε

}, ÿêàòîòàëüíà â ïðîñòîði H1
0,sol(Ωε).Äëÿ êîæíîãî m ≥ 1 âèçíà÷èìî íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ŷε,m ðiâíÿííÿ (3.7)çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü (k = 1;m

):
ŷε,m =

m∑

i=1

ξε
i,mwε,m, ξ

ε
i,m ∈ R, (3.8)

aε (ŷε,m,wε,k) + cε (ŷε,m, ŷε,m,wε,k) =
〈
ℓ̃ε (ŷε,m) ,wε,k

〉
+ 〈fε,wε,k〉 . (3.9)�iâíÿííÿ (3.8)�(3.9) ÿâëÿþòü ñîáîþ ñèñòåìó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíîíåâiäîìèõ {ξε

i,m

}
i=1;m

. Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè âèïëèâà¹ ç ðåçóëü-òàòiâ [5, ñ. 134℄.Òåïåð, ïîìíîæóþ÷è (3.9) íà ξε
i,m, òà ñêëàäàþ÷è îäåðæàíi ðiâíîñòi äëÿ

k = 1, 2, ...,m, áóäåìî ìàòè:
‖ŷε,m‖2

H1
0(Ωε) + cε (ŷε,m, ŷε,m, ŷε,m) =

〈
ℓ̃ε (ŷε,m) , ŷε,m

〉
+ 〈fε, ŷε,m〉 ,çâiäêè, âðàõîâóþ÷è [5℄, ùî cε (ŷε,m, ŷε,m, ŷε,m) = 0, îäåðæó¹òüñÿ àïðiîðíàîöiíêà çâåðõó:

‖ŷε,m‖
H1

0(Ωε)
≤
∥∥∥ℓ̃ε
∥∥∥
L(H1

0(Ωε);H1
0 (Ωε))

+ ‖fε‖L2(Ωε) .



118 Â. Â. �ÎÖÓËÅÍÊÎÂèêîðèñòîâóþ÷è [5, 4℄ òåîðåìó Áàíàõà � Àëàîóãëó, òà òåîðåìè âêëàäåííÿ Ñî-áîë¹âà, ìîæëèâî, ïåðåõîäÿ÷è äî ïiäïîñëiäîâíîñòåé, îäåðæàòè íàñòóïíi ñïiââiä-íîøåííÿ:
ŷε,m → ŷ∗

ε ñëàáêî â H1
0(Ωε) òà ñèëüíî â L2(Ωε) ïðè m→ ∞. (3.10)Âiäêiëÿ âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

cε (ŷε,m, ŷε,m,wε,k) → cε (ŷ∗
ε , ŷ

∗
ε ,wε,k) ïðè m→ ∞, (3.11)

〈
ℓ̃ε (ŷε,m) , ŷε,m

〉
→
〈
ℓ̃ε (ŷ∗

ε) , ŷ
∗
ε

〉
, 〈fε, ŷε,m〉 → 〈fε, ŷ∗

ε〉 ïðè m→ ∞. (3.12)Ç (3.10)�(3.12) âèòiêà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k = 1, 2, ...

aε (ŷ∗
ε ,wε,k) + cε (ŷ∗

ε , ŷ
∗
ε ,wε,k) =

〈
ℓ̃ε (ŷ∗

ε) ,wε,k

〉
+ 〈fε, ŷ∗

ε〉 . (3.13)�iâíiñòü (3.13) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié �óíêöié wε,k.Òàêèì ÷èíîì, (3.13) âèêîíó¹òüñÿ ïðè äîâiëüíîìó wε,k ∈ H1
0,sol(Ωε). Îòæå

ŷ∗
ε � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.7), à �óíêöi¨ yε = ŷ∗

ε + uε òà θε = bε + ℓε (ŷ∗
ε) �ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i (3.1)�(3.6). Ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ãðàäi¹íòà òèñêó

gradpε = ∆yε − (yε · ∇)yε + θε
−→
e3 íà D′ (Ωε)¹, ÿê ïîêàçàíî â [5℄, íàñëiäêîì iñíóâàííÿ çíàéäåíîãî ðîçâ'ÿçêó ŷ∗

ε .Ïåðåéäåìî òåïåð áåçïîñåðåäíüî äî ðîçãëÿäó çàäà÷i îïòèìiçàöi¨. Íåõàé çà-äàíî äîâiëüíi �óíêöi¨ y∗
ε ∈ H1

sol (Ωε)∩H2 (Ω), òà y∗ ∈ H2 (Ω), òàêi, ùî y∗
ε → y∗ñëàáêî â H2 (Ω) ïðè ε→ 0. Ïîêëàäåìî y1

ε = y∗
ε

∣∣
Γ1

ε
, òà y2

ε = y∗
ε

∣∣
Γ2

ε
. �îçãëÿíåìîíàñòóïíó ìíîæèíó äîïóñòèìèõ ãðàíè÷íèõ êåðóâàíü:

U
ε
∂ =




~αε =

(
αε

k1
, ..., αε

kJε

)
∣∣∣∣∣∣∣

αε
k = u|

∂̃Tk
ε
∀k ∈ Θε,

∀u ∈ H1
sol (Ωε) ∩H2 (Ω) , ‖u‖H2(Ω) ≤ γ,

u|Γ1
ε

= y1
ε , u|Γ2

ε
= y2

ε , u|Γ3 = 0.




,(3.14)òà ââåäåìî äî ðîçãëÿäó íàñòóïíèé �óíêöiîíàë:

Iε (~αε,yε, pε, θε) =

∫

Ωε

∣∣∣yε − z∂
ε

∣∣∣
2
dx+

ω ε

rε

Jε∑

j=1

∫

∂̃T
kj
ε

∣∣∣αε
kj

∣∣∣
2
dH2 → inf, (3.15)äå ω > 0 � âàãîâèé êîå�iöi¹íò, z∂

ε , z
∂ ∈ L2(Ω) � àïðiîðíî çàäàíi �óíêöi¨,ïðè÷îìó z∂

ε → z∂ â L2(Ω). Îäåðæàíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.14)�(3.15) óìîâíî ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì (Pε).Îçíà÷åííÿ 2. ×åòâiðêó (~αε,yε, pε, θε) áóäåìî íàçèâàòè ïðèïóñòèìîþ (àáîïðèïóñòèìèì ðîçâ'ÿçêîì) çàäà÷i (Pε), ÿêùî ~αε ∈ U
ε
∂ , ~βε = b |Ωε , b ∈ H1(Ω), òàòðiéêà (yε, pε, θε) ¹ äåÿêèì ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (3.1)�(3.6).



ÑÓÁÎÏÒÈÌÀËÜÍÅ ÊÅ�ÓÂÀÍÍß ÑÈÑÒÅÌÎÞ ÁÅÍÀ�À 119Çàäà÷à ãðàíè÷íîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (Pε) çâîäèòüñÿ äî àíàëiçóåêâiâàëåíòíî¨ çàäà÷i óìîâíî¨ ìiíiìiçàöi¨ �óíêöiîíàëà (3.15) íà ìíîæèíi ïðè-ïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ:
Ξε =





(~αε,yε, pε, θε)

∣∣∣∣∣∣∣∣

~αε ∈ U
ε
∂ , θε − b ∈ H1

0 (Ωε) ,
yε − uε ∈ H1

0,sol (Ωε) , ïðè÷îìó òðiéêà
(yε, pε, θε) ∈ H1

sol (Ωε) × L2
0 (Ωε) ×H1 (Ωε) −¹ ñëàáèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)�(3.6) 



,(3.16)ÿêó íàäàëi óìîâíî áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì

〈
inf

(~αε,yε,pε,θε)∈Ξε

Iε(~αε,yε, pε, θε)

〉
. (3.17)Âðàõîâóþ÷è [8℄ çàìêíåíiñòü òà îáìåæåíiñòü ìíîæèíè ïðèïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ(3.16), íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó òà ðiâíîìiðíó êîåðöèòèâíiñòü �óíêöiîíàëà(3.15), ÿê íàñëiäîê [4℄ ìà¹ìî, ùî çàäà÷à (3.17) ¹ ðîçâ'ÿçóâàíîþ òîäi i òiëüêèòîäi, êîëè ìíîæèíà ïðèïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ Ξε ¹ íå ïîðîæíüîþ ïðè áóäü-ÿêèõçíà÷åííÿõ ε > 0. Îá'¹äíóþ÷è öåé �àêò iç òåîðåìîþ 1, îäåðæó¹ìî òâåðäæåí-íÿ ïðî iñíóâàííÿ ïðèïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ(3.14)�(3.15).Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (Pε) ¹ ðîçâ'ÿçóâàíîþ ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åííi ε > 0.4. Ôîðìàëiçàöiÿ çàäà÷i (Pε) â òåðìiíàõ ñèíãóëÿðíèõ ìiðÍàøà ãîëîâíà ìåòà � ïîáóäîâà íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ãðàíè÷íîãîîïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (Pε). Äàëi áóäóòü âèçíà÷åíi òàê çâàíi àñèìïòîòè÷íîñóáîïòèìàëüíi êåðóâàííÿ, îäíi¹þ ç îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé ÿêèõ ¹ ïîëiïøåí-íÿ âiäïîâiäíèõ ¨ì íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðè ε → 0. Öi êåðóâàííÿ áóäåìîâèçíà÷àòè ÷åðåç ðîçâ'ÿçêè óñåðåäíåíî¨ (w- ãðàíè÷íî¨) çàäà÷i.Äëÿ iäåíòè�iêàöi¨ ãðàíè÷íîãî åëåìåíòà ïîñëiäîâíîñòi ïðèïóñòèìèõ ðîç-â'ÿçêiâ çàäà÷ (Pε) ïðè ε → 0 ââåäåìî äî ðîçãëÿäó êëàñ ñèíãóëÿðíèõ ïåðiî-äè÷íèõ ìið Áîðåëÿ dηr ç ÷àðóíêîþ ïåðiîäè÷íîñòi Y = [−1/2; 1/2)3, ùî ñêîí-öåíòðîâàíi íà áàãàòîâèäi ∂Qr × [−1/2; 1/2), òà äëÿ áóäü-ÿêî¨ ãëàäêî¨ �óíêöi¨

g(x) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
∫

Y

g (x)dηr (x) = r |∂Q|−1
H

∫

∂Qr×[−1/2;1/2)

g(x)dH2,äå dH2 � ìiðà Õàóñäîð�à. Äàëi, ðîçãëÿäàþ÷è ìiðè ηrε
ε (B) = ε3ηrε

(
ε−1B

) äëÿáóäü-ÿêî¨ áîðåëåâî¨ ìíîæèíè B ⊂ R
3, â [1℄ ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïðî-òîòèïó uε(x) âåêòîðà êåðóâàíü ~αε =
(
αε

k1
, αε

k2
, ..., αε

kJε

) ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü
ωε

rε

Jε∑

j=1

∫

∂̃T
kj
ε

∣∣∣αε
kj

∣∣∣
2
dH2 = ω |∂Q|H

∫

Ω

|uε|2dηrε
ε ,



120 Â. Â. �ÎÖÓËÅÍÊÎäå |∂Q|H � ìiðà Õàóñäîð�à áàãàòîâèäó ∂Q. Òàêèì ÷èíîì, �óíêöiîíàë (3.15)ìîæíà ïîäàòè â åêâiâàëåíòíié �îðìi:
Iε (~αε,yε, pε, θε) =

∫

Ωε

∣∣∣yε − z∂
ε

∣∣∣
2
dx+ ω |∂Q|H

∫

Ω

|uε|2dηrε
ε . (4.1)Îçíà÷åííÿ 3. [8, 1℄. Ïîñëiäîâíiñòü äîïóñòèìèõ ãðàíè÷íèõ êåðóâàíü

{~αε ∈ Uε}ε>0

wa � çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ �óíêöi¨ a0, ÿêùî çíàéäåòüñÿ ¨¨ ïîñëiäîâíiñòü ïðî-òîòèïiâ {uε ∈ H2(Ω) ∩ L2(Ω, dη
r(ε)
ε )

}, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî a0 ñëàáêî â H2(Ω).Îçíà÷åííÿ 4. [8, 1℄ Ïîñëiäîâíiñòü äîïóñòèìèõ ãðàíè÷íèõ êåðóâàíü
{~αε ∈ Uε}ε>0

wb � çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ �óíêöi¨ b0 ∈ L2(Ω), ÿêùî çíàéäåòüñÿ ¨¨ ïîñëiäîâ-íiñòü ïðîòîòèïiâ {uε ∈ H2(Ω) ∩ L2(Ω, dη
r(ε)
ε )

}
ε>0

, ùî çáiãà¹òüñÿ äî b0 ñëàáêîâ L2(Ω, dηr
ε).Çâ'ÿçîê òà êîðåêòíiñòü íàâåäåíèõ âèùå wa i wb çáiæíîñòåé ãàðàíòó¹òüñÿòàêèì òâåðäæåííÿì [1℄: áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü ïðèïóñòèìèõ ãðàíè÷íèõ êå-ðóâàíü {~αε ∈ Uε}ε>0 ìiñòèòü ïiäïîñëiäîâíiñòü, äëÿ ÿêî¨ ¨¨ wa i wb ãðàíèöi ¹ðiâíèìè ìàéæå ñêðiçü ó Ω, ïðè÷îìó äîâiëüíà òàêà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ïåðåäêîì-ïàêòíîþ âiäíîñíî wa çáiæíîñòi.Îçíà÷åííÿ 5. [8, 1℄. Ïîñëiäîâíiñòü ïðèïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ

{(~αε,yε, pε, θε) ∈ Ξ ε}ε>0

w� çáiãà¹òüñÿ äî ÷åòâiðêè (u,y, p, θ) ∈ H2(Ω) × H1(Ω) × L2
0(Ω) × H1(Ω) ïðè

ε→ 0 (â ñèìâîëüíîìó çàïèñi w−Lim
ε→0

(~αε,yε, pε, θε) = (u,y, p, θ)), ÿêùî çíàé-äåòüñÿ âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü ïðîòîòèïiâ {(uε, y̆ε, p̆ε, θ̆ε) ∈ Ξ̂ ε

}
ε>0

, ÿêà çái-ãà¹òüñÿ äî ÷åòâiðêè �óíêöié (u,y, p, θ) â òàêîìó ñåíñi : (i) uε
wa−→ u â H2(Ω);(ii) p̆ε ⇀ p â L2

0(Ω); (iii) y̆ε ⇀ y â H1(Ω) ; (iiii) θ̆ε ⇀ θ â H1(Ω).Òóò ñèìâîëîì "� " ïîçíà÷åíî äiþ âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðà ïðîäîâæåííÿâ ìíîæèíó Ω, iñíóâàííÿ ÿêîãî ¹ íàñëiäêîì ñèëüíî¨ çâ'ÿçíîñòi [2℄ ìíîæèíè
Ωε. Âiäíîñíî w-çáiæíîñòi ïðè äîâiëüíié ïåð�îðàöi¨ ìíîæèíè Ωε ìà¹ ìiñöåðåçóëüòàò [1℄.Òåîðåìà 3. Íåõàé {(~αε,yε, pε, θε) ∈ Ξ ε}ε>0 � ïîñëiäîâíiñòü ïðèïóñòèìèõðîçâ'ÿçêiâ äëÿ çàäà÷ {(Pε)}ε>0. Òîäi iñíóþòü ïiäïîñëiäîâíiñòü

{(~αε′ ,yε′ , pε′ , θε′)}ε′>0òà ÷åòâiðêà �óíêöié (u,y, p, θ) ∈ H2(Ω) × H1(Ω) × L2
0(Ω) × H1(Ω) òàêi,ùî ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü w − Lim

ε→0
(~αε,yε, pε, θε) = (u,y, p, θ), òà ìà¹ ìiñöåâêëþ÷åííÿ y − u ∈ H1

0,sol(Ω).



ÑÓÁÎÏÒÈÌÀËÜÍÅ ÊÅ�ÓÂÀÍÍß ÑÈÑÒÅÌÎÞ ÁÅÍÀ�À 1215. Àñèìïòîòè÷íî ñóáîïòèìàëüíi êåðóâàííÿ â óçàãàëüíåíié÷àðóíöi Êóåòòà�îëîâíå ïèòàííÿ, ÿêå ìè ðîçãëÿäà¹ìî â öüîìó ðîçäiëi, òîðêà¹òüñÿ âèâ÷åí-íÿ íàáëèæåíü äî îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i ãðàíè÷íîãî îïòè-ìàëüíîãî êåðóâàííÿ (Pε) äëÿ áóäü-ÿêîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà ε > 0. Çîñåðåäèìîíàøó óâàãó íà âèâ÷åííi ñóáîïòèìàëüíèõ êåðóâàíü, ÿêi ç àïðiîðíî çàäàíîþòî÷íiñòþ ìiíiìiçóþòü ïî÷àòêîâèé �óíêöiîíàë Iε(u
sub
ε ,y sub

ε , psub
ε , θsub

ε ).Äëÿ öüîãî ââåäåìî òàêå âèçíà÷åííÿ:Îçíà÷åííÿ 6. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî �óíêöiÿ ~α sub
ε =

(
αsub

k1
, αsub

k2
, ..., αsub

kJε

) ¹àñèìïòîòèòè÷íî ñóáîïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì äëÿ çàäà÷i (Pε), ÿêùî
αsub

kj
∈ H1/2(∂̃T

kj
ε ),

∫

∂̃T
kj
ε

n · αsub
kj

dH2 = 0, ∀ = 1, . . . Jε, (5.1)i äëÿ áóäü-ÿêîãî δ > 0 çíàéäåòüñÿ ε0 > 0 òàêå, ùî
∣∣∣∣ inf
(~αε,yε pε,θε)∈Ξε

Iε(~αε,yε, pε, θε) − Iε(~α
sub
ε ,y sub

ε , psub
ε , θsub

ε )

∣∣∣∣ < δ ∀ ε < ε0, (5.2)äå y sub
ε = yε(~α

sub
ε ), psub

ε = pε(~α
sub
ε ), θ sub

ε = θε(~α
sub
ε ) � ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i(3.14)�(3.15), ùî âiäïîâiäà¹ äîïóñòèìîìó êåðóâàííþ ~αε = ~α sub

ε .Äëÿ ïîáóäîâè ñóáîïòèìàëüíèõ êåðóâàíü áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïiäõiä,çàñíîâàíèé íà âàðiàöiéíié w-çáiæíîñòi çàäà÷ óìîâíî¨ ìiíiìiçàöi¨. Áåðó÷è öåäî óâàãè, âèâ÷èìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó çàäà÷i (Pε) êîëè ε → 0. Ïîäàìîçàäà÷ó (Pε) ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà ε ó �îðìi íàñòóïíî¨ ïîñëiäîâíî-ñòi çàäà÷ óìîâíî¨ ìiíiìiçàöi¨:
{〈

inf
(~αε,yε,pε,θε)∈Ξε

Iε(~αε,yε, pε, θε)

〉 }

ε>0

. (5.3)Îñíîâíi âëàñòèâîñòi âàðiàöiéíî¨ w-ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i
〈

inf
(u,y,p,θ)∈Ξ0

I0(u,y, p, θ)

〉 (5.4)äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (5.3) íàâåäåíi â íàñòóïíié òåîðåìi (äèâ., [9, 8, 10, 11℄).Òåîðåìà 4. Íåõàé çàäà÷à (5.4) ¹ âàðiàöiéíîþ w-ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (5.3).Íåõàé òàêîæ {
(α0

ε,y
0
ε , p

0
ε , θ

0
ε ) ∈ Ξε

}
ε>0

� ïîñëiäîâíiñòü îïòèìàëüíèõ ðîç-â'ÿçêiâ çàäà÷ (Pε). Òîäi iñíó¹ íàáið (u0,y0, p 0, θ 0) ∈ Ξ0 òàêèé, ùî
w − Lim

ε→0
(~αε,yε, pε, θε) = (u,y, p, θ) , (5.5)

inf
(u,y,p,θ)∈Ξ0

I0(u,y, p, θ) = I0

(
u0,y0, p 0, θ 0

)
=

= lim
ε→0

inf
(αε,yε,pε,θε)∈Ξε

Iε(~αε,yε, pε, θε), (5.6)
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ε→0

Ξε = Ξ0 � ãðàíèöÿ â ñåíñi Êóðàòîâñüêîãî [6℄ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí
{Ξε}ε>0, I0 : Ξ0 → R � âàðiàöiéíà S-ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi �óíêöiîíàëiâ(4.1), áiëüøå òîãî [1℄,

I0(u,y, p, θ) =

∫

Ω

|y − z∂ |2dx+ ω|∂Q|H
∫

Ω

|u|2dx, (5.7)çà óìîâè, ùî z∂
ε → z∂ ñèëüíî â L2(Ω).Ñòðóêòóðà ñóáîïòèìàëüíèõ êåðóâàíü, âèçíà÷åíèõ â îçíà÷åííi 6, îäåðæàíàâ íàñòóïíié òåîðåìi [1℄.Òåîðåìà 5. Íåõàé ÷åòâiðêà (u0,y0, p0, θ0) ∈ Ξ0 ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì

w-óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (5.4). Òîäi iñíó¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð Λε :
H1

sol(Ω) 7→ H1
sol(Ωε), òàêèé, ùî �óíêöiÿ

~α sub
ε =

(
αsub

k1
, αsub

k2
, ..., αsub

kJε

)
= Λε(u

0)
∣∣
∂Ωε

(5.8)¹ àñèìïòîòè÷íî ñóáîïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì äëÿ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (Pε) âñåíñi îçíà÷åííÿ 6.Çàóâàæåííÿ 1. Â ïðàöi [1℄ äëÿ êðèòè÷íîãî âèïàäêó 0 < C0 < ∞ ïåð�î-ðàöi¨ óçàãàëüíåíî¨ ÷àðóíêè Êóåòòà Ωε áóëî äîâåäåíî, ùî w-ãðàíè÷íà çàäà÷àóìîâíî¨ ìiíiìiçàöi¨ (5.4) äî ïîñëiäîâíîñòi çàäà÷ ãðàíè÷íîãî îïòèìàëüíîãî êå-ðóâàííÿ (Pε) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà òàêîæ ó âèãëÿäi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî,àëå ðîçïîäiëåíîãî êåðóâàííÿ Äiðiõëå u ∈ U =
{
u ∈ H2(Ω) : ‖u‖H2(Ω) ≤ γ

}ïî âñié îáëàñòi Ω ñèñòåìîþ Áiðêìàíà, ÿêà îïèñó¹òüñÿ êðàéîâîþ çàäà÷åþ
−△y +

2π

C0
(y − u) + (y · ∇)y + ∇p = θ−→e3 â Ω; (5.9)

divy = 0 â Ω; (5.10)
y|∂Ω = u|∂Ω; (5.11)

−∆θ +
2π

C0
(θ − b) + y · ∇θ = y · −→e3; (5.12)
θ|∂Ω = b|∂Ω. (5.13)òà öiëüîâèì �óíêöiîíàëîì (5.7).Òàêèì ÷èíîì, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè C0 → +∞ ó âàðiàöiéíié ïîñòà-íîâöi ðiâíÿíü (5.9) i (5.12) òà âðàõîâóþ÷è ñòðóêòóðó ãðàíè÷íîãî �óíêöiîíàëà(5.7), ó âèïàäêó ïåð�îðàöi¨ óçàãàëüíåíî¨ ÷àðóíêè Êóåòòà òîíêèìè öiëiíäðà-ìè, ìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:Òåîðåìà 6. Íåõàé C0 = +∞, òîäi çàäà÷à (5.4), ÿêà ¹ âàðiàöiéíîþ w-ãðàíèöåþïîñëiäîâíîñòi çàäà÷ óìîâíî¨ ìiíiìiçàöi¨ (5.3), ùî âiäïîâiäàþòü çàäà÷àì îï-òèìàëüíîãî êåðóâàííÿ {(Pε)}ε>0, ìîæå áóòè ïîäàíà ÿê íàñòóïíà içîïåðè-ìåòðè÷íà çàäà÷à âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ:ìiíiìiçóâàòè iíòåãðàë

∫

Ω

|u (x)|2 dx→ inf, (5.14)
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u ∈ H2 (Ω)

∣∣∣∣∣∣

‖u‖H2(Ω) ≤ γ,∇ · u = 0 íà Ω,

u|Γ1 = y∗|Γ1 , u|Γ2 = y∗|Γ2 , u|Γ3 = 0,
y∗ · n = 0 íà Γ1 ∪ Γ2



 . (5.15)6. ÂèñíîâêèÂñòàíîâëåíî, ùî ó âèïàäêó ïåð�îðàöi¨ óçàãàëüíåíî¨ ÷àðóíêè Êóåòòà Ωεòîíêèìè öèëiíäðàìè (òîáòî ïðè C0 = +∞), w-ãðàíè÷íîþ çàäà÷åþ (çà äîïî-ìîãîþ ÿêî¨ áóäóþòüñÿ ïðîïîíîâàíi àñèìïòîòè÷íî ñóáîïòèìàëüíi êåðóâàííÿ)äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.14)�(3.15) ¹ içîïåðèìåòðè÷íà çàäà÷à(5.14)�(5.15) âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â îäíîðiäíié îáëàñòi
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