
ISSN � 9125 0912. ÂIÑÍÈÊ ÄÍÓ. Ñåðiÿ "Ìîäåëþâàííÿ". � 8. 2010. Âèï. 2. C. 103�113Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿòà òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüÓÄÊ 517.91ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁÙÅÅ �ÅØÅÍÈÅÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÕÈËËÀÂ. À. ÎñòàïåíêîÄíåïðîïåòðîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Îëåñÿ �îí÷àðà,Äíåïðîïåòðîâñê 49010.�àññìàòðèâàåòñÿ íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Õèëëà, â êîòîðîì êîý��èöèåíòûè ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè �óíêöèÿìè îäíîãî è òîãî æå ïåðèî-äà T . Ïîêàçàíî, ÷òî òîëüêî íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîãóòáûòü ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäîì T . Â òî æå âðåìÿ óäàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî ïðèîïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíî-ãî óðàâíåíèÿ Õèëëà ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì, êðàòíûì T . Ïî-ëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îáùåå ðåøåíèåíåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Õèëëà ñòàëî ïåðèîäè÷åñêèì. �àçðàáîòàí àëãîðèòì÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ñî-îòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Õèëëà. Ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìîùüþ ýòîé�óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ïîëó÷èòü îáùåå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèåíåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Õèëëà. Óêàçàíû íåêîòîðûå ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíå-íèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå.Êëþ÷åâûå ñëîâà. Óðàâíåíèå Õèëëà, ïåðèîäè÷åñêîå îáùåå ðåøåíèå, àëãîðèòì ÷èñëåííî-ãî ðåøåíèÿ.ÂâåäåíèåÂ èíæåíåðíîé ïðàêòèêå íåðåäêî âîçíèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ íåîá-õîäèìîñòüþ îáåñïå÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ ðàáîòû ðàçëè÷íûõ ìåõà-íèçìîâ è óñòðîéñòâ. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ òàêèõ ìåõàíèçìîâíîñÿò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Èíûìè ñëîâàìè, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â òàêèõ çà-äà÷àõ ðàç îò ðàçà ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíÿòüñÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêèõìåõàíèçìîâ ìîæíî íàçâàòü âèáðàöèîííûå êëàññè�èêàòîðû [1℄. Â ýòîé êîí-ñòðóêöèè æåñòêàÿ ðàìà êëàññè�èêàòîðà ïðèâîäèòñÿ â êîëåáàòåëüíîå äâèæå-íèå ñ ïîìîùüþ äåáàëàíñíûõ âèáðàòîðîâ. Âäîëü ðàìû íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõðàñïîëîæåíû æåñòêî ñâÿçàííûå ñ íåé îñè âàëêîâ. Âàëêè ñâîáîäíî ïîñàæåíûíà îñè. Ïîä äåéñòâèåì âèáðàòîðîâ ðàìà è âìåñòå ñ íåé è îñè âàëêîâ ñîâåðøà-þò äâèæåíèå ïî ýëëèïòè÷åñêîé èëè, â ÷àñòíîñòè, ïî êðóãîâîé òðàåêòîðèè ââåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè [1� 4℄. Ïðè ýòîì ïîä äåéñòâèåì ñèë èíåðöèè â äâèæå-íèå ïðèâîäÿòñÿ òàêæå âàëêè, ïåðåêàòûâàÿñü ïî îñÿì áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.Â [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåêàòûâàíèå âàëêîâ ïî îñÿì ïðîèñõîäèò ñ óãëîì çàïàç-äûâàíèÿ α ïî îòíîøåíèþ ê óãëó ïîâîðîòà ðàìû êëàññè�èêàòîðà ψ. Ñ òî÷êèçðåíèÿ êà÷åñòâåííîé ðàáîòû êëàññè�èêàòîðà âàæíî âûäåðæèâàòü ïîñòîÿí-íûé çàçîð ìåæäó âàëêàìè. À ýòî çíà÷èò, ÷òî âðàùåíèÿ âàëêîâ äîëæíû áûòü
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104 Â. À. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎïåðèîäè÷åñêèìè. Óðàâíåíèå äëÿ óãëà çàïàçäûâàíèÿ ïðè âðàùåíèè âàëêîâèìååò âèä [4℄:
d2α(t)

dt2
= −p(t) sinα(t) + ε cos(ψ(t) − α(t)).Â ýòîì óðàâíåíèè ε − ìàëûé ïàðàìåòð. Ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêî-ãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüíåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé òèïà Õèëëà, èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ êîý��è-öèåíòû ðàçëîæåíèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿìîæåò áûòü ïåðèîäè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîý��èöèåíòûàñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ áóäóò ïåðèîäè÷åñêèìè �óíêöèÿìè îäíîãî èòîãî æå ïåðèîäà. Ó÷èòûâàÿ îòìå÷åííóþ âûøå íåîïðåäåëåííîñòü íà÷àëüíûõóñëîâèé, à òàêæå òîò �àêò, ÷òî âñå ìíîãî÷èñëåííûå âàëêè äîëæíû ñîâåð-øàòü ïåðèîäè÷åñêèå âðàùåíèÿ, î÷åíü âàæíî, ÷òîáû ðåøåíèå ðàññìàòðèâàå-ìîãî óðàâíåíèÿ áûëî ïåðèîäè÷åñêèì ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. À ýòîçíà÷èò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå êàæäîãî èç óðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ àñèìï-òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äîëæíî áûòü ïåðèîäè÷åñêèì. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïî-ñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îáùååðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Õèëëà áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåîä-íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Õèëëà:̈

z(t) + q(t)z(t) = F (t), (1.1)â êîòîðîì �óíêöèè q(t) è F (t) ÿâëÿþòñÿ 2π
ω ïåðèîäè÷åñêèìè. Âîçíèêàåò çàäà-÷à: âûáðàòü ïàðàìåòðû â óðàâíåíèè (1.1) òàê, ÷òîáû ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿáûëî ïåðèîäè÷åñêèì íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.2. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ÕèëëàÑ öåëüþ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ðàññìîòðèì, ïðåæäå âñåãî, îäíîðîäíîåóðàâíåíèå Õèëëà, ñîîòâåòñòâóþùåå (1.1):

z̈(t) + q(t)z(t) = 0. (2.1)�åøèâ äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) äâå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
z1(0) = 1; ż1(0) = 0; z2(0) = 0; ż2(0) = 1, (2.2)ïîëó÷èì äâå �óíêöèè z1(t) è z2(t). Ýòè ðåøåíèÿ áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû-ìè, òàê êàê äëÿ íèõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî

W (t) = W (0) =

∣∣∣∣
z1(0) z2(0)
ż1(0) ż2(0)

∣∣∣∣ = 1. (2.3)�àñïîëàãàÿ �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) z1(t) è z2(t),ìîæíî ëþáîå åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå âûðàçèòü â âèäå:
z(t) = C1z1(t) + C2z2(t) (2.4)



ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÁÙÅÅ �ÅØÅÍÈÅ 105ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè C1 è C2. Ýòè ïîñòîÿííûå îïðåäåëÿþòñÿ èçíà÷àëüíûõ óñëîâèé
z(0) = y0; ż(0) = y1, (2.5)òî åñòü ÷àñòíîå ðåøåíèå ñ ó÷åòîì (2.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:
z(t) = y0z1(t) + y1z2(t). (2.6)Ôóíêöèè z1(t) è z2(t) â îáùåì ñëó÷àå íå áóäóò 2π

ω ïåðèîäè÷åñêèìè �óíê-öèÿìè. Óñòàíîâèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ y0 è y1 ðåøåíèå (2.6) áóäåò 2π
ω ïåðèî-äè÷åñêîé �óíêöèåé t. Òàê êàê êîý��èöèåíòû â óðàâíåíèè (2.1) ÿâëÿþòñÿ 2π

ωïåðèîäè÷åñêèìè �óíêöèÿìè, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíèòüóñëîâèÿ [6℄
z(

2π

ω
) = z(0); ż(

2π

ω
) = ż(0). (2.7)Îòñþäà, (2.5) è (2.6), ñëåäóåò:

(z1(
2π

ω
) − 1)y0 + z2(

2π

ω
)y1 = 0; ż1(

2π

ω
)y0 + (ż2(

2π

ω
) − 1)y1 = 0. (2.8)Ïðè íóëåâîì ðåøåíèè ñèñòåìû (2.8) ÷àñòíîå ðåøåíèå (2.6) ñòàíîâèòñÿ òðè-âèàëüíûì. Ïîýòîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî 2π

ω ïåðèîäè÷åñêîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî îáðàùåíèå â íóëü îïðåäå-ëèòåëÿ ñèñòåìû (2.8), òî åñòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà
∣∣∣∣
z1(

2π
ω ) − 1 z2(

2π
ω )

ż1(
2π
ω ) ż2(

2π
ω ) − 1

∣∣∣∣ = 0. (2.9)Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (2.3) äëÿ îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî óðàâíåíèå (2.9) ìî-æåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:
1 − 2L+W (

2π

ω
) = 0,ãäå îáîçíà÷åíî

2L = z1(
2π

ω
) + ż2(

2π

ω
). (2.10)×èñëî L íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîñòîÿííîé Ëÿïóíîâà [5℄ è äî-ñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè àíàëèçå ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé è èõ óñòîé÷èâîñòè. Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåòðèâèàëüíûå

2π
ω ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ïðè
L = 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.9) ñèñòåìà (2.8) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëîðåøåíèé âèäà y1 = ky0, êîòîðûì áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òàêæå áåñêîíå÷íîåêîëè÷åñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé (2.6). Îäíàêî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè ðå-øåíèÿ áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïîýòîìó �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèéóðàâíåíèÿ (2.1) áóäåò ñîäåðæàòü ðåøåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ 2π

ω ïåðèîäè÷åñêèì.Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) íå ìîæåò áûòü 2π
ω ïåðèîäè-÷åñêîé �óíêöèåé. Ïðè L 6= 1 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1) íå ìîæåò áûòü 2π

ωïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïîñòðîèòü�óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1), íî óæåïåðèîäà, îòëè÷íîãî îò 2π
ω . Äëÿ ýòîãî ïðîâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ.



106 Â. À. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎÍà îñíîâå �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) z1(t) è z2(t)ñòðîèòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäà (2.4). Îñóùåñòâëÿåòñÿñäâèã ýòîé �óíêöèè íà 2π
ω :

z(t+
2π

ω
) = C1z1(t+

2π

ω
) + C2z2(t+

2π

ω
). (2.11)Òàê êàê êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (2.1) 2π

ω ïåðèîäè÷íû ïî t, ñäâèã â ýòîìóðàâíåíèè íà 2π
ω íå èçìåíèò âèä ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó �óíêöèÿ (2.11)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1). Â ñâîþ î÷åðåäü, �óíêöèè z1(t) è z2(t)òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.1), è ïîýòîìó ïðè ñäâèãå íà 2π

ω îíèîñòàíóòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.1). Ïîýòîìó èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå(2.4) ñ íåêîòîðûìè ÷àñòíûìè çíà÷åíèÿìè êîíñòàíò C1 è C2:
z1(t+

2π

ω
) = a11z1(t) + a12z2(t); z2(t+

2π

ω
) = a21z1(t) + a22z2(t). (2.12)Ïîäñòàâëÿÿ (2.12) â (2.11), ïîëó÷èì:

z(t+
2π

ω
) = (C1a11 + C2a21)z1(t) + (C1a12 + C2a22)z2(t). (2.13)Ââåäåì ïàðàìåòð σ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

C1a11 + C2a21 = σC1; C1a12 + C2a22 = σC2, (2.14)ýêâèâàëåíòíûõ ðàâåíñòâàì
(a11 − σ)C1 + a21C2 = 0; a12C1 + (a22 − σ)C2 = 0. (2.15)Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå (2.11) áûëî íåòðèâèàëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-íî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (2.14) áûë ðàâåí íóëþ:

∣∣∣∣
a11 − σ a21

a12 a22 − σ

∣∣∣∣ = 0. (2.16)Èç (2.12) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.2) ïîëó÷àåì:
z1(

2π

ω
) = a11; ż1(

2π

ω
) = a12; z2(

2π

ω
) = a21; ż2(

2π

ω
) = a22.Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (2.16) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

∣∣∣∣
z1(

2π
ω ) − σ z2(

2π
ω )

ż1(
2π
ω ) ż2(

2π
ω ) − σ

∣∣∣∣ = σ2 − 2Lσ + 1 = 0. (2.17)Ñ ó÷åòîì (2.14) ðàâåíñòâî (2.13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
z(t+

2π

ω
) = σz(t). (2.18)Ïîëàãàþò σ = e

2π
ω

µ è ââîäÿò �óíêöèþ
U(t) = e−µtz(t). (2.19)
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U(t+

2π

ω
) = e−µ(t+ 2π

ω
)z(t+

2π

ω
) =

= e−µte−
2π
ω

µz(t+
2π

ω
) = e−µte−

2π
ω

µσz(t) = e−µtz(t) = U(t),òî åñòü ââåäåííàÿ ðàâåíñòâîì (2.19) �óíêöèÿ U(t) ïðè âûïîëíåíèè îòíîñè-òåëüíî z(t) ðàâåíñòâà (2.18) îêàçûâàåòñÿ 2π
ω ïåðèîäè÷åñêîé. Ïðè ýòîì èñïîëü-çîâàííàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå �óíêöèÿ z(t) ñòðîèòñÿ â âèäå (2.4) ñ ïîñòîÿí-íûìè C1 è C2, îïðåäåëÿåìûìè èç ñèñòåìû (2.15) ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà(2.16). Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (2.1) ñ ïåðèîäè÷åñêè-ìè êîý��èöèåíòàìè èìååò ðåøåíèå âèäà:

z(t) = eµtU(t), (2.20)ãäå U(t) �- ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïåðèîäà 2π
ω �óíêöèÿ. Ïðè÷åì èç (2.15) ñëåäóåò,÷òî

C2 = −z1(
2π
ω ) − σ

z2(
2π
ω )

C1 = − ż1(
2π
ω )

ż2(
2π
ω ) − σ

C1, (2.21)ãäå σ � êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.17). Êîðíè óðàâíåíèÿ (2.17) èìåþò âèä:
σ1,2 = L±

√
L2 − 1, (2.22)ïîýòîìó ïðè L 6= 1 óðàâíåíèå (2.17) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ: σ1 è σ2.Ïîýòîìó è ðàâåíñòâ (2.21) áóäåò äâà:

C12 = h1C11; C22 = h2C12, (2.23)ãäå îáîçíà÷åíî
h1 = −z1(

2π
ω ) − σ1

z2(
2π
ω )

h2 = −z1(
2π
ω ) − σ2

z2(
2π
ω )

. (2.24)Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâàì (2.23) îòâå÷àþò äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) âèäà(2.4):
η1(t) = C11 (z1(t) + h1z2(t)) ; η2(t) = C12 (z1(t) + h2z2(t)) . (2.25)Âû÷èñëèâ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî îò ðåøåíèé (2.25), ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òîâñëåäñòâèå h1 6= h2, �óíêöèè (2.25) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, òî åñòüîáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1). Ïðè ýòîì îáåýòè �óíêöèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå (2.20):

η1(t) = eµ1tU1(t); η2(t) = eµ2tU2(t). (2.26)ãäå U1(t) è U2(t) � 2π
ω ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè,

µi =
ω

2π
lnσi, i = 1, 2. (2.27)



108 Â. À. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎÏðè |L| > 1, êàê ñëåäóåò èç (2.22) îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ (2.17) áóäóò âå-ùåñòâåííûìè è ðàçëè÷íûìè. Ïîýòîìó è µ1 è µ2 áóäóò âåùåñòâåííû. À ïðèâåùåñòâåííûõ µ1 è µ2 �óíêöèè (2.26) íå ìîãóò áûòü ïåðèîäè÷åñêèìè. Êðîìåòîãî, ïî òåîðåìå Âèåòà σ1 ·σ2 = 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî îäèí èç êîðíåé, íàïðèìåð
σ1, áóäåò ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû, à äðóãîé, σ2 , ìåíüøå åäèíèöû ïî ìî-äóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî µ1 áóäåò ïîëîæèòåëüíûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì.Ïîýòîìó �óíêöèÿ η1(t) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t→ ∞ .Òàêèì îáðàçîì, ïðè |L| > 1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õèëëà (2.1) ÿâëÿåòñÿ íå-ïåðèîäè÷åñêèì è, ê òîìó æå, íåóñòîé÷èâûì. Ïðè |L| = 1 óðàâíåíèå (2.16)èìååò êîðåíü σ êðàòíîñòè 2, ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî îäíà �óíêöèÿ η1(t),èìåþùàÿ âèä (2.12) è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì (2.18). Äðóãàÿ æå, èìåþùàÿâèä (2.12) è ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñ η1(t) �óíêöèÿ äîëæíà èìåòü âèä (2.12)ñ êîý��èöèåíòîì a22 = σ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ(2.16) ðàâåí íóëþ è êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ

σ =
a11 + a22

2
.Íî òàê êàê â ïðåäñòàâëåíèè (13) a11 = σ, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è a22 = σ.Ïîýòîìó â ñëó÷àå êðàòíîãî êîðíÿ σ óðàâíåíèÿ (2.9) äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.2) áóäóò èìåòü âèä:

η1(t+
2π

ω
) = ση1(t); η2(t+

2π

ω
) = a21η1(t) + ση2(t). (2.28)Óðàâíåíèå (2.9) íå ìîæåò èìåòü íóëåâîãî êîðíÿ, òàê êàê ýòî îçíà÷àëî áû,÷òî îïðåäåëèòåëü ∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = 0,à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, çíà÷èëî áû, ÷òî �óíêöèè η1(t) è η2(t) � ëèíåéíîçàâèñèìû. Ïðè |L| = 1 ïðåäñòàâèì �óíêöèþ η2(t) â âèäå:
η2(t) = eµ1tζ(t). (2.29)Ïîäñòàâèâ ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèé η1(t) è η2(t) â âèäå (2.26) è (2.29) ñîîò-âåòñòâåííî âî âòîðîå ðàâåíñòâî (2.28) ïîëó÷èì, ó÷òÿ, ÷òî e 2π

ω
µ1 = σ

eµ1(t+ 2π
ω

)ζ(t+
2π

ω
) = a21e

µ1tU1(t) + σeµ1tζ(t),îòêóäà ñëåäóåò
ζ(t+

2π

ω
) = ζ(t) +

a21

σ
U1(t). (2.30)Îïðåäåëèì òåïåðü �óíêöèþ U3(t) ñîîòíîøåíèåì

ζ(t) =
ωa21

2πσ
tU1(t) + U3(t). (2.31)(32) Ïîäñòàâèâ (2.31) â (2.30), ïîëó÷èì:

ωa21

2πσ
(t+

2π

ω
)U1(t+

2π

ω
) + U3(t+

2π

ω
) =

ωa21

2πσ
tU1(t) + U3(t) +

a21

σ
U1(t),
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ω ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèè U1(t) ñëåäóåò:

U3(t+
2π

ω
) = U3(t),òî åñòü �óíêöèÿ U3(t) ÿâëÿåòñÿ 2π

ω ïåðèîäè÷åñêîé. Ïîýòîìó, ïîäñòàâëÿÿ (2.31)â (2.30), ïîëó÷èì, ÷òî â ñëó÷àå êðàòíîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ (2.16), èëè (2.17),äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:
η1(t) = eµ1tU1(t); η2(t) = eµ1t

[ωa21

2πσ
tU1(t) + U3(t)

]
, (2.32)ãäå U1(t) è U3(t) � 2π

ω ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè. Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ η2(t)ÿâëÿåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêîé. Êðîìå òîãî, ïðè t → ∞ ìîäóëü ýòîé �óíêöèèíåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Òî åñòü ðåøåíèå η2(t) ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ïðè
|L| < 1 êîðíè óðàâíåíèÿ (2.17)

σ1,2 = L± i
√

1 − L2 (2.33)áóäóò êîìïëåêñíûìè ñîïðÿæåííûìè. Ïðè ýòîì
|σ1,2| =

√
L2 + (1 − L2) = 1. (2.34)Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå γ = L, ν =

√
1 − L2 , ïîëó÷èì, ÷òî σ1 = γ+ iν; σ2 = γ− iν.Ôóíêöèÿ ln îò êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

lnσ = ln(γ + iν) = ln |σ| + i arg σ, (2.35)ãäå
arg σ =





arctg ν
γ , γ > 0

arctg ν
γ + π, ν ≤ 0, γ < 0

arctg ν
γ − π, ν < 0, γ < 0.

(2.36)Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà ìîäóëåé σ1 è σ2 åäèíèöå, â ðàâåíñòâå (2.35) äëÿ ýòèõâåëè÷èí ïîëó÷àåì ln |σ1| = ln |σ2| = 0 è ïîýòîìó
µ1 = i

ω

2π
arg σ1 µ2 = i

ω

2π
arg σ2. (2.37)Òàê êàê âåëè÷èíû σ1 è σ2 ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, äëÿ íèõñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî arg σ2 = − argσ1. Ïîýòîìó, îáîçíà÷èâ β = arg σ1 ,ïîëó÷èì, ÷òî ïðè |L| < 1 ðåøåíèÿ (2.26) áóäóò ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

η1(t) = ei
ωβ
2π

tU1(t); η2(t) = e−i ωβ
2π

tU2(t). (2.38)Ôóíêöèÿ ei ωβ
2π

t ïðè ðàöèîíàëüíîì ωβ
2π ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ïðè β = 2π ååïåðèîä ðàâåí 2π

ω . Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî σ1 îêàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì.Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå lnσ1 = i2π, òî åñòü σ1 = e2πi = 1. Íî �îðìóëû(2.38) ñïðàâåäëèâû òîëüêî äëÿ êîìïëåêñíûõ σ. Âîîáùå, åñëè
β = nπ, (2.39)



110 Â. À. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî σ1 = cos β + i sin β = ±1 âçàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè èëè íå÷åòíîñòè n. Òî åñòü è â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî
σ1 îêàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì, ïîýòîìó äëÿ çíà÷åíèé β ïî �îðìóëå (2.39)�îðìóëû (2.38) íåñïðàâåäëèâû. Â òî æå âðåìÿ ëþáîå äðóãîå çíà÷åíèå β, îò-ëè÷àþùååñÿ îò (2.39), ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì. Çàìåòèì, ÷òî ïåðèîä T �óíêöèè
ei

ωβ
2π

t ðàâåí T = 4π2

ωβ . Â ÷àñòíîñòè, ïðè β = π
2 ïîëó÷àåì T = 8π

ω ; ïðè β = 2π
3èìååì T = 6π

ω . Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ
β = arg σ1, ïðè êîòîðûõ ïåðèîä ïåðâûõ ìíîæèòåëåé â �îðìóëàõ (2.38) áóäåòöåëûì êðàòíûì 2π

ω , òî åñòü áóäåò ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ïåðèîäà â âèäå:
Tn = n

2π

ω
(2.40)ñ íàòóðàëüíûì n ≥ 3. À òàê êàê â �îðìóëàõ (2.38) �óíêöèè U1(t) è U2(t)èìåþò ïåðèîä 2π

ω , òî è â öåëîì ïåðèîä ðåøåíèé (2.38) áóäåò ðàâåí Tn. Ñëåäî-âàòåëüíî, ïðè |L| < 1 óäàåòñÿ ïîëó÷èòü Tn ïåðèîäè÷åñêóþ �óíäàìåíòàëüíóþñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1). Ïîýòîìó ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(2.1) â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:
z(t) = C1η1(t) + C2η2(t) (2.41)è ýòî ðåøåíèå áóäåò Tn ïåðèîäè÷åñêèì. Çäåñü

η1(t) = ei
ωβ
2n

tU1(t); η2(t) = e−i ωβ
2n

tU2(t), (2.42)ñ íàòóðàëüíûì n ≥ 3 è 2π
ω ïåðèîäè÷åñêèìè �óíêöèÿìè U1(t) è U2(t).3. Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Õèëëà�àññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå Õèëëà (1.1). Èñïîëüçóÿ �îð-ìó ðåøåíèÿ (2.41) è ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ,ïîëó÷èì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) áóäåò èìåòü âèä:

z(t) = C1(0)η1(t) + C2(0)η2(t)−

− η1(t)

t∫

0

F (τ)η2(τ)

∆(τ)
dτ + η2(t)

t∫

0

F (τ)η1(τ)

∆(τ)
dτ. (3.1)Çäåñü îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé (2.42) îáî-çíà÷åí

∆(t) = η1(t)η̇2(t) − η̇1(t)η2(t).Êîý��èöèåíòû â óðàâíåíèè (1.1) ìîæíî ñ÷èòàòü èìåþùèìè ïåðèîä Tn. Ïî-ýòîìó äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå (3.1) áûëî Tn ïåðèîäè÷åñêèì, íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà [6℄:
z(Tn) = z(0); ż(Tn) = ż(0). (3.2)
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C1(0)η1(Tn) + C2(0)η2(Tn) − η1(Tn)I1(Tn) + η2(Tn)I2(Tn) =

= C1(0)η1(0) + C2(0)η2(0);

C1(0)η̇1(Tn) +C2(0)η̇2(Tn) − η̇1(Tn)I1(Tn) + η̇2(Tn)I2(Tn) =

= C1(0)η̇1(0) + C2(0)η̇2(0), (3.3)ãäå îáîçíà÷åíî
I1(t) =

t∫

0

F (τ)η2(τ)

∆(τ)
dτ ; I2(t) =

t∫

0

F (τ)η1(τ)

∆(τ)
dτ. (3.4)Ñ ó÷åòîì Tn ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèé η1(t) è η2(t) èç (3.3) ñëåäóåò:

−η1(Tn)I1(Tn)+η2(Tn)I2(Tn) = 0; −η̇1(Tn)I1(Tn)+ η̇2(Tn)I2(Tn) = 0. (3.5)Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (3.5) åñòü îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî �óíäàìåíòàëüíîéñèñòåìû ðåøåíèé (2.42), âçÿòûé ñ îáðàòíûì çíàêîì. Ïîýòîìó îí îòëè÷åí îòíóëÿ, è ñèñòåìà (3.5) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå
I1(Tn) = 0; I2(Tn) = 0. (3.6)�àâåíñòâà (3.6) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñóùå-ñòâîâàíèÿ Tn ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1). Ïîýòîìó, åñëè �óíê-öèÿ F (t) â ïðàâîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Õèëëà (1.1) óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì (3.6), ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) áóäåò Tn ïåðèîäè÷åñêèì.4. Àëãîðèòì ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿïåðèîäè÷åñêîãî îáùåãî ðåøåíèÿÇàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå îáùåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãîóðàâíåíèÿ Õèëëà (1.1) ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíî âûïîëíèòü â àíàëèòè÷åñêîìâèäå. Äëÿ ýòîãî, êàê ñëåäóåò èç �îðìóëû (3.1), äîñòàòî÷íî íàéòè ïåðèîäè÷å-ñêóþ �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó η1(t) è η2(t) ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ(2.1). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîé �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé íåîáõîäèìî,ïðåæäå âñåãî, âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè íåïåðèîäè÷åñêóþ �óíäàìåíòàëüíóþñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) z1(t) è z2(t) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.2).Ôóíêöèè z1(t) è z2(t) îòûñêèâàþòñÿ â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå ñ íåîïðåäåëåííûìèêîý��èöèåíòàìè. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â òàêîì âèäå òðåáóåò, ÷òîáû �óíê-öèÿ q(t) òàêæå áûëà ðàçëîæåíà â ðÿä Ôóðüå. Ïîýòîìó ïðîöåäóðà ïîäñòàíîâêè�îðìû ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå â óðàâíåíèå (2.1) ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-ìîñòè ïî÷ëåííîãî ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ ðÿäîâ Ôóðüå â ñëàãàåìîì q(t)z(t). Ýòîïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ ñàìî íóæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà Ôóðüå. Ïîñëå ýòî-ãî ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîíåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ. �åøèòü òàêóþ ñèñòåìóìîæíî ëèøü ïðèáëèæåííî â âèäå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ âûðàæåíèé, ìàëîïðèãîäíûõ äëÿ àíàëèçà. Òî åñòü óæå íà ïåðâîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ âàíàëèòè÷åñêîì âèäå âîçíèêàþò ñóùåñòâåííûå íåóäîáñòâà. Ïîýòîìó, â äàííîì



112 Â. À. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎñëó÷àå, áîëåå ðàöèîíàëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé àëãî-ðèòì ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1). Ýòîò àë-ãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.1. ×èñëåííî, íàïðèìåð ìåòîäîì �óíãå�Êóòòà, ðåøèòü äâå çàäà÷è Êîøèäëÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.2), îïðåäåëèâ òåì ñàìûì�óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1) z1(t) è z2(t). Òàê êàêäëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî çíàòü íå òîëüêî �óíêöèè z1(t) è z2(t), íî è èõ ïåðâûåïðîèçâîäíûå, óäîáíî óðàâíåíèå (2.1) ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèñòåìû:
ż(t) = u(t); u̇(t) + q(t)z(t) = 0. (4.1)2. Ïî �îðìóëå (2.10) âû÷èñëèòü L. Åñëè |L| ≥ 1, èçìåíèòü ïàðàìåòðûñèñòåìû ( â äàííîì ñëó÷àå q(t)) è äîáèòüñÿ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|L| < 1 .3. Íàéòè êîðíè σ1 è σ2 óðàâíåíèÿ (2.17).4. Äëÿ ýòèõ σ1 è σ2 ïî �îðìóëàì (2.23) è (2.24) âû÷èñëÿþò âåëè÷èíû
C2s = C2s(C1s, σs), s = 1, 2.5. Ïî êîý��èöèåíòàì C11, C21 è C12, C22 ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (2.4) ïî-ñòðîèòü ðåøåíèÿ z1(t) è z2(t).6. Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (2.27) âû÷èñëèòü

µs =
ω

2π
lnσs, s = 1, 2.7. Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (2.20) âû÷èñëèòü �óíêöèè

Us(t) = e−µstzs(t), s = 1, 2.8. Ïîäñòàâèòü �óíêöèè Us(t) â �îðìóëû (2.42), ïîëó÷èâ òåì ñàìûì ïåðè-îäè÷åñêóþ �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.1).9. Â ðàâåíñòâå
T =

4π2

ωβïîäîáðàòü β òàê, ÷òîáû ïåðèîä T �óíêöèé η1(t) è η2(t) â (2.42) áûë ðàâåí Tn,âû÷èñëåííûì ïî �îðìóëå (2.40) ñ íàòóðàëüíûì n ≥ 3.10. Èç íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèé âû-÷èñëèòü îäíó èç âîçìîæíûõ �óíêöèé F (t). Òîãäà ïðè q(t) è F (t), âû÷èñëåí-íûõ ïî äàííîìó àëãîðèòìó, îáùåå ðåøåíèå (3.1) íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿÕèëëà (1.1) áóäåò n2π
ω ïåðèîäè÷åñêèì.5. ÂûâîäûÂ ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-âèÿõ óðàâíåíèå Õèëëà (1.1) ìîæåò èìåòü 2π

ω ïåðèîäè÷åñêèå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.Îäíàêî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õèëëà êàê îäíîðîäíîãî, òàê è íåîäíîðîä-íîãî 2π
ω ïåðèîäè÷åñêèì áûòü íå ìîæåò. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò òàêèå�óíêöèè q(t) è F (t), ïðè êîòîðûõ îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-íèÿ Õèëëà ñòàíîâèòñÿ n2π

ω ïåðèîäè÷åñêèì ïðè n ≥ 3. �àçðàáîòàí ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêîãî n2π
ω ïåðèîäè÷åñêîãî îáùåãî ðå-øåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Õèëëà. Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîäáèðàòü
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