
ISSN � 9125 0912. ÂIÑÍÈÊ ÄÍÓ. Ñåðiÿ "Ìîäåëþâàííÿ". � 8. 2010. Âèï. 2. C. 73�89Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿòà òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüÓÄÊ 517.91ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ �ÅØÅÍÈÉÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÔÈËÜÒ�ÎÂÀÍÈßÑ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÌÈ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÀÌÈ ÔÈËÜÒ�ÎÂÂ. À. ÎñòàïåíêîÄíåïðîïåòðîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Îëåñÿ �îí÷àðà,Äíåïðîïåòðîâñê, 49050.�àññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå êðàåâûå çàäà÷è òåîðèè �èëüòðîâàíèÿ. Äî-ïîëíèòåëüíàÿ îñîáåííîñòü ýòèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òî óðàâíåíèÿñîäåðæàò ïåðåìåííûå êîý��èöèåíòû. Êàæäàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ïðåîáðàçîâàíàê äâóì ñàìîñòîÿòåëüíûì êðàåâûì çàäà÷àì �óðñà äëÿ êîíöåíòðàöèè ñîðáàòà âðàñòâîðå è êîíöåíòðàöèè ñîðáàòà, ïîãëîùàåìîãî ñîðáåíòîì. Êàæäàÿ èç òàêèõçàäà÷ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì, ïîäîáíûì ìåòîäó Ïóàíêàðå. Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç âîç-íèêàþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ �óðñà äëÿ êîý��èöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-æåíèé ðåøàåòñÿ ìåòîäîì �èìàíà. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà �èìàíà òðåáóåò ïîñòðîå-íèÿ �óíêöèè �èìàíà äëÿ êàæäîé èç äâóõ çàäà÷ �óðñà. Îäíàêî äëÿ ïîñòðîåíèÿ�óíêöèè �èìàíà â ÿâíîì âèäå òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðåîáðàçîâà-íèÿ èñêîìûõ �óíêöèé, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå êóðàâíåíèþ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Åñëè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñóùåñòâóåò äëÿ îáå-èõ çàäà÷ �óðñà, çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà äî êîíöà. Ñ öåëüþ ðàñøèðåíèÿêëàññà çàäà÷, ðåøàåìûõ ýòèì ìåòîäîì, ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ïî-ëó÷àòü ðåøåíèå çàäà÷è â öåëîì ïðè óñëîâèè, ÷òî òîëüêî äëÿ îäíîé èç äâóõçàäà÷ �óðñà óäàåòñÿ ïîñòðîèòü �óíêöèþ �èìàíà. Òàêèì ìåòîäîì ïîëó÷åíûÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ðàññìîòðåííûõíåëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè �èëüòðîâàíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà. Çàäà÷à �èëüòðîâàíèÿ, íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ïåðåìåííûå êîý��è-öèåíòû, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå.ÂâåäåíèåÑèñòåìà óðàâíåíèé äèíàìèêè ñîðáöèè (òî÷íåå, àäñîðáöèè) ñîñòîèò èçäâóõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïåðâîå èçíèõ ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà âåùåñòâà, íàõîäÿ-ùåãîñÿ â �èëüòðóåìîì ðàñòâîðå, è êîëè÷åñòâà âåùåñòâà, ïîãëîùåííîãî (ñîð-áèðîâàííîãî) �èëüòðîì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñòâîð ïðîòåêàåò ïîòðóáå ñ ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S, çàïîëíåííîé ñîðáåíòîì, ñî ñêîðî-ñòüþ V . Îñü òðóáû íàïðàâëåíà ïî îñè x, ðàñòâîð âõîäèò â òðóáó â åå ïîïå-ðå÷íîì ñå÷åíèè x = 0 (ñì. ðèñ. 1). Êîíöåíòðàöèÿ �èëüòðóåìîãî âåùåñòâà,ïîãëîùàåìîãî �èëüòðîì, ̺(x, t), â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 çàäà-íà. Çàäàíà òàêæå êîíöåíòðàöèÿ �èëüòðóåìîãî âåùåñòâà C(x, t) â ðàñòâîðå© Â. À. Îñòàïåíêî, 2010



74 Â. À. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎíà âõîäå â òðóáó â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t > 0. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíûñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ:
C(0, t) = ϕ(t), t > 0; ̺(x, 0) = ψ(x), x > 0.Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå áàëàíñà �èëüòðóåìîãî âåùåñòâà â ýëåìåíòåòðóáû, çàêëþ÷åííîì ìåæäó åå ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè x = x è x = x + dx.Êîëè÷åñòâî �èëüòðóåìîãî âåùåñòâà, ïîñòóïàþùåãî â ýòîò ýëåìåíò â òå÷åíèåèíòåðâàëà âðåìåíè dt, ðàâíî

Q1 = [(CV S)|x=x − (CV S)|x=x+dx]dt.×àñòü �èëüòðóåìîãî âåùåñòâà áóäåò ïîãëîùåíà �èëüòðîì, äðóãàÿ ÷àñòü áó-äåò îñòàâàòüñÿ â ðàñòâîðå. Ïîýòîìó â ýëåìåíòå [x, x + dx] òðóáû â òå÷åíèåèíòåðâàëà âðåìåíè äëèíîé dt áóäåò íàõîäèòüñÿ ñëåäóþùåå êîëè÷åñòâî ðàñ-òâîðà:
Q2 = [(S(̺+ C))|t=t+dt − ((S(̺+ C))|t=t]dx.

�èñ. 1. Ñõåìà �èëüòðà. A � ñîðáåíò, B � òðóáàÈç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà �èëüòðóåìîãî âåùåñòâà â ýëåìåíòå
[x, x + dx] òðóáû ñëåäóåò ðàâåíñòâî Q1 = Q2. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâîâû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ Q1 è Q2 è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè,ïîëó÷àåì:

−∂(CV S)

∂x

∣∣∣∣
x=x+θdx

dxdt =
∂S(̺+ C)

∂t

∣∣∣∣
t+t+θ1dt

dxdt,îòêóäà ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà dx è dt è ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè dx→ 0; dt → 0ñëåäóåò óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà �èëüòðóåìîãî âåùåñòâà:
−∂(CV S)

∂x
=
∂S(̺+ C)

∂t
.Âòîðîå óðàâíåíèå èç ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé �èëüòðîâà-íèÿ ñòðîèòñÿ èñõîäÿ èç àíàëèçà ïðîöåññà ïîãëîùåíèÿ �èëüòðóåìîãî ýëåìåíòà



ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÄÀ×À ÔÈËÜÒ�ÎÂÀÍÈß 75ñîðáåíòîì. Ýòîò ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êèíåòèêè ñîðáöèè, êîòîðîåíà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:
∂̺

∂t
= β(C + a),ãäå β � êèíåòè÷åñêèé êîý��èöèåíò, a � êîíöåíòðàöèÿ ñîðáàòà ïðè àäñîðá-öèîííîì ðàâíîâåñèè. Â äàëüíåéøåì èñêëþ÷àþò a èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñïîìîùüþ èçîòåðì ñîðáöèè. Ýòè èçîòåðìû ñîðáöèè äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíûäëÿ ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé �èëüòðóåìîãî è �èëüòðóþùåãî âåùåñòâ. Ïðîñòåé-øåé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìà �åíðè
̺ =

1

γ
a,ãäå 1

γ � êîý��èöèåíò �åíðè. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ èçîòåðìà Ëýíã-ìþðà âèäà
̺ =

ka

1 + kañ êîý��èöèåíòîì k, çàâèñÿùèì òàêæå îò òåìïåðàòóðû. Äðóãèå èçîòåðìûñîðáöèè èìåþò ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûå çàâèñèìîñòè ìåæäó ̺ è a. Èçëî-æåííîå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíå-íèé ñîðáöèè îêàçûâàåòñÿ íåëèíåéíîé è, êðîìå òîãî, êîý��èöèåíòû â ýòîéñèñòåìå áóäóò ïåðåìåííûìè, íàïðèìåð ïðè íåïîñòîÿííîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿðàñòâîðà âäîëü �èëüòðà, ïåðåìåííîé ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ �èëü-òðà, ïðè ïåðåìåííîì êèíåòè÷åñêîì êîý��èöèåíòå è òàê äàëåå. Â òî æå âðåìÿäî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ ëèøü îãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâàçàäà÷ �èëüòðîâàíèÿ. Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò îòìåòèòü ðåøåíèå ëèíåàðèçî-âàííîé çàäà÷è ñîðáöèè [1℄, â êîòîðîé âñå ïàðàìåòðû áûëè ïðèíÿòû ïîñòî-ÿííûìè è èñïîëüçîâàíà ëèíåéíàÿ èçîòåðìà �åíðè. Ïîçäíåå áûëî ïîëó÷åíîàñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è ñîðáöèè [2, 3℄ è äîêàçàíî,÷òî ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì. Îä-íàêî êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé ñîðáöèè â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëèñü êàêïîñòîÿííûå. Â ñîâðåìåííîé ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ �èëü-òðû ñ íåëèíåéíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Óñòàíîâëåíî òàêæå, ÷òî íàèáîëüøóþý��åêòèâíîñòü �èëüòðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàþò �èëüòðóþùèå ýëåìåíòû, ïàðà-ìåòðû êîòîðûõ èçìåíÿþòñÿ âäîëü �èëüòðà. Êðîìå òîãî, ïî ìåðå íàñûùå-íèÿ ñîðáåíòîâ óäåðæèâàåìûìè ÷àñòèöàìè îò�èëüòðîâàííûõ âåùåñòâ èõ ïà-ðàìåòðû òàêæå èçìåíÿþòñÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñâîéñòâ�èëüòðóþùèõ ýëåìåíòîâ âî âðåìåíè. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå �èëüòðîâ ñ ïå-ðåìåííûìè âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðàìè, èìåþùèõ ê òîìó æåíåëèíåéíûå õàðàêòåðèñòèêè, ïðåäñòàâëÿåò âàæíóþ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðè-ìåíåíèÿ çàäà÷ó.



76 Â. À. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎ1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ ýòîé ñâÿçè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à òåîðèè �èëü-òðîâàíèÿ. Â îáëàñòè x > 0; t > 0 íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
∂C(x, t)

∂x
= −∂̺(x, t)

∂t
+ γ(x, t)̺(x, t) + ν(x, t)C(x, t);

∂̺(x, t)

∂t
= α(x, t)̺(x, t) + β(x, t)C(x, t) + εf(x, t, ̺, C), (1.1)óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

C(0, t) = ϕ(t), t > 0; ̺(x, 0) = ψ(x), x > 0. (1.2)Çäåñü C(x, t) è ̺(x, t) ñîîòâåòñòâåííî êîíöåíòðàöèÿ è ïëîòíîñòü �èëü-òðóåìîãî âåùåñòâà, ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíûóñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé, òî åñòü
ϕ(0) = ψ(0). (1.3)Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ f(x, t, ̺, C) ÿâëÿåòñÿ ëèáî àíàëèòè÷å-ñêîé îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòîâ ̺ è C â îêðåñòíîñòè ïîðîæäàþùåãî ðåøåíèÿ

̺0(x, t), C0(x, t) ëèáî, ïî êðàéíåé ìåðå, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ïî �îðìóëåÒåéëîðà äëÿ íåêîòîðîãî n:
f(x, t, ̺, C) = (f) + (f̺)(̺− ̺0) + (fC)(C −C0)+

+
1

2!
(f̺̺)

2 +
1

2!
(fCC)(C − C0)

2 + (f̺C(̺− ̺0)(C − C0) + · · ·+

+
1

n!
(f

(n)
C )(C − C0)

n +R(x, t, ̺, C). (1.4)Çäåñü R(x, t, ̺, C) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû Òåéëîðà, îáëàäàþùèé ñâîé-ñòâàìè
R(x, t, ̺, C) = o((̺− ̺0)

n), (̺− ̺0) → 0;

R(x, t, ̺, C) = o((C − C0)
n, (C − C0) → 0. (1.5)Çàêëþ÷åíèå �óíêöèè f è åå ïðîèçâîäíûõ â ñêîáêè îçíà÷àåò

(f) = f(x, t, ̺0, C0).Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîì óðàâíåíèè (1.1) òàêæå ìîæåò â ïðèíöèïå ïðèñóòñòâî-âàòü íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì. Ê ýòîìó ñëó÷àþ òàêæå ïðè-ìåíèìà èçëàãàåìàÿ íèæå òåõíèêà ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿðåøåíèé. Òî÷íî òàê æå êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2) ìîãóò ñîäåðæàòü äîïîëíèòåëü-íûå ñëàãàåìûå ñî ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà.



ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÄÀ×À ÔÈËÜÒ�ÎÂÀÍÈß 772. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿÏîñòàâëåííàÿ òàêèì îáðàçîì êðàåâàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîìâîçìóùåíèé â �îðìå ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε:
̺(x, t) = ̺0(x, t) + ̺1(x, t)ε + ̺2(x, t)ε

2 + ̺3(x, t)ε
3 + · · · ;

C(x, t) = C0(x, t) + C1(x, t)ε + C2(x, t)ε2 + C3(x, t)ε3 + · · · (2.1)Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (1.4) è (2.1) â óðàâíåíèÿ (1.1) è ïðèðàâíèâàÿ â ëå-âûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîëó÷èâøèõñÿ ðàâåíñòâ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
∂C0(x, t)

∂x
= −∂̺0(x, t)

∂t
+ γ(x, t)̺0(x, t) + ν(x, t)C0(x, t);

∂̺0(x, t)

∂t
= α(x, t)̺0(x, t) + β(x, t)C0(x, t). (2.2)

∂C1(x, t)

∂x
= −∂̺1(x, t)

∂t
+ γ(x, t)̺1(x, t) + ν(x, t)C1(x, t);

∂̺1(x, t)

∂t
= α(x, t)̺1(x, t) + β(x, t)C1(x, t) + (f). (2.3)

∂C2(x, t)

∂x
= −∂̺2(x, t)

∂t
+ γ(x, t)̺2(x, t) + ν(x, t)C2(x, t);

∂̺2(x, t)

∂t
= α(x, t)̺2(x, t) + β(x, t)C2(x, t) + [(f̺)̺1 + (fC)C1]. (2.4)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∂Cn(x, t)

∂x
= −∂̺n(x, t)

∂t
+ γ(x, t)̺n(x, t) + ν(x, t)Cn(x, t);

∂̺n(x, t)

∂t
= α(x, t)̺n(x, t) + β(x, t)Cn(x, t) + gn. (2.5)Çäåñü, áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ìíîæèòåëÿ ε â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíå-íèÿ (1.1), �óíêöèè gn çàâèñÿò îò t, x, ̺0, ̺1, . . . , ̺n−1, C0, C1, . . . , Cn−1, íî íåçàâèñÿò îò ̺n è Cn. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé (2.1) â êðàåâûå óñëî-âèÿ (1.2) è ïðèðàâíèâàÿ â ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîëó÷èâøèõñÿ ðàâåíñòâêîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ̺, ïîëó÷àåì:

C0(0, t) = ϕ(t), t > 0; ̺0(x, 0) = ψ(x), x > 0. (2.6)
Ci(0, t) = 0, t > 0; ̺i(x, 0) = 0, x > 0, i = 1, 2, . . . (2.7)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ïàðû �óíêöèé ̺i, Ci ïîëó÷àåòñÿ äîñòàòî÷íîîäíîòèïíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà:

∂C(x, t)

∂x
= −∂̺(x, t)

∂t
+ γ(x, t)̺(x, t) + ν(x, t)C(x, t);

∂̺(x, t)

∂t
= α(x, t)̺(x, t) + β(x, t)C(x, t) + g. (2.8)



78 Â. À. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎ3. Ïðåîáðàçîâàíèå ê çàäà÷àì �óðñàÑèñòåìû óðàâíåíèé (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) íåîáõîäèìî èíòåãðèðîâàòü ïî-ñëåäîâàòåëüíî ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñà i. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé ïàðû òà-êèõ óðàâíåíèé óäîáíî âûïîëíèòü òàêîå èõ ïðåîáðàçîâàíèå, ÷òîáû ïîëó÷èòüêðàåâûå çàäà÷è, îòäåëüíûå äëÿ êîíöåíòðàöèè è ïëîòíîñòè. Ñ ýòîé öåëüþ,ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ñèñòåìó (2.8) ïî t, ïîëó÷èì:
∂2C

∂x∂t
= −∂

2̺(x, t)

∂t2
+ γt̺+ γ̺t + νtC + νCt;

∂2̺

∂t2
= αt̺+ α̺t + βtC + βCt + gt. (3.1)Ïîäñòàâèâ ∂2̺

∂t2
èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.1) â ïåðâîå, ïîëó÷èì:

∂2C

∂x∂t
= (ν − β)Ct + (νt − βt)C + (γ − α)̺t + (γt − αt)̺− gt.Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ̺t èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (2.8), áóäåì èìåòü:

∂2C

∂x∂t
= (ν − β)Ct + [νt − βt + β(γ − α)]C+

+ [γt − αt + α(γ − α)]̺ + [(γ − α)g − gt]. (3.2)Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ̺t èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (2.8) â ïåðâîå ïîëó÷àåì:
Cx = (γ − α)̺+ (ν − β)C − g, (3.3)îòêóäà

̺ =
Cx − (ν − β)C + g

γ − α
.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (3.2), ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ñîäåðæàùååòîëüêî C:

∂2C

∂x∂t
= −a∂C

∂x
− b

∂C

∂t
+ cC = FC , (3.4)ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

a =
γt − αt

γ − α
+ α; b = ν − β; FC = (

γt − αt

γ − α
+ γ)g − gt;

c = −
[
νt − βt + β(γ − α) − (ν − β)(

γt − αt

γ − α
+ α)

]
. (3.5)Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ ̺. Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäè��å-ðåíöèðóåì âòîðîå óðàâíåíèå (2.8) è ïîäñòàâèì â íåãî çíà÷åíèå Cx èç ïåðâîãîóðàâíåíèÿ (2.8). Ïîëó÷èì:

∂2̺

∂x∂t
= α̺x − β̺t + (αx + βγ)̺+ (βx + βν)C + gx.
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C =

̺t − α̺− g

β
,óðàâíåíèå äëÿ ̺ áóäåò èìåòü âèä:

∂2̺

∂x∂t
− a1

∂̺

∂x
− b1

∂̺

∂t
+ c1̺ = F̺, (3.6)ãäå îáîçíà÷åíî

a1 = α; b1 = −(β − ν − βx

β
);

c1 = −
[
αx + βγ − α(

βx

β
+ ν)

]
; F̺ = −

[
(
βx

β
+ ν)g − gx

]
. (3.7)Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (3.4) è (3.6) äëÿ C è ̺ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äî-ñòàòî÷íî îäíîòèïíûå òåëåãðà�íûå óðàâíåíèÿ. Êàæäîìó èç ýòèõ óðàâíåíèéñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî èç êðàåâûõ óñëîâèé (2.6) èëè (2.7). Îäíàêî äëÿïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ êàæäîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé îäíîãî êðàå-âîãî óñëîâèÿ íåäîñòàòî÷íî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåäîñòàþùåãî êðàåâîãî óñëîâèÿäëÿ �óíêöèè C ïîëîæèì â óðàâíåíèè (3.3) t = 0 è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷èâ-øååñÿ óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì êðàåâîãî óñëîâèÿ (2.6) èëè (2.7) äëÿ ̺. Åãî îáùèìðåøåíèåì áóäåò �óíêöèÿ

C(x, 0) = exp

(
−

∫ x

0
[β(y, 0) − ν(y, 0)] dy

)
×

×
[
D +

∫ x

0
[(γ(z, 0) − α(z, 0))ψ(z) − g]e(

∫ z
0 [β(y,0)−ν(y,0)] dy) dz

]
. (3.8)Ïîëàãàÿ â (3.8) x = 0, ñ ó÷åòîì (1.3) ïîëó÷àåì D = ψ(0). Ïîýòîìó èç (3.8)îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âòîðîå êðàåâîå óñëîâèå äëÿ �óíêöèè C:

C(x, 0) = exp

(
−

∫ x

0
[β(y, 0) − ν(y, 0)] dy

)
×

×
[
ψ(0) +

∫ x

0
[(γ(z, 0) − α(z, 0))ψ(z) − g]e(

∫ z
0 [β(y,0)−ν(y,0)] dy) dz

]
. (3.9)Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ âî âòîðîì óðàâíåíèè (2.8) x = 0 è èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâ-íåíèå, ñ ó÷åòîì (1.3) ïîëó÷èì íåäîñòàþùåå êðàåâîå óñëîâèå äëÿ �óíêöèè ̺:

̺(0, t) = exp(

∫ t

0
α(0, τ) dτ)×

×
[
ϕ(0) +

∫ t

0
[β(0, τ)ϕ(τ) + g] exp(−

∫ τ

0
α(0, z) dz) dτ

]
. (3.10)Òàêèì îáðàçîì, è äëÿ óðàâíåíèÿ (3.4), è äëÿ óðàâíåíèÿ (3.6) âîçíèêàþò îäíî-òèïíûå êðàåâûå çàäà÷è �óðñà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè íà õàðàê-òåðèñòèêàõ. Â ñàìîì äåëå, ïðÿìûå x = 0 è t = 0 ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè



80 Â. À. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎêàê óðàâíåíèÿ (3.4), òàê è óðàâíåíèÿ (3.6). Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.4) êðàåâûìèóñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèå (3.9) è
C(0, t) = ϕ(t), t > 0, (3.11)ïðè÷åì äëÿ âñåõ Ci(0, t), êðîìå C0(0, t), íåîáõîäèìî ïîëàãàòü ϕ(t) = 0. Äëÿóðàâíåíèÿ (3.6) êðàåâûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèå (3.10) è
̺(x, 0) = ψ(x), x > 0, (3.12)ïðè÷åì äëÿ âñåõ ̺i(x, 0), êðîìå ̺0(x, 0), íåîáõîäèìî ïîëàãàòü ψ(x) = 0. Äîíàñòîÿùåãî âðåìåíè íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ �óðñàäëÿ òåëåãðà�íûõ óðàâíåíèé îñòàåòñÿ ìåòîä �èìàíà. Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò âñëåäóþùåì. Äëÿ îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-þùåãî (3.6), ñîïðÿæåííûì â ñìûñëå Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå

∂2v

∂x∂t
+
∂(a1v)

∂x
+
∂(b1v)

∂t
+ c1v = 0, (3.13)èëè

∂2v

∂x∂t
+ a1

∂v

∂x
+ b1

∂v

∂t
+ hv = 0, (3.14)ãäå

h =
∂a1

∂x
+
∂b1
∂t

+ c1. (3.15)Ôóíêöèåé �èìàíà íàçûâàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.14) v(x0, t0, x, t), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì êðàå-âûì óñëîâèÿì:
v(x0, t0, x0, t0) = 1;

−∂v
∂t

∣∣∣∣
x=x0

= −a1(x0, t)v(x0, t, x0, t0); −∂v
∂x

∣∣∣∣
t=t0

= −b1(x, t0)v(x, t0, x0, t0).(3.16)Åñëè �óíêöèÿ �èìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (3.6) èçâåñòíà, òî ðåøåíèå çàäà÷è �óðñàäëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3.10) è (3.12) â ïðîèçâîëüíîéòî÷êå (x1, t1) èìååò âèä [1℄:
u(x1, t1) = u(x0, t0)v(x0, t0, x1, t1)+

+

∫ t1

t0

v(x0, t, x1, t1)[Φ
′(t) + a1(x0, t)Φ(t)] dt+

+

∫ x1

x0

v(x, t0, x1, t1)[ψ
′(x) + b1(x, t0)ψ(x)] dx+

+

∫ x1

x0

∫ t1

t0

v(x, t, x1, t1)F̺(x, t) dt dx. (3.17)Çäåñü ÷åðåç Φ îáîçíà÷åíà ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.10); t0 è x0 � òå çíà÷åíèÿ
t, x, ïðè êîòîðûõ çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ (3.10) è (3.12); â äàííîì ñëó÷àå
t0 = 0, x0 = 0.



ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÄÀ×À ÔÈËÜÒ�ÎÂÀÍÈß 814. Ïîñòðîåíèå �óíêöèè �èìàíàÏîñòðîåíèå �óíêöèè �èìàíà äëÿ òåëåãðà�íûõ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà(3.14) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ è íå ðàçðåøåííóþ äî íàñòîÿ-ùåãî âðåìåíè ïðîáëåìó. Îäíàêî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäêëàññ óðàâíåíèé âèäà(3.14), äëÿ êîòîðûõ �óíêöèÿ �èìàíà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà. �å÷ü èäåò îòàêîì ïîäêëàññå óðàâíåíèé âèäà (3.14), êîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèåì èñêîìîé�óíêöèè
v(x, t) = w(x, t)Q(x, t) (4.1)ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó

∂2w

∂x∂t
+Hw = 0. (4.2)Âûïîëíèâ â óðàâíåíèè (3.14) ïðåîáðàçîâàíèå (4.1), ïîëó÷èì:

Qwxt + (Qt + a1Q)wx+

+ (Qx + b1Q)wt + (Qxt + a1Qx + b1Qt + hQ)w = 0. (4.3)Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (4.3) ïðèíÿëî âèä (4.2), íåîáõîäèìî, ïðåæäå âñåãî,÷òîáû �óíêöèÿ Q óäîâëåòâîðÿëà äâóì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì:
Qt + a1Q = 0; Qx + b1Q = 0. (4.4)Îáùåå ðåøåíèå êàæäîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé åñòü

Q(x, t) = D1(x) exp(−
∫
a1(x, t) dt); (4.5)

Q(x, t) = D2(t) exp(−
∫
b1(x, t) dx). (4.6)Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèÿ (4.4) áûëè ñîâìåñòíû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

D1(x) exp(−
∫
a1(x, t) dt) = D2(t) exp(−

∫
b1(x, t) dx). (4.7)Èç (4.7) ñëåäóåò

D1(x) exp

(
−

∫
a1(x, t) dt +

∫
b1(x, t) dx

)
= D2(t). (4.8)Äè��åðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (4.8) ïî x, ïîëó÷àåì:

[
D′

1(x) +

(
−

∫
∂a1

∂x
dt+ b1

)
D1(x)

]
e(−

∫
a1(x,t) dt+

∫
b1(x,t) dx) = 0.Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè

D′
1(x) +

(
−

∫
∂a1

∂x
dt+ b1

)
D1(x) = 0. (4.9)
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D1(x) = E1 exp

(∫ (∫
∂a1

∂x
dt − b1

)
dx

)
. (4.10)Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.10) íå áóäåò çàâèñåòü îò t (èáî D1 îò t íå çàâèñèò),åñëè åå ïðîèçâîäíàÿ ïî t áóäåò ðàâíà íóëþ, òî åñòü äîëæíî âûïîëíÿòüñÿðàâåíñòâî

∫ (
∂a1

∂x
− ∂b1

∂t

)
dx exp

(
−

∫
a1(x, t) dt +

∫
b1(x, t) dx

)
= 0.Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè

∫ (
∂a1

∂x
− ∂b1

∂t

)
dx = 0,îòêóäà âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèé a1 è b1 ñëå-äóåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû îäíîðîäíîå óðàâíåíèå,ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ (3.6), ìîãëî áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó (4.2):

∂a1

∂x
=
∂b1
∂t

. (4.11)Èç (4.11) ñëåäóåò:
a1(x, t) =

∫
∂b1
∂t

dx+ χ1(t); b1(x, t) =

∫
∂a1

∂x
dt+ χ2(x). (4.12)Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå b1 èç (4.12) â (4.10), ïîëó÷èì:

D1(x) = E1 exp

(
−

∫
χ2(x) dx

)
.Íàêîíåö, ïîäñòàâèâ â ïåðâîå ðàâåíñòâî (4.5) ýòî çíà÷åíèå D1 è a1 èç (4.12),ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè Q:

Q(x, t) = E1 exp

(
−

∫
χ1(t) dt −

∫
b1(x, t) dx

)
. (4.13)Óðàâíåíèþ (4.3) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü óðàâíåíèå (4.2), åñëè

H =
Qxt + a1Qx + b1Qt + hQ

Q
. (4.14)Ïîäñòàâèâ (4.13) â (4.14), ñ ó÷åòîì (4.12) ïîëó÷èì:

H = −∂a1

∂x
− a1b1 + h.Îòñþäà è ðàâåíñòâ (3.15) è (4.11) ñëåäóåò:

H =
∂a1

∂x
− a1b1 + c1.
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c1 = H − ∂a1

∂x
+ a1b1. (4.15)Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà (4.11) è (4.15) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòà-òî÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîïðÿæåííîå ñ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì,ñîîòâåòñòâóþùèì (3.6), óðàâíåíèå (3.14) ìîãëî áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó(4.2). Òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì ê âèäó (4.2) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî óðàâ-íåíèå

∂2v

∂x∂t
+ a

∂v

∂x
+ b

∂v

∂t
+ h1v = 0, (4.16)ãäå

h1 =
∂a

∂x
+
∂b

∂t
+ c, (4.17)ñîïðÿæåííîå â ñìûñëå Ëàãðàíæà ñ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì, ñîîòâåòñòâóþ-ùèì (3.4). Äëÿ ýòîãî â óðàâíåíèè (4.16) íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïðåîáðàçî-âàíèå (4.1). È òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ (4.16) ê âèäó(4.2) áûëî âîçìîæíî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû óñëî-âèÿ

∂a

∂x
=
∂b

∂t
; c = H − ∂a

∂x
+ ab. (4.18)Òðåáóåìîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè �èìàíà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.2) ïðè

H = const îòûñêèâàåòñÿ èçâåñòíûì ñïîñîáîì [1, 4℄. Ñ ýòîé öåëüþ ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (4.2) èùóò â �îðìå
w(x, t, x0, t0) = w(z), (4.19)ãäå

z = 2
√
H(x− x0)(t− t0). (4.20)Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.19) óðàâíåíèå (4.2) ïðèâîäèòñÿê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì êîòîðîãîÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

w(z) = C(x0, t0)J0(z), (4.21)ãäå J0(z) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (4.2) èìååò âèä:
v(x, t, x0, t0) = C(x0, t0)J0(2

√
H(x− x0)(t− t0))×

× exp

(
−

∫
χ1(t) dt −

∫
b1(x, t) dx

)
. (4.22)Èç (4.22) è ïåðâîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ (3.16) ñëåäóåò:

C(x0, t0) = exp

(∫
χ1(t) dt +

∫
b1(x, t) dx

)∣∣∣∣x=x0
t=t0

. (4.23)Çàìåòèì, ÷òî äëÿ �óíêöèè Q íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíèåì (4.13) ñïðàâåäëèâîòàêæå ðàâåíñòâî
Q(x, t) = E1 exp

(
−

∫
χ2(x) dx −

∫
a1(x, t) dt

)
. (4.24)
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C(x0, t0) óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó è òðåòüåìó êðàåâûì óñëîâèÿì (3.16). Òàêèìîáðàçîì, �óíêöèåé �èìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (3.6) áóäåò �óíêöèÿ
v(x, t, x0, t0) = exp

(∫
χ1(t) dt +

∫
b1(x, t) dx

)∣∣∣∣x=x0
t=t0

×

× J0(2
√
H(x− x0)(t− t0)) exp

(
−

∫
χ1(t) dt −

∫
b1(x, t) dx

)
. (4.25)Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ çàäà÷ �óðñà äëÿ óðàâíåíèÿ (3.6) ñ êðàåâûìè óñëî-âèÿìè (3.10) è (3.12) ïðåäñòàâëÿþòñÿ �îðìóëîé (3.17), â êîòîðóþ â êà÷åñòâå�óíêöèè v ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü �óíêöèþ (4.25). Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìî-æåò áûòü ïîñòðîåíà �óíêöèÿ �èìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (3.4) ïðè óñëîâèè, ÷òîñîïðÿæåííîå â ñìûñëå Ëàãðàíæà ñ ñîîòâåòñòâóþùèì (3.4) îäíîðîäíûì óðàâ-íåíèåì óðàâíåíèå (4.16) òàêæå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó (4.2).5. Ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäàÊàçàëîñü áû, îïèñàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ðåøèòü êðàåâóþ çà-äà÷ó òåîðèè �èëüòðîâàíèÿ (1.1), (1.2), (1.3). Îäíàêî ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäàíàòàëêèâàåòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå îñëîæíåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî êîý��èöèåíòûóðàâíåíèé (3.4) è (3.6) ñâÿçàíû ñ êîý��èöèåíòàìè ñèñòåìû (1.1) ïåðâûìèòðåìÿ ðàâåíñòâàìè (3.5) è ïåðâûìè òðåìÿ ðàâåíñòâàìè (3.7). Òàêèì îáðà-çîì, åñëè âåëè÷èíû a, b, c, a1, b1, c1 âûáðàíû èç óñëîâèÿ ïðèâåäåíèÿ óðàâíå-íèé (3.14) è (4.16) ê âèäó (4.2), äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷åòûðåõ êîý��èöèåíòîâñèñòåìû (1.1) α, β, γ, ν ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà èç øåñòè óðàâíåíèé, òî åñòü ïåðå-îïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà. Â ïðèíöèïå âîçìîæíî ê ýòîé ñèñòåìå èç øåñòè óðàâ-íåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè äîáàâèòü óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè. Îäíàêî ýòèóñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ñóùåñòâåííî ñóçÿò êëàññ ñèñòåì (1.1), ðåøàåìûõ òàêèììåòîäîì.Ïîýòîìó çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî èíîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ äàííîéïðîáëåìû. Ýòî ïðåäëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü ïðèâåäå-íèå ê ïðîáëåìå �óðñà çàäà÷è î íàõîæäåíèè òîëüêî îäíîé èñêîìîé �óíêöèè:êîíöåíòðàöèè C èëè ïëîòíîñòè ̺. Ïóñòü îäíà èç ýòèõ �óíêöèé íàéäåíà, íà-ïðèìåð ̺. Òîãäà êîíöåíòðàöèÿ C ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ðåøåíèå çàäà÷èÊîøè äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (1.1), â ïðàâóþ ÷àñòü êîòîðîãî ïîäñòàâëåíà íàé-äåííàÿ �óíêöèÿ ̺, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì â âèäå ïåðâîãî ðàâåíñòâà (1.2). Âýòîì ñëó÷àå äëÿ îòûñêàíèÿ C âîîáùå íå òðåáóåòñÿ ñòðîèòü �óíêöèþ �èìàíà,ïîýòîìó êëàññ çàäà÷, ðàçðåøèìûõ ýòèì ìåòîäîì, ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè-÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè �èëüòðîâàíèÿ. Çäåñü áó-äåò îïèñàí àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé �óíêöèè �èìàíà äëÿ îòûñêàíèÿ òîëüêî�óíêöèé ̺. Àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé �óíêöèè �èìàíà äëÿ îòûñêàíèÿ òîëü-êî �óíêöèé C, ñòðîèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.Íà îñíîâàíèè ñîîáðàæåíèé, ïðèâåäåííûõ â íà÷àëå ñòàòüè, ðåøåíèå êðàå-âîé çàäà÷è (1.1), (1.2), (1.3) îòûñêèâàåòñÿ â âèäå (2.1). Äëÿ êîý��èöèåíòîâðàçëîæåíèÿ (2.1) ïîëó÷àþòñÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2),



ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÄÀ×À ÔÈËÜÒ�ÎÂÀÍÈß 85(2.3), (2.4), (2.5). Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.2) äëÿ �óíêöèè ̺ ïîëó÷àþò óðàâíå-íèå âèäà (3.6), â êîòîðîì â äàííîì ñëó÷àå F̺ = 0. Êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ
̺0 íà õàðàêòåðèñòèêàõ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.10) ïðè g = 0 è (3.12). Çàòåì,èñïîëüçóÿ ïåðâûå òðè ðàâåíñòâà (3.7), òî åñòü ðàâåíñòâà

a1 = α; b1 = −(β − ν − βx

β
); c1 = −

[
αx + βγ − α(

βx

β
+ ν)

]
, (5.1)ïðîâåðÿþò, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå �óíêöèè a1, b1, c1, óäîâëåòâîðÿþùèå äî-ïîëíèòåëüíî óñëîâèÿì (4.12) è (4.15) ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîñòîÿííîì H, ÷òîðàâåíñòâà (5.1) âûïîëíÿþòñÿ.Åñëè òàêèõ �óíêöèé íå ñóùåñòâóåò, äàííûé ìåòîä, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ�óíêöèè ̺, íå ïðèìåíèì. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîïûòàòüñÿ âûïîëíèòü òó æåïðîöåäóðó îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ (3.4) äëÿ C. Ìû äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òîòàêèå �óíêöèè a1, b1, c1 ñóùåñòâóþò. Â ýòîì ñëó÷àå îïèñàííûì âûøå ñïîñî-áîì ñòðîèòñÿ �óíêöèÿ �èìàíà (4.22) è ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è �óðñà äëÿ�óíêöèè ̺0 â âèäå �óíêöèè (3.17). Ýòî çíà÷åíèå ̺0 ïîäñòàâëÿåòñÿ â ïåðâîåóðàâíåíèå (2.2), ïîñëå ÷åãî äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷èÊîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì â âèäå ïåðâîãî ðàâåíñòâà (2.6):

C0(x, t) = exp

(∫ x

0
v(y, t) dy

)
×

×
[
ϕ(t) +

∫ x

0

(
−∂̺0(z, t

∂t
+ γ(z, t)̺0(z, t) exp(−

∫ z

0
v(y, t) dy

)
dz

]
. (5.2)Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.3). Òàê êàê êîý��èöèåíòû âñèñòåìå (2.3), à òàêæå â ñèñòåìàõ (2.4) è (2.5) îäèíàêîâû, óðàâíåíèÿ äëÿ ̺â ýòèõ ñèñòåìàõ ìîãóò áûòü ðåøåíû ìåòîäîì �èìàíà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ̺1 âñîîòâåòñòâèè ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.7), â êîòîðûõ ϕ(t) = 0 è ψ(x) = 0, ïî(3.10) èìååì:

Φ(t) = ̺1(0.t) = exp

(∫ t

0
α(0, τ) dτ

) ∫ t

0
(f) exp

(
−

∫ τ

0
α(0, z) dz

)
dτ. (5.3)Ïîýòîìó ïî �îðìóëå (3.17) ïîëó÷àåì, ÷òî

̺1(x1, t1) =

∫ t1

t0

v(x0, t, x1, t1)[Φ
′(t) + a1(x0, t)Φ(t)] dt+

+

∫ x1

x0

∫ t1

t0

v(x, t, x1, t1)(f)(x, t, ) dt dx. (5.4)Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå ̺1 â ïåðâîå óðàâíåíèå (2.3) è ðåøàÿ äëÿ íåãî çàäà÷óÊîøè ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.7), ïîëó÷àåì:
C1(x, t) = exp(

∫ x

0
v(y, t) dy)×

×
[∫ x

0

(
−∂̺1(z, t

∂t
+ γ(z, t)̺1(z, t) exp(−

∫ z

0
v(y, t) dy

)
dz

]
. (5.5)



86 Â. À. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎÄëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.5) ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì èíäåêñà n ñíîâà ñâî-äèì çàäà÷ó äëÿ �óíêöèè ̺n ê ïðîáëåìå �óðñà è ïî �îðìóëå (3.17) ïîëó÷àåìåå ðåøåíèå:
̺n(x1, t1) =

∫ t1

t0

v(x0, t, x1, t1)[Φ
′(t) + a1(x0, t)Φ(t)] dt+

+

∫ x1

x0

∫ t1

t0

v(x, t, x1, t1)gn(x, t, ) dt dx, (5.6)ãäå
Φ(t) = ̺n(0.t) = exp(

∫ t

0
α(0, τ) dτ)

∫ t

0
gn(0, τ) exp(−

∫ τ

0
α(0, z) dz) dτ. (5.7)Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå ̺n èç (5.6) â ïåðâîå óðàâíåíèå (2.5) è ðåøàÿ äëÿ íåãîçàäà÷ó Êîøè ñ íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.7), ïîëó÷àåì:

Cn(x, t) = exp(

∫ x

0
v(y, t) dy)×

×
[∫ x

0

(
−∂̺n(z, t

∂t
+ γ(z, t)̺n(z, t) exp(−

∫ z

0
v(y, t) dy

)
dz

]
. (5.8)Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè ̺n è Cn ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû äëÿ ëþáîãî çíà-÷åíèÿ èíäåêñà n. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñå �óíêöèè ̺n è Cn ïðåäñòàâëÿþòñîáîé èíòåãðàëû îò íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Ïðè ýòîì �óíêöèè gn ÿâëÿþòñÿïîëèíîìàìè îò íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè êîíå÷íûõ x è t�óíêöèè ̺n è Cn ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèÿ (2.1)ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðàâåíñòâà (5.1) ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû äëÿ ñèíòåçèðîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé òåîðèè �èëüòðî-âàíèÿ (1.1), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû ïðåäëîæåííûì çäåñü ñïî-ñîáîì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàäàòü �óíêöèè a1, b1 è c1, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèÿì (4.12) è (4.15), à çàòåì ïî �îðìóëàì (4.20) âû÷èñëèòü êîý��èöè-åíòû ñèñòåìû (1.1). Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ òîò �àêò, ÷òî óðàâíåíèé (4.20) òðè,à êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (1.1) ÷åòûðå, âûÿñíÿåì, ÷òî êëàññ óðàâíåíèé òåî-ðèè �èëüòðîâàíèÿ, ðåøàåìûõ ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîîáøèðíûì.Íèêàêèõ ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé íå âîçíèêàåò òàêæå ïðè ðåøåíèèêðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè �èëüòðîâàíèÿ, â êîòîðûõ ïðàâûå ÷àñòè êðàåâûõ óñëî-âèé (1.2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó.6. Ïðèìåð�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂C

∂x
=
∂̺

∂t
+

[
−H exp(−1

2
x2t2 + cos x) + x2t+ sin t

]
̺+

+ exp(
1

2
x2t2 − cos x)C;

∂̺

∂t
= (x2t+ sin t)̺+ exp(

1

2
x2t2 − cos x)C + ε sin(̺C) (6.1)



ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÄÀ×À ÔÈËÜÒ�ÎÂÀÍÈß 87ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2) è (1.3). Çäåñü H = const. Â ñèñòåìå (6.1)
α(x, t) = x2t+ sin t; β(x, t) = ν(x, t) = exp(

1

2
x2t2 − cos x);

γ(x, t) = −H exp(−1

2
x2t2 + cos x) + x2t+ sin t. (6.2)Ïîýòîìó ïî �îðìóëàì (3.7) ïîëó÷àåì:

a1(x, t) = x2t+ sin t; b1(x, t) = xt2 + sinx; χ1(t) = sin t; χ2(x) = sinx;

c1(x, t) = H − 2xt+ (x2t+ sin t)(xt2 + sinx). (6.3)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ (4.12) è (4.15) äëÿ �óíêöèé a1, b1, c1 âû-ïîëíÿþòñÿ. �åøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ â âèäå ðàç-ëîæåíèé (2.1) è äëÿ êîý��èöèåíòîâ ýòèõ ðàçëîæåíèé ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ(2.2), (2.3), (2.4), (2.5) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.6), (2.7).Äàëåå â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.2) çàäà÷à äëÿ �óíêöèè ̺0 ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å�óðñà äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (3.6), êîòîðîå â äàííîì ïðèìåðå ïðèíèìàåò âèä:
∂2̺0

∂x∂t
− (x2t+ sin t)

∂̺0

∂x
− (xt2 + sinx)

∂̺0

∂t
+

+
[
H − 2xt+ (x2t+ sin t)(xt2 + sinx)

]
̺0 = 0. (6.4)Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (6.4) ïîëó÷àþòñÿ èç (2.6) è (3.10) è èìåþòâèä:

̺0(x, 0) = ψ(x), x > 0;

̺0(0, t) = exp(

∫ t

0
sin τ dτ)

[
ϕ(0) +

∫ t

0
[e−1ϕ(τ) exp(−

∫ τ

0
sin z dz) dτ

]
. (6.5)Ïîñëå âû÷èñëåíèé

̺0(0, t) = exp(1 − cos t)

[
ϕ(0) +

∫ t

0
[e−1ϕ(τ) exp(cos τ − 1) dτ

]
. (6.6)Òåïåðü ïî �îðìóëå (4.25) ñòðîèì �óíêöèþ �èìàíà:

v(x, t, x0, t0) = exp(
1

2
x2

0t
2
0 − cos x0 − cos t0)×

× J0(2
√
H(x− x0)(t− t0)) exp(−1

2
x2t2 + cos x+ cos t). (6.7)Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå t0 = 0; x0 = 0, èç (6.7) ïîëó÷àåì:

v(x, t, 0, 0) = e−2J0(2
√
Hxt) exp(−1

2
x2t2 + cos x+ cos t). (6.8)Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (3.17) ïîëó÷àåì:

̺0(x, t) = ψ(0)v(0, 0, x, t) +

∫ t

0
v(0, t1, x, t)[̺

′
0(0.t1) + sin t1̺0(0, t1)] dt1+

+

∫ x

0
v(x1, 0, x, t)[ψ

′(x1) + sinx1 ψ(x1)] dx1, (6.9)



88 Â. À. ÎÑÒÀÏÅÍÊÎïðè÷åì çíà÷åíèÿ v è ̺0(0, t) ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü â (6.9) èç (6.6) è (6.8). Ïîñëåýòîãî ïî �îðìóëå (5.2) âû÷èñëÿåì C0(x, t):
C0(x, t) = exp

(∫ x

0
exp(

1

2
y2t2 − cos y) dy

) [
ϕ(t) +

∫ x

0

(
−∂̺0(z, t)

∂t
+

+

(
−H exp(−1

2
z2t2 + cos z) + z2t+ sin t

)
̺0(z, t) )×

× exp

(
−

∫ z

0
exp(

1

2
y2t2 − cos y) dy

))
dz

]
. (6.10)Çàòåì ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (2.3) ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (2.7).Äëÿ ýòîãî, çàìåòèâ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå (f) = sin(̺0 C0), ïî�îðìóëå (5.3) ïîëó÷àåì:

̺1(0, t) = exp(1 − cos t)

∫ t

0
sin(̺0C0) exp(cos τ − 1) dτ. (6.11)Ïîýòîìó ïî �îðìóëå (5.4) ïîëó÷àåì, ÷òî:

̺1(x, t) =

∫ t

0
v(0, t1, x, t)[̺

′
1(0, t1) + sin t1̺1(0, t1)] dt1+

+

∫ x

0

∫ t

0
v(x1, t1, x, t) sin(̺0C0)(x1, t1) dt1 dx1. (6.12)Äàëåå ïî �îðìóëå (5.5) ïîëó÷àåì:

C1(x, t) = exp

(∫ x

0
exp

(
1

2
y2t2 − cos y

)
dy

)[∫ x

0

(
−∂̺1(z, t)

∂t
+

+

(
−H exp

(
−1

2
z2t2 + cos z

)
+ z2t+ sin t

)
̺1(z, t) )×

× exp

(
−

∫ z

0
exp

(
1

2
y2t2 − cos y

)
dy

))
dz

]
.Ïîñëå ýòîãî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè êðàåâûõóñëîâèÿõ (2.7) ðåøåíèå ñèñòåìû (2.4) è âîîáùå ñèñòåìû (2.5) äî ëþáîãî çíà÷å-íèÿ èíäåêñà n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíäëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññàíåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè �èëüòðîâàíèÿ ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåò-ðàìè �èëüòðóþùèõ ýëåìåíòîâ.7. ÂûâîäûÒàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ �èëüòðîâàíèÿñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè â äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ. Ýòîò ìå-òîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê ðåøåíèþ íåëèíåéíûõ çàäà÷ �èëüòðîâàíèÿ ñ ïðî-èçâîëüíûìè íåëèíåéíîñòÿìè, ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòè íåëèíåéíûå ÷ëåíû äîïóñ-êàþò ïðåäñòàâëåíèå âèäà (1.4). Òîãäà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîåðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó.
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