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Найдены новые условия существования гомоклинических и гетероклини
ческих орбит для некоторых типов систем обыкновенных квадратичных диф
ференциальных уравнений. Реализация этих условий совместно с известными 
теоремами Шильникова гарантирует существование хаотических аттракторов 
в автономных квадратичных 3-D системах. Приведены примеры гомоклини
ческих орбит.
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1. Введение

В течение четырех последних десятилетий хаотическое поведение реше
ний динамических систем остается в фокусе внимания математиков, физи
ков и инженеров. Существуют сотни публикаций, в которых этот феномен 
рассматривается в той или иной форме [1 4|. Однако имеется очень мало ра
бот, в которых (с математической точки зрения) существование хаотической 
динамики в исследуемых системах дифференциальных уравнений строго до
казано.

Например, строгое математическое доказательство существования хао
тической динамики в модифицированной системе Лоренца представлено в 
статьях [5, 6, 9]. Авторы этих статей воспользовались теорией бифуркаций 
Шильникова для построения гомоклинических и гетероклиничееких орбит. В 
работах [8, 10, 11, 17] изучение аттракторов тина Лоренца было продолжено. 
И хотя эти аттракторы исследованы достаточно глубоко, много нерешенных 
вопросов вес еще остается. Как указано в [6], численные примеры, показы
вающие наличие хаотической динамики, возможно, вводят в заблуждение 
исследователей, так как компьютерное моделирование имеет ограниченную 
погрешность вычислений; экспериментальные же измерения имеют ограни
ченную точность во временной или частотной области. Наблюдаемое хаоти
ческое поведение, возможно, является дефектом устройства наблюдения за 
счет физических ограничений, которые могут присутствовать в измерителе. 
Поэтому строгое доказательство крайне необходимо для полного понимания
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хаотических процессов в различных нелинейных динамических системах. Да
же для первого известного аттрактора Лоренца, который интенсивно изучал
ся последние 40 лет, только недавно было получено строгое доказательство 
его хаотического поведения.

Для исследования хаотической динамики в дифференциальных уравне
ниях с частными производными необходимо вначале установить существо
вание конечномерного хаотического аттрактора. Главная проблема здесь за
ключается в том, что уравнения с частными производными имеют бесконеч
номерное пространство состояний [7] и нахождение в нем компактного мно
жества притяжения представляет сложную задачу. К сожалению, использо
вание классических инструментов теории бифуркаций в бесконечномерном 
случае наталкивается на большие трудности.

Возвращаясь к обыкновенным дифференциальным уравнениям, отмстим, 
что, как показывают недавние публикации [12 16], [18 20], основным инстру
ментом исследования хаотических аттракторов 3-D систем автономных ква
дратичных дифференциальных уравнений остаются теоремы Шильникова.

И, наконец, подчеркнем, что благодаря именно этим теоремам в работе 
[16] был сделан весомый вклад в решение задачи классификации хаотических 
аттракторов. Здесь было показано, что большой класс хаотических систем 
может быть разделен на следующие четыре тина: хаос в системах с гомокли- 
нивескими орбитами; хаос в системах с гстсроклинивескими орбитами; хаос 
гибридного тина, то сеть, в системах с гомоклинивескими и гстсроклиниве
скими орбитами; хаос других типов. Простые возможные формы хаотических 
систем были найдены для каждого вида хаоса. Также были указаны новые 
тины хаотических аттракторов, в частности, хаотический аттрактор с тре
мя положениями равновесия, с одной гстсроклини ческой орбитой и одной 
гомоклини ческой орбитой, или четырехленточный аттрактор с пятью поло
жениями равновесием и двумя гстсроклини вескими орбитами.

В настоящей работе для большого класса квадратичных систем диффе
ренциальных уравнений, без ограничения на число нелинейностей, установ
лен критерий существования гомоклини веских и гстсроклини веских орбит. 
В качестве же основного инструмента, позволяющего найти хаотический ат
трактор, были использованы теоремы Шильникова [16].

Обозначим через Rn действительное пространство размерности и. Пусть 
x T =  (x i ,. . . ,x n) Є Rn обозначает неизвестный вектор, координаты которого 
являются функциями времени t. Пусть также A =  (a j ) ,B i, Є Rnxn —
действительные матрицы, причем матрицы B i,... ,B n предполагаются сим
метрическими.

Рассмотрим автономную систему обыкновенных квадратичных диффе
ренциальных уравнений

П
x i(t) = ^ 2  aij Xj (t) +  x T (t)B ix(t) =  fi(x (t )),

j= i
........................................................... ,n
Xn(t) =  ^  anj Xj (t) +  xT (t)Bn x (t) =  fn (x (t)) 

j=i

(1.1)
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порядка n с вектором начальных значений xT(0) =  (xio, ■■■,xno).
Введем еще некоторые обозначения и определения. Предположим, что 

Q С Rn является компактным (замкнутым и ограниченным) множеством, 
содержащим начало координат. Символом x(t, xo) будем обозначать решение 
(траекторию, орбиту) системы (1 .1 ), удовлетворяющую начальному условию 
x(0, xo) =  xo. Расстояние между любым вектором х& и множеством Q опре
деляется по формуле: d(xk , Q) =  inf ||xfc — x||.

xeQ

О пределение 1. Если существует компактное множество Q С Rn такое, что

Vx0 € Rn, lim d(x (t, x 0),Q ) =  0,

то мы будем называть Q глобальным аттрактором системы (1.1). Если для 
множества P  С Rn выполняется уеловие Vxo € P  С Rn, x(t, xo) С P, то P  
будет называться положительным инвариантным множеством системы (1 .1 ).

О пределение 2 . Замкнутая траектория x(t, xo) системы (1.1) называется 
гомоклинической орбитой, сели эта траектория сходится к одному и тому же 
положению равновесия при t ^  ±то.

Пусть x e € Rn является положением равновесия системы (1.1). Обозначим 
через

D(xe) =  (d fi(x )/dxj)(xe) € Rnxn

матрицу Якоби вектор-функции f(x ) =  (f i(x ) , ■■■, f n(x ))T в положении рав
новесия x e; i , j  =  1 ,■■■,n.

Т еорем а 1. (Гомоклиническая •теорема Шильникова) [22]. Предположилi, 
что n =  3  и пуст,ь а, ß  ±  iy являются собственными числами матрицы 
D (xe), где a ,ß ,Y  € R, а  ■ ß  <  0 и у =  0 (положение равновесия является 
седло-фокусом).

Предполоэтш также, что выполнены следующие условия:
|а| >  |ß|;

2) существует гомоклиническая орбита, начинающаяся и заканчиваю
щаяся в точке x^

Тогда: 1) в некоторой окрестности гомоклинической орбиты, существу
ет счетное число подков Смейла, определяющих дискретную динамику си
стемы (1.1):

2) для любого достаточно малого C 1-возмущения

g (x) =  (g i (x^ ■■vgn(x))T

функции f  (x) в системе (1.1) возмущенная система x(t) =  g(x) € Rn имеет 
no крайней мере конечное число подков Смейла, определяющих дискретную 
динамику вблизи гомоклинической орбиты;

3) исходная система (1.1) и возмущенная система x(t) =  g(x ) имеют 
один и тот, ж е тип хаоса, порожденного подковами Смейла.

Пусть x ei и x e2 -  два положения равновесия системы (1.1).
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О пределение 3. Замкнутая траектория x(t, xo) системы (1.1) называется 
гетероклинической орбитой, если для любой точки xo, принадлежащей этой 

lim x(t, xo) =  x e2, lim x(t, xo) =  x ei; lim x(t, xo) =t̂ <x> t^ — <x> t̂ <X>
x ei, lim x(t, xo) =  xe2.t^ — ̂

Т еорем а 2. (Тетероклиническая теорема Шильиикова) [22]. Предположилi, 
что n =  3  ^ пусть а , ßk ±  iYk являются собственными числами матрицы 
D (x ek), где к =  1, 2; ak, ßk ,Yk € R  ak ■ ßk <  Ом Yk =  0 (оба положения
равновесия x ei и x e2 предполагаются седло-фокусами).

Пусть также, выполнены следующие условия:
|ak| >  |ßk|, к =  1 , 2 ; 
a ia 2 >  0 ß iß 2 >  0;

3) существует гетероклиничеекая орбита, связывающая точки x ei и
x e2 ■

Тогда: 1) в некоторой окрестности гомоклинической орбиты, существу
ет счетное число подков Смейла, определяющих дискретную динамику си
стемы (1.1):

2) для любого достаточно малого C 1-возмущения

g (x) =  (9 i(x ) ,-- ,9 n (x))T

функции f  (x) в системе (1.1), возмущенная система x(t) =  g(x) € Rn имеет 
по крайней .мере. конечное число подков Смейла, определяющих дискретную 
динамику вблизи гомоклинической орбиты;

3) исходная система (1.1) и возмущенная система x(t) =  g(x ) имеют 
один, и тот, ж е тип хаоса, порожденного подковами Смейла.

2. Треугольная форма квадратичных систем 
дифференциальных уравнений

Рассмотрим следующую однородную систему квадратичных дифферен
циальных уравнений:

х  ф£) =  х т  (Ь)Б1х(1),
............................,
х и^) =  х т  (^)Brax(^)

с вектором начальных данных х Т (0).
Заметим, что в системе (2.1) любая квадратичная форма может быть 

единственным образом представлена в виде суммы

XTBi+ix  =  Ul,i+l(xi, ...,Xi) +  Ü2,i+l(x i, ...,Xn),

где
Ui,i+i(xi, ...,Xi) =  (x i,...,X i, 0,..., 0 )B i+ i(x i, ...,Xi, 0,..., 0)T ,

U2,i+1(x 1, ...,x n) — x  Bi+ ix  Ui,i+i

-  квадратичные формы, зависящие от г и  n переменных, и Uii(xo) =  0, 
U2i ( x i , ..., xn) — XTB iX  г — 1,..., n -  1.
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Введем в систему (2.1) новую переменную у (£) =  ...,уга(£))т  по фор
муле х (£) =  5 у (Ь), где 5  € Мпхп -  невырожденная матрица. Тогда получим:

(  у1 (і)  ̂

V уп(і) )

Б-1
(Б у(і))Т В і(Б  у  (і))

\ (БУ (і))ТВп(Бу (і)) )

( 2 .2)

(Таким образом, вектор началвнвіх даннвіх примет вид у(0) =  Б- 1х(0).)
Предположим, что существует обратимая матрица Б такая, что в пере

менных уі, ...,уп система (2 .2) примет вид:

1 у1(і) \

: =  ^ (у (і)) =
Цз1 (у1 ( і ) ,. •,уп(і))

V уп(і) у V Ц̂2п(у1 ( і ) , .••,Уn( )̂)

О пределение 4. Система (2.3) называется треугольной.

Например, если п =  2, то (2.3) имеет форму:

Г Уц(г) =  ацу1 +  2а12У1У2 +  а22у|,
I У2&) =  2Ь12У1У2 +  Ь22У2,

если п =  3, то (2.3) имеет такую форму:

{Уц(г) =  апУ2 +  2а12У1У2 +  а22У2 +  2а1зУ1Уз +  2а2зУ2Уз +  аззУ2, 
У2&) =  2 Ь12У1У2 +  Ь22У2 +  2 Ь1зУ1Уз +  2 Ь2зУ2Уз +  ЬззУз,

У/з(̂ ) =  2С1зУ1Уз +  2 С2зУ2Уз +  СззУ̂ .

3. Условия существования гомоклинических орбит для 
треугольных систем

Заметим, что в системе (2.3) последнее уравнение может быть записано 
так:

2/га( )̂ =  Уп(2с1пУ1 +  ... +  2сп—1,пУ'п—1 +  СппУ'п), 

где С1п, ...,Спп € М.
Следующая очевидная лемма [23] в данной работе играет ключевую роль.

Л ем м а 1. Предположим,, что для треугольной системы (2.3) Уп0 =  Уп(0) и 
функция Уп(Ь) не имеет полюсов на [0, ю ). Тогда Ш >  0 Уп(0)Уп(Ь) >  0.

Формально вычислим все первые производные по времени для функций 
2т =  У1/Уп, ..., 2«,— 1 =  Уп—1/Уп, ГД6 У1^),...,Уп(£) -  решения С И С Т вМ Ы  (2.3). 
Тогда получим:

/  21 (г) \

2та-і(і)
V уп(і) у

(  у1Уп -  У1уп
----------------- 5---------------=  Сі(гі(і),...,гп-і(і))уп(і)

уп

уп-1уп уп-1уп
уп

=  Сп- 1 (2 1 (і), ...,2п-1(і))уп (і)

Сп(2 1 (і ) , . . . ,2 п - 1 (і))уп (і)

, (3.1)
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где Gi(z 1 , zn - 1) — неоднородные квадратичные функции и Gn( z i , zn - 1) — 
неоднородная линейная функция переменных z i ,...,z n - i; i =  — 1. (В
соответствии с леммой 1, если yn(0) =  0, то система (3.1) определена кор
ректно.)

Введем линейную относителвно переменных z i ..., zn - l функцию z по фор
муле

z =  2cin zi +  ... +  2Cn-1,nzn-1 .

Построим квадратичную функцию

G (zi, ..., zn -i) =  2CinGi(zi, ..., zn -i) +  ... +  2Cn-1,nG n-i(zi, ..., zn -1),

и квадратичную форму hn-1 (y) =  уПG (zi, ...,zn -1 ).

Т еорем а 3. Пусть n >  1. Предположим,, что для треугольной системы
(2.3) yn0 =  0. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) квадратичная форма hn-1(y) отрицательно определена;
2) решения yi (t) непрерывны на [0, то) lim yi(t)yn(t) =  0; i =  1 , ...,n.

Доказательство. Предположим, что yno >  0. Без потери общности можно 
считатв, что а € [0, то) -  единственная сингулярная точка функции yn(t) 
(lim yn(t) =  то). Тогда из леммы 1 вытекает, что Vt € [0, а) yn(t) >  0. Инте-t^a
1'рируя последнее уравнение системы (2.3), получим:

Vn(t) = --------- -----------------  > о. (3.2)

1 — Vno J (z (t ) +  Cnn) dT 
0

Из этого неравенства немедленно следует, что Vt € [0, а)

t

J  ̂(z (t ) +  cnn ) dT =  d(t) <  1/yn0. (3.3)
o

Кроме того, из условия отрицателвной определенности формы hn - i(y ) 
следует, Ч Т О  ДЛЯ ЛЮ0В1Х z1, ..., zn - 1 функцИЯ G (z1, ..., zn - i) <  0. Поэтому Vt € 
[0, а) производи ая z(t) =  G (z1 ,...,zn - 1 )yn(t) <  0. Так как yn(t) >  0, то z(t) -  
убывающая функция на интервале [0, а).

Переходим непосредственно к доказательству теоремы 3.
1) ^  2 ). Предположим, что функция zn(t) =  z(t) +  cnn сохраняет знак на 

[0, а). Будем считать, что zn(t) >  0. Тогда из последнего уравнения системы
(2.3) имеем yn(t) >  0 и, следовательно, функция yn(t) будет возрастающей 
на [0, а). Кроме того, из условия z(t) <  0, мы получаем, что zn(t) <  0 и 
потому zn(t) lim yn(t) =  то. Вt^ a -0

lim zn(t) =  —то и, следовательно, функция zn(t)t^ a -0
меняет свой знак на [0, а), что невозможно. Таким образом, предположение 
о том, что а является сингулярной точкой на интервале [0, то), некорректно.
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Следовательно, функции zn(t) и yn(t) не имеют сингулярных точек на [0, то). 
Тогда мы имеем в (3.3) d(t) >  0 lim xn(t) =  yn0/(1  — yn0 lim d(t)) >  0.

Если zn(t) <  0, то d(t) <  0 и из интегральной формулы (3.2) немедленно 
следует, что функция yn(t) не имеет сингулярных точек на [0, то).

Пусть теперь а будет сингулярной точкой функции zn(t). Предположим, 
что zn(t) >  0, но при переходе через некоторую точку c € [0, а) функция Zn (t) 
изменяет свой знак (zn(c) =  0). Так как zn(t) -  убывающая функция, то для 
любого At >  0, имеем zn(c — At) >  0 и zn(c +  At) <  0.

Рассмотрим интеграл

t С W t

Zn(T) dr =  Zn(T) dr +  lim Zn(r) dr +  lim Zn(r) dr =w^a—0 w^a+0
0 0 c w

=  Z  (c) — Z  (0) +  lim Z  (w) — Z  (c) +  Z  (t) — lim Z  (w) =
w^a—0 w -̂a+0

=  Z  (t) — Z  (0) +  lim Z  (w) — lim Z  (w), (3.4)
w^a—0 w^a+0

где Z (w )— первообразная функция для zn(w); t— точка из интервала [0, а) (J 
(а, то).

При исследовании интеграла (3.4) возможны следующие четыре случая:

и

1) lim Z  (w) =  d1 =  —ж , lim Z  (w) =  d1 =  —ж , Z  (ж ) =  d2 =  ± ж ;w^a—0 w -̂a+0

2) lim Z  (w) =  d3 =  —ж , lim Z  (w) =  d3 =  —ж , Z  (ж ) =  —ж ;
w^a—0 w^a+0

3) lim Z  (w) =  — lim Z  (w) =  —ж , lim Z  (w) — lim Z  (w) =  —ж
w^a—0 w^a+0 w^a—0 w^a+0

(в силу того, что lim Z  (w) <  0  lim Z  (w) >  0),w^a—0 w^a+0

4) lim Z  (w) =  lim Z  (w) =  —ж , lim Z  (w) — lim Z  (w) =  0.w^-a—0 w^a+0 w^-a—0 w^a+0

(Здесь d1 — d3 — некоторые действительные константы.)
Напомним, что a -  единственная сингулярная точка. Тогда случай 1) сво

дится к рассмотренной ранее ситуации для zn(t) >  0 lim d(t) =  d2 <  1 /y n0-
Случаи 2) и 3) следуют из (3.2) и (3.3) и того, что lim yn(t) =  0. Но Vt Єt^a
[0, a) yn(t) >  0; поэтому a =  ж .

В случае 4) мы имеем:

lim yn(t) = --------------------^ --------------------- =  0,t^a—0 г
1 — Уп0 lim (z (t ) +  Cnn) dTt^a—0

0

и так как Vt Є [0, a) yn(t) >  0, то a =  ж . В [23] было показано, что любое 
решение общей системы без особых точек стремится к 0 при t ^  ж . Следо
вательно, ситуация zn(t) >  0 lim yn(t) =  const =  0) -  невозможна. Таким
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образом, в этом случае остается единственная возможности zn(t) <  0 и zn(t) 
меняет свой знак с ' —'н а  Значит, фун кция yn(t) не имеет сингулярных
точек на [0, то) lim yn(t) =  0.t̂ <X>

Рассматривая поведение функции yn(t) при yno <  0, приходим к тому 
же заключению: yn(t)— непрерывная функция на [0, то) lim yn(t) =  0. За
метим, что в условиях теоремы 3 из доказательства вытекает, что неремен
ные z1 , ..., zn - 1 являются непрерывными функцИЯМИ для t € [0, то). Функ
ции G 1(z1,..., zn - 1),..., Gn-1(z1, ..., zn-1 ) и G (z1, ..., zn - i) являются полинома
ми относительно переменных z1 , ..., zn - 1 и потому эти функции также непре
рывны Vt € [0, то).

Запишем последнее уравнение системы (2.3) в интегральной форме:

t

yn(t) =  yno +  У  (z (t ) +  Спп)уП(т ) dr.
0

lim yn(t) =  0 следует, что несобственный интеграл

j ( z(t ) +  Cnn)уП(t ) dT 
0

lim (z(t) +  cnn)y ‘n(t) =  0, что экви-t̂ <X>валентно предельному неравенству

lim (2cinyi(t)yn(t) +  ... +  2cn-i,nyn-i(t)yn(t)) =  0. (3.5)t^œ

Рассмотрим уравнение

Z(t) =  G (zi(t),...,Z n -i (t))yn(t),

которое может быть представлено интегральным соотношением

t

z(t)y^(t) =  zoy2 (t) +  уП(t) j  G (zi (r ) ,.. . ,Z n -i(r))yra(r) dr =
0

t
2 /.Ч , 2 h n -l(y i (T ) ,...,Уп(т)) ,

=  z o y n ( t )  + y n ( t )  J  ---------------------------------------------------d,T,

0

где hn - i(y i, ...,yn) -  квадратичная форма, введенная выше.
Перейдем к пределу в обеих частях последнего равенства. Тогда в силу 

lim yn(t) =  0, будем иметь:

t
lim z ( t ) y l ( t )  =  lim y l ( t )  f  •••.жга(т ) )  ^  = Q (3.6)

t ^ x  yn(T)
0

Здесь возможны две ситуации:
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hn-l(yi(T  Уп (т ) ) ,  , ,1 ) lim --------------- —------------ ат =  const ф оо;
О —œ y Уп(т )

0

2) lim 1 К - ' Ы т ); Д * ‘ (т ))Лт =  ±ос.
^ œ уп(т )

0

В первом случае ив сходимости несобственного интеграла следует, что

limt^œ
hn-i {y i { t ) ,  ...,yn{t))

Vn{t)
0,

lim yn(t) =  0, lim hn -1 (y1(t)...,yn(t)) =  0. Следовательно,t—œ t—œ

lim уП(t)h n -i(y i(t), ...,yn(t)) =  0.t—œ (3.7)

Во втором случае равенство (3.6) может быть переписано так:

оо
, ........... <г» ]  =  ( « | = а

Применяя правило Лониталя к последнему пределу, будем иметь: 

h n -i(y i(t),...,yn  (t))limt—œ 1 yn(t)
| / ( - 2yn(t)/yn (t)) =

=  lim =  (3.8)
t^ œ 2yn(t)

lim 7/n(t) =  0, то из (3.8) следует (3.7).t—œ
В СИЛу 0ТрИцательн0ц 0Пределенн0СТИ форМЫ hn- i(y ) предел (3.7) имеет 

вид:

(п п
0 2  diiyi(t)yn(t))2 +  ••• +  0 2  dniyi(t)yn(t))2 ) I =  0,

i=1 i=1

где dij — некоторые действительные числа.
Отсюда следует, что

lim ( duyi(t)yn(t)) =  0,..., lim ( dn%y%(t)yn(t)) =  0t——œ t—— œi=i t—œ i=i

или, в матричной форме, имеем:

limt—œ

dii ... din

dn i ... dnn

yi(t)yn(t)

V yn (t)yn (t) /

0. (3.9)
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В силу отрицательной определенности формы hn - 1 (y), строки матрицы D 
в (3.9) (с элементами d j  должны быть линейно независи мы. Тогда det D  =  0

lim yi(t)yn(t) = 0; i =  1 ,
2 ) 1). Без потери общности систему (2.1) можно рассматривать как

систему, приведенную К форме (2.3). Теперь предположим, ЧТО yn0 =  0, 
lim yi(t)yn(t) =  0 и функция yi(t)yn(t) не имеет сингулярных точек на ин
тервале [0, то); i =  1 ,..., n.

Пусть yn0 >  0. Тогда в соответствии с леммой 1 Vt € [0, т о )  имеем yn(t) > 
0. Следовательно, для достаточно больших t >  0 функц ия yn(t) убывающая и 
потому yn(t) <  0. Теперь, если мы вернемся к последнему уравнению системы
(2.3) и формуле (3.2), то из этих соотношений и условия yn(t) <  0 для доста
точно больших t >  0 следует, что zn(t) <  0. lim yn(t) =  0 и функция
yn(t) не имеет сингулярных точек, то отсюда следует, что функции zn(t) и 
z(t) также не имеют таких точек. Следовательно, возможны два случая: 1) 
lim zn(t) =  lim z(t) =  —то lim zn(t) =  dn <  0(=  -т о ) .

Предположим, что имеет место случай 2). Toi да, воспользовавшись пра
вилом Лониталя, получим:

lim z,(t)t—œ lim Щ
t—œ yn(t)

,. Vi(t)yn(t)
v m

0
Ö

>1z, ; г 1 , ...,n -  1 .

lim yn(t) =  0, система (2.3) может быть све-t—— <œ
дена к системе

Так как

..., Zn— 1 )   ...   — 1 (z1 , ..., zn— 1 )   0. (3.10)

lim zn(t)t—œ 2c1ra lim z ) t )  +t—œ .. +  2c„—1,n lim z„—1t—œ (t) +  Crara =

— 2c1nz1 +  ... +  2cn— 1,razn— 1 +  Cnra — =  ^ ,
мы получаем, что система (3.10) имеет одно решение (z-, ...,z^—1 ) € Rn—1 .

lim yn(t) — 0  yn(t) >  0 и <  0, то из (3.2) следует, что

t
lim y„o (z (t ) +  c„ra) dr — -т о .  t—œ

0

Поэтому для достаточно больших t функция yno(z(t) +cnn) должна быть убы
вающей и отрицательной. Значит, условие yn0z(t) — yn0G (z1, ..., zn—1 )yn(t) <  0 
необходимо удовлетворено. Так как yn0yn(t) >  0, то функция G (z1, ..., zn—1 ) 
должна быть отрицательной и, следовательно, G (z1, ..., zn—1 ) — 0 V(z1, ..., zn—1 ). 
Это противоречит заключению, сделанному выше о том, что существуют ве
щественные решения системы (3.10). Следовательно, случай 2) невозможен. 
Напротив, случай 1) имеет место, и, как показано выше, V(z1 , ..., zn—1) усло
вие G (z1 , ...,zn—1 ) <  0 должно быть удовлетворено. Последнее неравенство в 
терминах форм эквивалентно отрицательной определенности формы hn—фу). 
Это завершает доказательство импликации 2) => 1 ) и теоремы 3. □
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Обозначим через ¥г линейное подпространство в М”  размерности г, по
рожденное всеми векторами у г =  (у1 , ...,Уг, 0 , 0)т ; г =  1,

Построим цепочку включений 0 =  ¥о С ¥ 1 С ... С ¥п_ 1 С ¥п =  М” . 
Обозначим через W i =  W|Yi ограничение оператора W  на подпростран

ство ¥ц Легко проверить, что (¥г) =  ¥д г =  1, ...,п.
Введем треугольные системы:

У i (t)
(  № (t)  ̂

V yi (t) )

=  W i(y  i(t))
U2i(y i(t ),. : ,y i(t ) ,  0, ..., 0)

U2i(yi(t), ...,yi(t), 0,. ...0)
(3.11)

(Очевидно, что при і =  п система (3.11) совпадает с системой (2.3).)
По аналогии с системой (2.3) введем формні Лі— і (уі) для систем (3.11); 

і =  2,..., п. (Здесь Ни-і (Уп) =  Лп- і (у )).

Т еорем а 4. Пусть п >  1. Предположим, что для треугольной системы 
Упо =  0

1) Уг € { 2 , ...,п } квадратичная, форма Л,г - 1 (уг) отрицательно определена;
2) для, г =  2 (это будет система (2.4)) а11(а11 — 2Ь12) <  0.
Тогда, любая траектория у(£, у 0) системы (2.3) является гомоклиниче

ской, орбитой и положение равновесия 0 представляет собой единственный 
аттрактор (глобальный) этой системы.

Доказательство. Покажем, что все решения yi(t), ...,yn(t) системы (2.3) ог
раничены на [0, то) lim yi(t) = 0  i =  l, ...,n.t̂ <X>

Из теоремы 3 следует, что любое решение У(t) =  y n(t) системы (2.3) при 
t ^  то переходит го многообразия Rn =  Yn на инвариантное многообразие 
¥n_i меньшей размерности. (Последняя координата вектора y(t) стремится 
к нулю.) Так же, как и для системы (2.3), мы можем показать, что решения 
Уі системы (3.11) ограничены для i =  n, i =  n — 1и  так далее.

В результате мы сведем доказательство к случаю системы (2.4). Условия 
ограниченности решений этой системы указаны в (23]; неравенство а ц (а ц  — 
2bl2) <  0 является следствием этих условий.

Теперь мы изменим знак времени: t ^  —t. Тогда система (2.3) перейдет в 
систему

У (t)
(  yi (t) ^

V yn(t) )

W (y (t))
(  U2i(y i(t),...,y n (t))  ̂

V U2n(yi(t),...,yn (t)) )

(3.12)

Ясно, что для системы (3.12) условия 1) и 2) теоремы 4 выполнены. 
Следовательно, если yn0 =  0, то для любого решения y (t, yo) системы (3.12) 
lim y (t, yo) =  0. В условиях теоремы 4 системы (2.3) и (3.12) имеют един-

t̂ <X>
ственное положение равновесия ye =  0 lim y (t, yo) =  0. Это завер-t̂ ±<X>
шает доказательство теоремы 4. □
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4. Гомоклинические и гетероклинические орбиты системы
(1.1)

Предположим, что существует обратимое линейное преобразование 5  € 
Мпхп, сводящее систему (2.1) к системе (2.3). Применяя преобразование Б к 
системе ( 1 .1 ), будем иметь:

У(і)
(  Уі{і) ^

V І)п(і) )

и2і(У\(і),...,Уп (і))
С у (і) +

V и2п(Уї(і),--,Уп(і)) )

(4.1)

где С =  Б-1 АБ и у (0) =  Б- 1х(0).

Т еорем а 5. Пусть п >  1. Предположим, что для треугольной системы
(2.3) выполнены условия 1) и 2) теоремы ф Если одномерное пространство 
¥ 1 не является собственным вектором матрицы С или у(0) ф ¥ 1; тогда 
для, любых начальных данных все решения системы (4-1) ограничены.

Доказательство. 1. Предположим, что матрица С в системе (4.1) может 
быть приведена к вещественной диагональной форме

Р  =  Н С Н  1 =  біад (а 1 , ..., ап)

с помощью подходящего обратимого преобразования Н  € Мпхп.
Введем новую переменную г в систему (4.1) по формуле у  =  Н - 1г, где 

zT =  (х\, ...,хп). Тогда будем иметь:

т(і) =

Д (і)

\ Хп(і) )

=  Рт(і) +
тТ (і)Llz(і)

\ т (і)Е1т(і) /

где Ь\,..., Ьп € Мпхп -  симметрические матрицы и г(0) =  Н у(0). 
Теперь заменим переменную г  в системе (4.2) на переменную

=  (и>і,...,тп)Т =
V Хл х„ )

1 1 \Т
> * ** >,Х1 Хп>

Тшда, после простых линейных преобразований, получим:

IV1 -ауш1
= +

V п -а-п^п

1, ..., и і/и п') 2 Т=  и “ Liw,  г --

ПпДп/'Ш 1, ...,Шп/шп)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

С помощью метода Лагранжа вариации произвольных постоянных [24] 
находим решение системы (4.4). Это решение имеет форму:

Ш1(і)

тДі)

ехр(-аф )ш ю

ехр(-апі)шп,о
+

п
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(
t

f  e x p ( -a i (t — r ) )L i (wi/wi , ..,w i/wn) dr 
0

\

+
t

exp( an(t — r ))L n(wn/w 1 , ..,Wn/wn) dr
\ 0

Если с помощью формул (4.3) мы вернемся к переменным г\,...,гп , то 
из последней системы можно получить решения г \ ( Ь ) , г п(£) в следующей 
форме:

zi (t)

<

Zn(t)

z i0 exp(ait)
t

1 +  Z io f  exp (a ir )L i(z i(r  ) /z i  (r ),..., z,n (r  ) /z i  (r )) dr 
o

____________________ ZnQ exp(ant)____________________
t

1 +  zn o f e x p (a n r )L n (z i(r )/ zn (r ) ,zn (r )/ zn (r ))  dr 
0

(4.5)

(Если для некоторого k € {1 ,..., n } и для некотоporo b € [0, to) lim Zk(t) =  0,
t^b

то в формулах (4.5) мы полагаем lim Zk(t) =  Zk(b) =  0.)
t^b

Пусть t =  а >  0 будет сингулярной ТОЧКОЙ (полюсом) решения Zi(t) си
стемы (4.2). Тогда в силу общности системы (4.2) все оставшиеся решения 
Z j(t),j =  i ; j  =  1,..., n также имеют ту же сингулярную точку t =  а. Известно 
(23, 25], что при t ^  а решение Zi(t) системы (4.2) может быть представлено 
в виде: Zi (t) ~  (M i +  si(t))/(t — а), где si(a) =  0, Mi =  const =  0; i =  1,...,n. 
Тогда, подставляя эти эквивалентности в систему (4.2) и устремляя t ^  а, 
мы получим:

Р1 (^1 , ■■■, %іг—і) — 0) ■■■, Рп— 1 (,%1, ■■■, М — 1) — 0,

где Fl(■■■), ■■■, Рп—і (■■■) -  квадратичные функции относительно неизвестного 
вектора z — (Мі/Мп, ■■■, Мп—і/Мп)т. Последняя система эквивалентна си
стеме (3.10), которая не имеет решений. Это возможно только в случае, если 
а — то. Другими словами, решения Zl(t), ■■■̂ п,(і) не имеют сингулярных то
чек. (См. доказательство теоремы 3.)

Теперь перейдем к пределу в (4.5),

lim zi(t) =  limt̂ <X>
___________________ Zjo exp(ajt)____________________

t
1 +  zMf  exp(air )L i(zi(r  )/zi(r),..., z,n (r )/zi (r )) dr 

0

i =  1 , ...,n.
Так как для любых і Є {1 ,..., n } решения zi(t) не имеют полюсов на [0, то), 

то

t

Vt Є [0, то) 1 +  zi0 e x p ^ r )L i( z i ( r ) /z i ( r ),..., z,n(r)/zi(r)) dr =  0,
0
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и, следовательно, возможны следующие три случая.
1а) а  >  0 lim Zi(t) =  (го /го ). Тогда, применяя правило Лопиталя кt^-X

(4.5), мы получим:

lim Zi(t)t^X limt^X
Li zi(t) 

Zi(t) ’ '

Oi___________
Zj(t) zn(t) 
Zi{t) ’ " ' ’ Zi{t)

Ti =  ± to.

lb) a i <  0,

t
lim (1 +  Zio ехр(одт )L i(z i(r  ) /z i ( r  ) , .. .,z n (t ) /z i ( r )) dr) = 0 ,

t—x
0

lim Zi(t) =  (0/0). Используя правило Лопиталя в (4.5), приходим к томуt——<x
же результату, что и в случае 1 а).

lc) a i <  0 и

t
lim (1 +  Zio exp(aiT )L i(z i(r  ) / z  (t ),..., (t ) /z i ( r )) dr) =  const =  0. 
t—x

0

lim zi (t) =  0.t——<x
Таким образом, во всех трех случаях вектор h =  (hi, ...,hn)T =  lim z(t)t—xявляется решением системы

a ih i +  hTL ih =  0,..., anhn +  hTLnh =  0, 

и, следовательно, ||z(t)|| <  to.
2. Теперь мы предположим, что матрица C в системе (4.1) не может быть 

приведена к диагональной форме. (Это возможно в случае если матрица C 
имеет комплексные или кратные собственные числа.)

Пусть a € [0, то) -  вещественный полюс кратности к. Тогда любое реше
ние Di{t) уравнения (4.1) может быть записано как: yi(t) =  ; f i ia) Ф
0; i =  1, ...,n. С учетом последнего равенства система (4.1) может быть пред
ставлена так:

П
f i (t)(t -  a)k -  k(t -  a)fc-i/ i (t) =  (t -  a)^  c ij f j (t) +  U2i ( f i (t), ..., fn (t)),

j=i

-  а)к -  к(£ -  а)к 7 п(*) =  (£ -  а)к^ сп]/ (£) +  Ц ^ Ш * ), •••, /п (£))•
1=1

(4.6)
Пусть £ ^  а. Тогда, если к =  1, то последняя система может быть пере

писана в следующей форме:

( - / 1(а) =  и 21( / 1(а ),...,/п (а )),

fn(a) =  U2„ ( / i ( a ) , ..., / га(a)).
(4.7)
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Если ввести обозначения /ш1 =  / 1 ( а ) / /п(а ) , ..., шп - 1 =  / п - 1 ( а ) / /п(а), то 
система (4.7) будет эквивалентна системе (3.10), которая не имеет решений. 
Это возможно толвко в случае а =  го. Поэтому решения у1(Ь), ...,уп (7) не 
имеют сингулярных точек.

Если к =  1, то система (4.6) имеет форму

Г 0 =  и21(/1(а),...,/п(а)),

\ 0 =  и 2п(/1 (а ) , - ,/ п (а)).

Отсюда следует, что / 1(а) =  ... =  / п(а) =  0, и, потому, у1 (а) =  ... =  уп(а) =  0. 
В этом случае мы применяем правило Лопиталя к функции уф7) к — 1 раз.

„(к- 1)
Тох'да получим: Нт Уг(1) =  Ит \ • Подставляя последнее выражение в
систему (4.1) при 7 -э  а, будем иметь:

—k!vi(a) =  U2i(v i(a ),...,v „  (а)),
........................................... ,
-k !vn(a) =  Ü2n (v i(a ),..., vn (а)),

где щ(а) =  /(к 1) (а); і =  1 ,...,п .
Ясно, что если система (4.7) не имеет решений, то система (4.8) также не 

имеет решений. Поэтому решения у 1 (7), ...,уп(7) не имеют сингулярных точек.
3. Обозначим через С поле комплексных чисел. Теперь мы будем считать, 

что матрица Р  имеет диагональную структуру и может содержать элемен
ты из С. Пусть аі =  г +  ]в, а 2 =  г — ]в  -  два комплексно-сопряженных 
собственных числа матрицы Р; другие собственные числа предполагаются 
вещественными (здесь ;) =  \/— 1 мнимая единица).

В этом случае мы доказываем отсутствие полюсов у решений системы
(4.2) тем же способом, как и в случаях 1, 2 или как в [23].

Если г =  0, то доказательство теоремы 5 может быть сведено к случаям 
1, 2. Поэтому, предположим, что г =  0 и 2і (7) ^  го при 7 ^  го; і =  1, ...,п. 
Тої да из (4.5) можно получить:

z i (t)

<
z2 (t)

z10 ■ (cos(st) +  j  sin(st))
t

1 +  Z10 /  (cos(sT) +  j  sin(sT ) )L i(z i(r  ) /z i  (t ),...,Zn (t ) / z i (t )) dT 
0

z20 ■ (cos(st) — j  sin(st))
t

1 +  z20 J (cos(sT) 
0

j  sin(sT))L2(zi(T) / z2(t ), ..., zn(t ) / z2(t )) dT

0 ТСЮда вытекает  ̂ чт0 дЛЯ i =  1 , 2

t
1 +  zi0 lim (cos(sT) ±  j  sin(sT))L*(z i (t ) / z (̂t ), ...,zn(t ) / z (̂t )) dT =  0.

t—x
0

Эти несобственные интегралы могут сходиться только если

lim z i (t ) / z2(t ) =  lim z2(t ) / zi (t ) =  0,T — T — Ж
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что невозможно. Следовательно, мы должны иметь: V t >  0

t
1 +  Zi0 J (cos(sr) ±  j  sin(sr))L i(zi(r )/ zi(r), ...,Zn(t )/z i(r )) dr =  0; i =  1, 2.

0

Таким образом, из формул для zi(t), z2(t), мы получим:

|zi(t)| < K i, |z2(t)| <  K 2,

где K i >  0, K 2 >  0 — некоторые константы.
Из условий теоремы 5 следует, что вектор решений y(t) системы (4.1) для 

любого t € [0, 00) не принадлежит одномерному многообразию Yi и, потому, 
||y(t)|| <  0 . Предположим, что yo =  Y i. Тогда Vt >  0 решение системы (4.1) 
оставляет одномерное многообразие Y i и попадает в область устойчивости 
(это конус) системы (2.3). Последнее замечание завершает доказательство 
теоремы 5. □

Приравняем нулю правую часть системы (4.1). Согласно [25] система ал
гебраических уравнений C y  +  W (y ) =  0, y  € Rn имеет ровно 2n комплексных 
решений, включая тривиальное.

Пусть e o ,..., ep - i — все вещественные положения равновесия системы (4.1). 
(Ясно, что p =  2k, 0 <  k <  и.)

Т еорем а 6. Пусть точка е0 является положением равновесия седлового 
типа. Предположим также, что 1-мерное подпроетранет,во Y i не являет
ся собственным вектором матрицы C . Тогда, в условиях теоремы 5 среди 
решений системы (4-1) существуют, либо гомоклиничеекие, либо гетерокли- 
ничеекие орбиты.

Доказательство. 1) p =  1. Устойчивое и неустойчивое многообразия W s(eo) 
и W u(eo) для точки eo могут быть определены как

W s(eo) :=  {yo € Rn| lim y(t, yo) =  eo},

W u(eo) :=  {yo € Rn| lim y(t, yo) =  eo}.

Теорема об устойчивом и неустойчивом многообразиях [26, 27] утвержда
ет, что локально неустойчивое многообразие WU,c(eo) существует в некоторой 
окрестности точки eo. Кроме то го, W)Oc(eo) является гладким многообразием, 
касающимся неустойчивого инвариантного подпространства Eu(eo) матрицы 
D(eo) в точке eo. (Здесь D(eo) -  матрица Якоби правой части системы (4.1).) 
Это означает, что мы можем определить глобальное неустойчивое многооб
разие следующим образом:

W u(eo) :=  U  ^ (W L (e o )) , 
t>o

где фг обозначает поток системы (4.1).
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Известно [26, 27], что W u(eo) является /-мерным многообразием (1 -  ко
личество собственник чисел матрицв! C с положителвной действителвной 
частвю), определенным как глобализация W)Oc(eo) под действием потока ф*. 
Заметим, что локалвно устойчивое многообразие W1oc(eo) и устойчивое мно
гообразие W s(e0) определяются подобным образом после операции замены 
знака времени t ч  —t, а именно:

W s(eo) :=  U  Ф\Wfoc(eo)). 
t<o

В соответствии с теоремой 5 решение y(t, yo) ограничено. Докажем су
ществование гомоклини ческой орбиты.

Пусть n =  3  1 =  П — 1 =  2  eo =  0 и C v =  Xv, где v  -  действитель
ный собственный вектор, соответствующий единственному вещественному 
отрицательному собственному числу X <  0 матрицы C. Предположим, что 
yo С v  и перейдем к обратному времени t ч  —t в уравнении (4.1). Тогда 
получим уравнение

y(t) =  —C y(t) — W (y (t)) (4.9)

с вектором начальных данных y o  (W (y ) имеет форму (2.3)). Рассмотрим 
траекторию y - (t, eyo) (решение системы (4.9)), выпущенную из точки eyo 
(она будет касаться вектора v  в начале координат), где величина е предпо
лагается достаточно малой (е ч  0).

Пусть Н будет инвариантным подпространством в R 3 таким, что ограни
чение C |н оператора C на подпространство Н имеет собственные числа толь
ко с положительными действительными частями. Предположим, что h € Н — 
произвольный ненулевой вектор из Н.

Рассмотрим теперь траекторию y+(t, eh) (решение системы (4.1)), выпу
щенную из точки eh (она будет касаться подпространства Н в начале коор
динат).

Напомним, что y(t) =  (yi(t), y2(t), y3(t))T. Пусть t-  -  момент времени, 
для которого y—(t- ,eyo) =  0. Аналогично, пусть t+ -  момент времени, для 
которого y+ (t+ , eh) =  0. Далее, выберем вектор h (пусть это будет вектор 
ho) таким образом, чтобы y - ( t - ,eyo) =  y+(t+ ,eho). И, наконец, необходимо 
решить относительно неизвестных элементов матрицы C (которые играют 
роль параметров) уравнение

lim y - ( t - , eyo) =  lim y+(t+,eho), ê -o ê -o

которое представляет собой условие "сшивания" траекторий

y - ( t  ^  и y + ( t  eh).

Очевидно, что если такая матрица C существует, то множество

W s(0) П W u(0)

будет непустым. Это и означает, что в системе (4.1) существует гомоклини- 
чеекая орбита.
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Согласно теореме 5 при С =  0 любая траектория системы (4.1), начина
ющаяся из любой точки уо =  V, является гомоклинической. Таким образом, 
если С =  0, то при достачно большой величине |і| траектория у(і, уо) системы 
(4.1) находится вблизи траектории системы (2.3) и потому приближается к 
точке ео либо по устойчивом у (при і >  0), либо по неустойчивому (при і <  0) 
многообразию. Так как в системе (4.1) нет других положений равновесия, 
кроме точки ео, то можно утверждать о наличии гомоклинической орбиты.

2) р >  1 и все положения равновесия — точки седлового типа. В этом 
случае любая траектория системы, начинающаяся вблизи точки е̂ , либо вер
нется к этой же точке через некоторое время (гомоклиничекая орбита), либо 
приблизится к другой точке е3-. Если при замене знака времени траектория, 
начинающаяся вблизи точки е3, вернется к точке е̂ , то это означает наличие 
гетероклинической траектории, связывающей точки ещі е3.

Пусть теперь при і >  0 траектория, выйдя из некоторой окрестности Т О Ч 

К И  Єі , пойдет по направлению к точке е3, а при і <  0 траектория, выйдя из 
некоторой окрестности точки е3, пойдет по направлению к точке е& (к =  і) 
и так далее. В силу гомоклиничности решений системы (2.3) (все решения, 
стартующие из любой точки уо =  V, пр и і ^  заканчиваются в точке ео) 
и отсутствия других положений равновесия, кроме седловых, найдется точка 
е3т ,]т <  р, замыкающая гетероклинический контур. Другими словами, при 
і >  0 имеем траекторию

егх * ег2 * ••• * е гт,

а при £ <  0 -  траекторию е31 *  е32 *  ... *  е3т , где г1 =  ,]т и гт =  Д.
Соединение этих двух траекторий и дает гетероклиничеекую орбиту

-12 -п -32 -Згп %\ *

3) р >  1 и среди положений равновесия кроме седловых встречаются так
же устойчивые или неустойчивые положения равновесия.

Предположим, что точка е 1 представляет неустойчивое положение рав
новесия. Ясно, что при £ >  0 траектория, начавшаяся вблизи точки ео и 
уходящая от нее но неустойчивому многообразию, должна со временем вер
нуться в окрестность этой же точки но ее устойчивому многообразию. Если 
же £ <  0, то, вообще говоря, траектория будет приближаться к точке е 1 (и 
удаляться от точки ео) по неустойчивому многообразию. Однако, согласно 
теореме Гробмана-Хартмана (27], существует окрестность точки ео, тополо
гически эквивалентная некоторой окрестности этой же точки для линейной 
системы у(£) =  —Су(£). Точка ео является положением равновесия седлового 
тина. Следовательно, должна существовать траектория, приближающаяся к 
этой точке (при £ <  0) по ее неустойчивому многообразию. В силу ограничен
ности любой траектории системы (4.1) это означает наличие у точки ео го
моклинической орбиты. Перенесение последнего результата на пространства 
размерности п >  3 очевидно. Это и завершает доказательство теоремы 6. □
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5. Примеры

В следующих примерах 1 4 выполняются условия теоремы 6 и теорем
1 или 2 . Следователвно, во всех этих системах присутствует хаотический 
аттрактор.

1. Рассмотрим систему

( =  - 3Уі (і) +  2Уі(і ) -  Уг(*) +  Уз(*) +  2Уі ( % 2(£) +  Уl(t)Уз(t),
< у2(і ) =  Іуз(^) +  30уз(і ) -  +  У І^  -  Узф +  2у і ( )̂уз(^) +  У2(t)yз(t),
І Уз(і) =  Уі(і) -  30уз(і) +  1уз(і) +  2уі(і)уз(і) +  3уз(і)уз(і) +  у2 (і).

(5.1)
Среди четвірех положений равновесия последней системы присутствуют 

три седло-фокуса:

(0, 0, 0)т , (-14.7552,12.0166,15.9651)т  и (3.8395, -19.1331, 20.4123)т ,

и один неустойчивый фокус (1.4143, 0.0553, 0.0604)т .

х(1)

У(*)

Рис. 1. Фазовый портрет системы (5.1) для і =  40

2. Рассмотрим систему

уі(і) =  - 0.05уі(і) +  9у1(Ь) -  8уі(7)уз(^) -  у ^ )  +  уз(і),
Уз(і) =  0.02уз(і) +  4уз(і) +  1 1 уі(^)уз(^) -  7у‘̂ (г) +  2у|(7),
У/з(̂ ) =  0.1уі(і) -  4уз(і) +  0.02уз(і) +  10уі(^)уз(^) -  8уз(і)уз(і) +  1у|(і).

(5.2)
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В этой системе присутствуют два седло-фокуса:

(0, 0, 0)т  и (0.8090,1.1378, -1 .6758)т ,

и два неустойчивых фокуса: (-0.8376, -1.6932, —2.8030)т  и 
(0.0057, 0.0001, —0.0000)т .

Z(t)

X(t)

-0 ,14-

-0 ,04 -

0 ,06 -

0 , 16 '

0 ,26 -

Рис. 2. Фазовый портрет системы (5.2) для t =100

3. Рассмотрим систему

yi (t) =  - 0-7yi(t) +  9yf (t) -  8у і(1)у2(і) -  +  Уз(^)і
î/2(t) =  0.2уз(і) -  20ys(t) +  1 1 yi(t)y2(t) -  7y2(t) +  2^ ( 1),
ÿs(t) =  yi(t) +  20уз(і) +  0.2ys(t) +  10yi(t)ys(t) -  8у з (% з (і) +  1y2(t).

(5.3)
Система (5.3) имеет четыре положения равновесия:

(0, 0, 0)т  (седл о ) ,  (0.0745, -0.0037, -0 .0002)T (неустойчивый фокус),

(—4.1638, —5.9069, 8.5266)т  (седло) и

(4.0954, 8.4400,14.1305)т  (устойчивый фокус).

На рисунках 3,4 покатана эволюция траектории в сингулярном аттракторе 
вокруг нулевого положения равновесия в системе (5.3).
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Рис. 3. Фазовые портреты системы (5.3) при і =  15 и і =  20.

х(1)

Рис. 4. Фазовый портрет системы (5.3) при і =  30.

4. Следующая система

{ т ії) =  - 7 У1(І) +  9Уі(і) -  8у і(і)у 2(£) -  Уг(*) +  Уз^)’
\ уз( )̂ =  Зуз(і ) -  20уз(і ) +  И у і(^)у2( )̂ -  7У2( )̂ +  2у2(і ) , (5.4)

Уз(*) =  у і(і) +  20уз(і) +  Зуз(і) +  10уі(і)уз(і) -  8у з (% з (і) +  1у2(і)

является модификацией системы (5.3). Здесь коэффициент при уі изменен 
с —0.7 на -7 ;  коэффициент 0.2 при у2 и уз был заменен коэффициентом 3 
(начальные условия сохранены). Система (5.4) имеет четыре положения рав
новесия: (0, 0, 0)т  (седло), (0.7523, -0.0288, - 0.0165)т  (неустойчивый фокус), 
(-5.1700, -7.2022, 8.5445)т (3.4382, 7.8559,13.9812)т
кус).
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Рис. 5. Фазовый портрет системы (5.4) при £ =  20

5. Приведем еще пример квадратичной системы, удовлетворяющей теоре
ме 6, но не удовлетворяющей условиям теоремы 1 .

( М * ) =  2ш(*) -  20уз(*) +  3у1(г) -  2у|(*) -  у§(*) -  2у2(г)у3^) -  2щ (% з(£),
< У/2(*) =  - 0.5у2(*) +  4у|(*) +  у§(*) +  8у1 (% 2(*) +  4у2(*)уз(*) +  4у1(% з(* ), 

У/з(*) =  20у 1 (*) +  у2(*) +  2уз(*) +  4у1 (*)уз (*) +  2у2(*)уз(*) +  у2(*).
(5.5)

Эта система имеет два положения равновесия: (0, 0, 0)т  и (-0.0067, 0.1410, 
-0.0026)т . При этом точка (0, 0, 0)т  является единственным седло-фокусом, 
а точка (-0.0067, 0.1410, - 0.0026)т  является неустойчивым фокусом.

Рис. 6. Фазовый портрет системы (5.5) при £ =  10
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6. Заключение

Как показывают приведенные примеры, во всех случаях в системах наб
людается только хаос гомоклинивеского тина. Очевидно, это связано с тем, 
что однородная система (2.3) является системой гомоклинивеского тина. Кро
ме того, как показывают некоторые примеры, хаос может наступить и в си
стемах, для которых нс выполняются условия теорем 1 или 2. Это говорит о 
том, что в указанных системах могут существовать другие сценарии перехо
да к хаосу, отличные от бифуркаций гомоклинивеских и гетероклинивеских 
нетель сепаратрисе.
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