
ISSN � 9125 0912. ÂIÑÍÈÊ ÄÍÓ. Ñåðiÿ "Ìîäåëþâàííÿ". � 8. 2009. Âèï. 1. C. 104�115Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿòà òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüÓÄÊ 519.6ÍÀÏIÂÍÅÏÅ�Å�ÂÍÀ ÇÍÈÇÓ �Å�ÓËß�ÈÇÀÖIßÂIÄÎÁ�ÀÆÅÍÜ, ßÊI ÄIÞÒÜ Ó ×ÀÑÒÊÎÂÎÓÏÎ�ßÄÊÎÂÀÍÈÉ ÇÀ ÊÎÍÓÑÎÌ ÍÎ�ÌÎÂÀÍÈÉÏ�ÎÑÒI�À. Â. ÄîâæåíêîÄíiïðîïåòðîâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Îëåñÿ �îí÷àðà,Äíiïðîïåòðîâñüê, 49050. E-mail: anthony3007�rambler.ruÇàïðîïîíîâàíà ñõåìà íàïiâíåïåðåðâíî¨ çíèçó ðåãóëÿðèçàöi¨ âiäîáðàæåíü,ÿêi äiþòü ó ïðîñòîðè, ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê ó ÿêèõ çàäà¹òüñÿ êîíóñîì iç ïóñòîþòîïîëîãi÷íîþ âíóòðiøíiñòþ.Êëþ÷îâi ñëîâà. ×àñòêîâî óïîðÿäêîâàíi ïðîñòîðè, íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó ðåãóëÿðèçàöiÿ,ïîðÿäêîâi êîíóñè ç ïóñòîþ âíóòðiøíiñòþ.1. ÂñòóïÄîáðå âiäîìèì �àêòîì òåîði¨ âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ ¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäî-âè äëÿ äîâiëüíî¨ äiéñíîçíà÷íî¨ �óíêöi¨ f : E → R ¨ ¨ íàïiâíåïåðåðâíî¨ çíèçóðåãóëÿðèçàöi¨ âèõîäÿ÷è ç ïðàâèëà
f (x) = lim inf

y→x
f(x).Ïðîòå ó âèïàäêó, êîëè f : X → Y ¹ âiäîáðàæåííÿì, äå Y ¹ ÷àñòêîâî âïîðÿäêî-âàíèì íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì, âëàñòèâiñòü íàïiâíåïåðåðâíîñòi ìîæíà îçíà÷è-òè â äåêiëüêîõ, çàãàëîì, íåçàëåæíèõ âàðiàíòàõ. Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿïèòàííÿ íàïiâíåïåðåðâíî¨ çíèçó ðåãóëÿðèçàöi¨ âiäîáðàæåíü f : X → Y , ùîîçíà÷à¹ ïîøóê íàéáiëüøîãî ç óñiõ íàïiâíåïåðåðâíèõ çíèçó âiäîáðàæåíü, ÿêi¹ ìåíøèìè íiæ f .Öÿ ïðîáëåìà áóëà ÷àñòêîâî ðîçâ'ÿçàíà â [4℄, äå àâòîðàìè çàïðîïîíîâà-íà ñõåìà íàïiâíåïåðåðâíî¨ çíèçó ðåãóëÿðèçàöi¨ âåêòîðíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü,ÿêà îïèðà¹òüñÿ íà ïîíÿòòÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí çà Ïåíåâëå�Êóðà-òîâñüêèì, òà ¹ çðó÷íîþ äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ. Ïðîòå ìåòîä, çàïðî-ïîíîâàíèé â [4℄, äiéñíèé ëèøå äëÿ âiäîáðàæåíü, ÿêi äiþòü ó ïðîñòið, íàïiâó-ïîðÿäêîâàíèé êîíóñîì ç íåïóñòîþ âíóòðiøíiñòþ. Öÿ óìîâà ñóòò¹âî îáìåæó¹êëàñ âiäîáðàæåíü, ÿêi ìîæíà ðåãóëÿðèçóâàòè. Òàê, ùî, íàïðèêëàä, êîíóñè äî-äàòíèõ åëåìåíòiâ ó áiëüøîñòi ëåáåãîâèõ ïðîñòîðiâ ìàþòü ïóñòó âíóòðiøíiñòü,ïðîòå, ùî ñóòò¹âî, ¨õ àëãåáðà¨÷íà âíóòðiøíiñòü ¹ íåïóñòîþ.Ó çâ'ÿçêó ç öèì, ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ ïðîáëåìè íàïiâíåïå-ðåðâíî¨ çíèçó ðåãóëÿðèçàöi¨ âiäîáðàæåíü, ÿêi äiþòü ó ïðîñòið, íàïiâóïîðÿä-êîâàíèé êîíóñîì ç íåïóñòîþ àëãåáðà¨÷íîþ âíóòðiøíiñòþ. Óìîâà íåïóñòîòèàëãåáðà¨÷íî¨ âíóòðiøíîñòi ¹ ìåíø îáìåæëèâîþ, íiæ íåïóñòîòà âíóòðiøíîñòi,
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ÍÀÏIÂÍÅÏÅ�Å�ÂÍÀ ÇÍÈÇÓ �Å�ÓËß�ÈÇÀÖIß 105ùî äîçâîëÿ¹ ïîøèðèòè ìåòîä çàïðîïîíîâàíèé â [4℄, íà áiëüø øèðîêèé êëàñâiäîáðàæåíü.2. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòèÓ öüîìó ïàðàãðà�i íàâåäåìî êëþ÷îâi ïîíÿòòÿ òà îçíà÷åííÿ, íåîáõiäíi íàìäëÿ ðîçãëÿäó ñòàòòi. Â ïåðøié ÷àñòèíi íàãàäà¹ìî ïîíÿòòÿ íàïiâíåïåðåðâíîñòiçíèçó âiäîáðàæåííÿ, à â äðóãié çâåðíåìî óâàãó íà ïîíÿòòÿ òà âëàñòèâîñòiàëãåáðà¨÷íî¨ âíóòðiøíîñòi êîíóñà.2.1. Ïîíÿòòÿ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó âiäîáðàæåííÿÓ äàíié ñòàòòi ÷åðåç E òà F áóäåìî ïîçíà÷àòè äiéñíîçíà÷íi âåêòîðíiòîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Äëÿ ïiäìíîæèíè S â E ÷è F , IntS òà clS áóäóòü îçíà-÷àòè âiäïîâiäíî âíóòðiøíiñòü òà çàìèêàííÿ ìíîæèíè S.Îçíà÷åííÿ 1. Ìíîæèíà Λ ⊂ F íàçèâà¹òüñÿ êîíóñîì, ÿêùî
∀λ ∈ Λ : αλ ∈ Λ, ∀α > 0.Îçíà÷åííÿ 2. Êîíóñ Λ ⊂ F íàçèâà¹òüñÿ çàãîñòðåíèì, ÿêùî

Λ ∩−Λ = {0F } .Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàìêíåíi òà çàãîñòðåíi êîíóñè. Òàêèé êîíóñ Λ ïî-ðîäæó¹ ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê â ïðîñòîði F , ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ �Λ i îçíà÷à¹íàñòóïíå:
y1 �Λ y2 ⇔ y2 ∈ y1 + Λ.Ïiä ïðîñòîðîì F • áóäåìî ðîçóìiòè ïðîñòið F∪{+∞}, äå +∞ ¹ íàéáiëüøèìåëåìåíòîì ïðîñòîðó F âiäíîñíî ïîðÿäêó �Λ, à ñàìå: äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà

f ∈ F : f 6�Λ {+∞}.Çàóâàæåííÿ 1. Ïîíÿòòÿ íåâëàñíîãî åëåìåíòà {+∞} ó íàïiâóïîðÿäêîâàíèõïðîñòîðàõ ¹ äîñèòü íåîäíîçíà÷íèì. Ó äàíié ñòàòòi áóäåìî äîòðèìóâàòèñÿ òà-êîãî òëóìà÷åííÿ: áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {fn}n ⊂ F çáiãà¹òüñÿ äî
{+∞}, ÿêùî:(i) {fn}n íå îáìåæåíà çà íîðìîþ ïðîñòîðó F ,(ii) ∀b ∈ F ∃n0 : b 6� fn, ∀n > n0.Îçíà÷åííÿ 3. Ïiäìíîæèíà A â F íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìëåíîþ âãîðó, ÿêùîäëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ A iñíó¹ c ∈ A òàêå, ùî a �Λ c òà b �Λ c.Íàïðÿìëåíi âíèç ìíîæèíè âèçíà÷àþòüñÿ çà ïîäiáíîþ ñõåìîþ.Íèæíüîþ ãðàííþ ìíîæèíè A íàçèâàòèìåìî åëåìåíò inf A, ÿêèé çàäîâîëü-íÿ¹ óìîâè:1. inf A �Λ b, ∀b ∈ A;



106 À. Â. ÄÎÂÆÅÍÊÎ2. c �Λ inf A, ∀c ∈ F òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè c �Λ b, ∀b ∈ A,Ïðîñòið F íàçèâà¹òüñÿ ðåøiòêîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ Fiñíóþòü sup{a, b} òà inf{a, b}. I, íàñàìêiíåöü, ðåøiòêà, â ÿêié áóäü-ÿêà íàïðÿì-ëåíà âãîðó, îáìåæåíà çâåðõó íåïóñòà ìíîæèíà ìà¹ òî÷íó âåðõíþ ãðàíèöþ,íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîþ âåêòîðíîþ ðåøiòêîþ.Îçíà÷åííÿ 4. Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ g : E → E• ¹ ìåíøèì çàâiäîáðàæåííÿ f : E → E•, ÿêùî
g(x) �Λ f(x), ∀x ∈ E.Îçíà÷åííÿ 5. Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ f : E −→ F •, ÿêà ïîçíà-÷à¹òüñÿ ÿê Dom f , íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà:

Dom f = {x ∈ E |f(x) 6= +∞} .Îçíà÷åííÿ 6. �içíèöåþ ìíîæèí A i B: A−B íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà
A−B = {a− b, a ∈ A, b ∈ B} .Íàâåäåìî ïîíÿòòÿ íèæíüî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí {An} ⊂ F óñåíñi Ïåíåâëå�Êóðàòîâñüêîãî:

lim inf
n

An =
{
y ∈ F : y = lim

n
yn, ∃n0 : yn ∈ An, ∀n ≤ n0

}
.Êàæóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí {An} çáiãà¹òüñÿ çíèçó äî ìíîæèíè A ⊂

F â ñåíñi Ïåíåâëå�Êóðàòîâñüêîãî, ÿêùî
A ⊂ lim inf

n
An.Íàãàäà¹ìî òåïåð âiäîìi ïîíÿòòÿ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó (íí. çí.) òà ñåê-âåíöiéíî¨ íí. çí. âåêòîðíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü.Îçíà÷åííÿ 7. [5℄ Âiäîáðàæåííÿ f : E → F • íàçèâà¹òüñÿ íàïiâíåïåðåðâíèìçíèçó(íí. çí.) â òî÷öi x0 ∈ E, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó íóëÿ V ∈ F iäîâiëüíîãî b ∈ F , ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü b �Λ f (x0), â E iñíó¹ îêië Uòî÷êè x0 òàêèé, ùî

f (U) ⊂ b+ V + C ∪ {+∞} . (2.1)Îçíà÷åííÿ 8. [5℄ ßêùî x0 ∈ Dom f , òî âiäîáðàæåííÿ f áóäå íí. çí. â òî÷öi
x0, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó íóëÿ V ∈ F iñíó¹ òàêèé îêië
U òî÷êè x0, ùî

f (U) ⊂ f (x0) + V + C ∪ {+∞} . (2.2)Îçíà÷åííÿ 9. [2℄ Âiäîáðàæåííÿ f : E → F • íàçèâà¹òüñÿ ñåêâåíöiéíî�íí. çí.(ñê.�íí. çí.) â òî÷öi x0 ∈ E, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî b ∈ F , ÿêå çàäîâîëüíÿ¹óìîâi b �Λ f (xn), i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}n ⊂ E, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî
x0, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {bn}n ⊂ F , ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, çáiãà¹òüñÿ äî b i êîæåí¨¨ åëåìåíò çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

bn �Λ f (xn) , ∀n ∈ N.



ÍÀÏIÂÍÅÏÅ�Å�ÂÍÀ ÇÍÈÇÓ �Å�ÓËß�ÈÇÀÖIß 107Îçíà÷åííÿ 10. [2℄ ßêùî x0 ∈ Dom f , òî âiäîáðàæåííÿ f áóäå ñê.�íí. çí. âòî÷öi x0, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}n ⊂ E, ÿêàçáiãà¹òüñÿ äî x0, iñíó¹ âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü {bn}n ⊂ F , ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî
f (x0) i êîæåí ¨¨ åëåìåíò çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

bn �Λ f (xn) , ∀n ∈ N.Â [2℄ áóëî äîâåäåíî, ùî ïîíÿòòÿ íí.çí. òà ñåêâåíöiéíî¨�íí. çí. ¹ åêâiâà-ëåíòíèìè, ÿêùî ïðîñòîðè E òà F ìåòðèçîâàíi.2.2. Àëãåáðà¨÷íà âíóòðiøíiñòü êîíóñà òà ¨¨ âëàñòèâîñòiÊëþ÷îâèì ìîìåíòîì ñòàòòi ¹ óìîâà íåïóñòîòè àëãåáðà¨÷íî¨ âíóòðiøíîñòiêîíóñà, ÿêèé çàäà¹ ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê â E. Ó çâ'ÿçêó ç öèì íàâåäåìî ðÿäïîëîæåíü, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòàíi äàëi òà, ìîæëèâî, ñòàíîâëÿòü ñàìîñòiéíèéiíòåðåñ.Îçíà÷åííÿ 11. Íåõàé S � íåïóñòà ïiäìíîæèíà äiéñíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
E. 1. Ìíîæèíó

cor (S) := {x̄ ∈ S |∀x ∈ E ∃ᾱ > 0 : x̄+ αx ∈ S,∀α ∈ [0, ᾱ]}íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íîþ âíóòðiøíiñòþ S.2. Ìíîæèíó S iç âëàñòèâiñòþ S = cor (S) íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íî âiäêðè-òîþ.3. Ìíîæèíó åëåìåíòiâ, ÿêà íå íàëåæèòü àíi cor (S), àíi cor (E\S), íàçèâà-þòü àëãåáðà¨÷íîþ ãðàíèöåþ S.4. Åëåìåíò x̄ ∈ E íàçèâàþòü ëiíiéíî äîïóñòèìèì åëåìåíòîì ìíîæèíè S,ÿêùî iñíó¹ x ∈ S, x 6= x̄, ç âëàñòèâiñòþ
αx+ (1 − α) x̄ ∈ S, ∀α ∈ (0, 1] .Îá'¹äíàííÿ ìíîæèíè S òà âñiõ ¨¨ äîïóñòèìèõ åëåìåíòiâ íàçèâàþòü àëãå-áðà¨÷íèì çàìèêàííÿì S i ïîçíà÷àþòü

lin (S) := S ∪ {x ∈ E |x ëiíiéíî äîïóñòèìèé åëåìåíò iç S } .ßêùî S = lin (S), òî ìíîæèíó S íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíîþ.5. Ìíîæèíó S íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íî îáìåæåíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
x̄ ∈ E i áóäü-ÿêîãî x ∈ E iñíó¹ ᾱ > 0 òàêå, ùî

x̄+ αx 6= S, ∀α ≥ ᾱ.�îçãëÿíåìî òåïåð äåÿêi âëàñòèâîñòi êîíóñiâ iç íåïóñòîþ àëãåáðà¨÷íîþ âíóò-ðiøíiñòþ.



108 À. Â. ÄÎÂÆÅÍÊÎËåìà 1. [3℄ Äëÿ íåïóñòî¨ âèïóêëî¨ ìíîæèíè S äiéñíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðóâèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:1. x̄ ∈ cor (S) , x̃ ∈ lin (S) =⇒ {αx̃+ (1 − α) x̄ |α ∈ [0, 1)} ⊂ cor (S);2. cor (cor (S)) = cor (S);3. cor (S) òà lin (S) ¹ îïóêëèìè ìíîæèíàìè;4. cor (S) 6= ∅ =⇒ lin (cor (S)) = lin (S) òà cor (lin (S)) = cor (S).Îçíà÷åííÿ 12. ßêùî êîíóñ Λ ∈ F ìà¹ íåïóñòó àëãåáðà¨÷íó âíóòðiøíiñòü, òîáóäåìî êàçàòè, ùî åëåìåíò a ∈ F ¹ ñòðîãî ìåíøèì çà êîíóñîì, íiæ åëåìåíò
b ∈ F , i ïîçíà÷àòè öå ÿê a ≺Λ b, ÿêùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà íåðiâíiñòü

b ∈ a+ cor (Λ) ∪ {+∞} . (2.3)Ëåìà 2. [3℄ Íåõàé Λ � îïóêëèé êîíóñ ó äiéñíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði F çíåïóñòîþ àëãåáðà¨÷íîþ âíóòðiøíiñòþ. Òîäi:1. cor (Λ) ∪ {0F } � âèïóêëèé êîíóñ;2. cor (Λ) = Λ + cor (Λ).Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî êîíóñ Λ ⊂ F ¹ çàãîñòðåíèì òà âèïóêëèì, à, îòæå,âií ïîðîäæó¹ ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà ïðîñòîði F , i ìà¹ íåïóñòó àëãåáðà¨÷íóâíóòðiøíiñòü, òî êîíóñ cor (Λ)∪{0F }, çà ëåìîþ 2, òàêîæ ïîðîäæó¹ ÷àñòêîâèéïîðÿäîê íà F .Íàâåäåìî òåïåð íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi êîíóñiâ ç íåïóñòîþ àëãåáðà¨÷íîþâíóòðiøíiñòþ. Íåõàé Λ � çàìêíåíèé, âèïóêëèé òà çàãîñòðåíèé êîíóñ. Òîäiìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.Ëåìà 3. ßêùî cor (Λ) 6= ∅, òî çíàéäåòüñÿ çáiæíà äî 0F ïîñëiäîâíiñòü {yn}òàêà, ùî yn ≻ 0F .Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê ëåìè 2, ìíîæèíà cor (Λ)∪{0F } ¹ îïóêëèì êîíóñîì. Çàîçíà÷åííÿì îïóêëîñòi ìíîæèíè. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ åëåìåíòiâ
a, b âiäðiçîê, ùî ¨õ ç'¹äíó¹:

[a, b] = {α · a+ (1 − α) · b, 0 ≤ α ≤ 1} .Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî, îáðàâøè äîâiëüíèé åëåìåíò y ç cor (Λ), ìîæíà ñòâåð-äæóâàòè, ùî âiäðiçîê [0F , y] íàëåæèòü êîíóñó cor (Λ) ∪ {0X}. Áiëüøå òîãî,
(0F , y] ∈ cor (Λ). À òîìó, ïîáóäóâàâøè ïîñëiäîâíiñòü

yn =
1

n
· y, n ∈ N,ëåãêî áà÷èòè, ùî âîíà çáiãà¹òüñÿ äî 0F òà íå íàëåæèòü äî cor (Λ), ùî i äîâî-äèòü ëåìó.Íàñëiäîê 1. Äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Λ, çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {yn}n òàêà,ùî

yn → y, yn ≻Λ y.



ÍÀÏIÂÍÅÏÅ�Å�ÂÍÀ ÇÍÈÇÓ �Å�ÓËß�ÈÇÀÖIß 109Íàñëiäîê 2. Äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ −Λ, çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü {yn}n òàêà,ùî
yn → y, yn ≺Λ y.Íàñëiäêè 1 i 2 äîâîäÿòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó òî÷êè

y ∈ F â 0F , ïiñëÿ ÷îãî çàñòîñîâó¹òüñÿ ðåçóëüòàò ëåìè 3.Ëåìà 4. ßêùî cor (Λ) 6= ∅, òî
Λ ⊂ cl (cor (Λ)) . (2.4)Â ðàçi æ çàìêíóòîñòi êîíóñà Λ

Λ = cl (cor (Λ)) . (2.5)Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè âèïëèâà¹ ç ëåìè 3. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåð-äæåííÿ (2.4) ¹ õèáíèì. Òîäi çíàéäåòüñÿ åëåìåíò λ ∈ Λ òàêèé, ùî
λ 6∈ cl (cor (Λ)) .Ïðîòå, öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ Λ çíàéäåòüñÿ çáiæíà äîíüîãî ïîñëiäîâíiñòü {λn}n, òàêà, ùî λn ≻Λ λ. Iíàêøå, çà âëàñòèâiñòþ cor (Λ) =

Λ + cor (Λ) (äèâ. ëåìó 2), îòðèìà¹ìî {λn}n ∈ cor (Λ), à, îòæå, ¨¨ ãðàíèöÿïîâèííà íàëåæàòè çàìèêàííþ àëãåáðà¨÷íî¨ âíóòðiøíîñòi êîíóñà.Ç iíøîãî áîêó, çðîçóìiëî, ùî ó ðàçi, êîëè êîíóñ Λ ¹ çàìêíåíèì, òî çàìè-êàííÿ éîãî àëãåáðà¨÷íî¨ âíóòðiøíîñòi áóäå íàëåæàòè ñàìîìó êîíóñó, ç ÷îãîâèïëèâà¹ (2.5).Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó ñêií÷åííîâèìiðíîñòi ïðîñòîðó E, ïîíÿòòÿ âíóò-ðiøíîñòi òà àëãåáðà¨÷íî¨ âíóòðiøíîñòi ñïiâíàäàþòü. Ïðîòå ó íåñêií÷åííîâè-ìiðíèõ ïðîñòîðàõ òàêî¨ ðiâíîñòi, ÿê ïðàâèëî, íå iñíó¹.3. Ïîíÿòòÿ ìíîæèíè íèæíüîãî ðiâíÿ òà ¨¨ âëàñòèâîñòiÓ öüîìó ïàðàãðà�i íàãàäà¹ìî ïîíÿòòÿ ìíîæèíè íèæíüîãî ðiâíÿ, ââåäå-íîãî â ðîáîòi [4℄, òà ¨¨ çâ'ÿçîê iç âëàñòèâiñòþ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó äëÿâåêòîðíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü.Îçíà÷åííÿ 13. Íåõàé f âåêòîðíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ i x0 ∈ Dom f . ×å-ðåç ϑ (x0) ïîçíà÷èìî ñiì'þ îêîëiâ òî÷êè x0. Òîäi ìíîæèíà íèæíüîãî ðiâíÿâèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:
Af

x0
:= {y ∈ F |∀V ∈ ϑ (y) , ∃U ∈ ϑ (x0) , f (U) ⊂ V + Λ ∪ {+∞}} (3.1)àáî, â ñåêâåíöiéíîìó âàðiàíòi:

s−Af
x0

:= {y ∈ F |∀ {xn}n → x0, ∃ {bn}n → y, bn �Λ f (xn) ∀n ∈ N} (3.2)Íàãàäà¹ìî çâ'ÿçîê ìíîæèíè íèæíüîãî ðiâíÿ ç ïîíÿòòÿì íí. çí., ÿêèé áóëîïîêàçàíî â ðîáîòi [4℄.



110 À. Â. ÄÎÂÆÅÍÊÎÒâåðäæåííÿ 1. Íåõàé f � âåêòîðíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ i x0 ∈ Dom f . Òîäi,1. âiäîáðàæåííÿ f ¹ ñê.�íí. çí. â òî÷öi x0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f (x0) ∈
s−Af

x0 ;2. âiäîáðàæåííÿ f ¹ íí. çí. â òî÷öi x0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f (x0) ∈ Af
x0 .Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî ïðîñòîðè E òà F ìåòðèçîâàíi, f : E → F •, x0 ∈

Dom f . Òî
Af

x0
= s−Af

x0
.Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè âiäîáðàæåííÿ f çàäàíå â ïàðiìåòðèçîâàíèõ ïðîñòîðiâ, òîìó ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó íèæíüîãî ðiâíÿ â ñå-êâåíöiéíîìó âàðiàíòi ÿê Af

x0 .Íàâåäåìî òåïåð âëàñòèâîñòi ìíîæèíè íèæíüîãî ðiâíÿ. Íåõàé çàäàíî âi-äîáðàæåííÿ f : E → F •, x0 ∈ Dom f . Òîäi ìíîæèíà íèæíüîãî ðiâíÿ ìà¹ òàêiâëàñòèâîñòi:1. Af
x0 = Af

x0 − Λ;2. âiäîáðàæåííÿ f ¹ íí. çí. â òî÷öi x0 ⇐⇒ Af
x0 = f (x0) − Λ;3. ÿêùî ïðîñòið F ¹ áàíàõîâîþ ðåøiòêîþ, òî ìíîæèíà íèæíüîãî ðiâíÿ Af

x0íàïðÿìëåíà âãîðó.4. Íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó ðåãóëÿðèçàöiÿ âiäîáðàæåííüÓ öüîìó ïàðàãðà�i âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ íí. çí. ðåãóëÿðèçàöi¨ âåêòîðíî-çíà÷íèõ âiäîáðàæåíü f : E → F •, äå F � ïîâíà âåêòîðíà ðåøiòêà, ÿêà íàïiâó-ïîðÿäêîâàíà êîíóñîì iç íåïóñòîþ àëãåáðà¨÷íîþ âíóòðiøíiñòþ. Çàóâàæèìî,ùî ïðè öüîìó íå ðîáèòüñÿ æîäíèõ ïðèïóùåíü ùîäî íåïóñòîòè âíóòðiøíîñòiêîíóñà.Íåõàé äëÿ áóäü-ÿêîãî x0 ∈ Dom f ìà¹ ìiñöå óìîâà Af
x0 6= ∅. Ââåäåìî äîðîçãëÿäó òàêå âiäîáðàæåííÿ:

If (x0) := supAf
x0
. (4.1)Çàóâàæèìî: ç òîãî, ùî F ¹ ïîâíîþ âåêòîðíîþ ðåøiòêîþ, à Af

x � îáìåæåíàçâåðõó ìíîæèíà, âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ If ¹ îçíà÷åíèì äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
x ∈ Dom f .Òåîðåìà 1. Íåõàé F � ïîâíà âåêòîðíà ðåøiòêà, ÿêà íàïiâóïîðÿäêîâàíàêîíóñîì iç íåïóñòîþ àëãåáðà¨÷íîþ âíóòðiøíiñòþ. Òîäi âiäîáðàæåííÿ If ¹íí. çí. äëÿ êîæíîãî x ç Dom f . Áiëüøå òîãî, If ¹ íàéáiëüøèì ç íí. çí.âiäîáðàæåíü, ÿêi íå ïåðåâèùóþòü f , à, îòæå, If ¹ íí. çí. ðåãóëÿðèçàöi¹þâiäîáðàæåííÿ f .Äîâåäåííÿ òåîðåìè ðîçiá'¹ìî íà äåêiëüêà êðîêiâ. Êîæåí íàñòóïíèé ðå-çóëüòàò áóäåìî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi îêðåìî¨ ëåìè.
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(F\Λ) − Λ = F\Λ. (4.2)Ëåìà 6. [4℄ Çíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ If â òî÷öi x0 íàëåæèòü çàìèêàííþ
clAf

x0Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê ëåìè 4, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ óñiõ µ ∈ cor (Λ) ìà¹ìiñöå ïîäàííÿ
If (x0) − µ = clAf

x0
. (4.3)Ëåìà 7. [4℄ Äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà y0 ∈ Af

x0 , òàêîãî, ùî y0 ≺Λ If(x0) iñíó¹ïîñëiäîâíiñòü {βk}k ⊂ clAf
x0, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ òàêà óìîâà:

βk → If (x0) , y0 ≺Λ βk, ∀ k. (4.4)Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî k > 0, íåõàé
βk = If (x0) −

1

k
(If (x0) − y0) . (4.5)Âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 2 â ëåìi 2, ìà¹ìî:

βk − y0 =
k − 1

k
(If (x0) − y0) ∈ cor (Λ) ,ç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî

y0 ≺Λ βk, ∀ k.Ç iíøîãî áîêó, ëåìà 6 ãàðàíòó¹, ùî
If (x0) ∈ clAf

x0
.Òîìó, çà ïîáóäîâîþ ïîñëiäîâíîñòi {βk}k çðîçóìiëî, ùî âîíà íàëåæèòü äî

clAf
x0 òà çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà If (x0), ùî i äîâîäèòü ëåìó.Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x0 ∈ Dom f ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

clEf (x0) = Hf (x0) , Af
x0

⊂ clEf (x0) = Hf (x0) = clAf
x0
,äå âiäïîâiäíi ìíîæèíè îçíà÷åíi ÿê

Ef (x0) :=
{
y ∈ Af

x0

∣∣∣ y ≺Λ If (x0)
}
, Hf (x0) :=

{
y ∈ clAf

x0

∣∣∣ y �Λ If (x0)
}
.Ëåìà 8. [4℄ Ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü clEf (x0) = Hf (x0).ßê âèïëèâà¹ ç ëåìè 8, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

Af
x0

⊂ clEf (x0) = Hf (x0) = clAf
x0
. (4.6)Òåïåð äîâåäåìî ëåìó, ÿêà âiäiãðà¹ îñíîâíó ðîëü ó äîâåäåííi íàïiâíåïåðå-ðâíîñòi çíèçó âiäîáðàæåííÿ If (x0).



112 À. Â. ÄÎÂÆÅÍÊÎËåìà 9. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ çáiæíî¨ äî x0 ïîñëiäîâíîñòi {xk}k, âiäïîâiäíà ïîñëi-äîâíiñòü Af
xk

ìà¹ ñâî¹þ íèæíüîþ ãðàíèöåþ çà Ïåíåâëå�Êóðàòîâñüêèì ìíî-æèíó Af
x0.Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî çà óìîâ ëåìè Af

x0 ⊂ lim inf
k

Af
xk
. Äëÿ öüîãîäîñòàòíüî äîâåñòè, ùî

Ef (x0) ⊂ lim inf
k

Af
xk
. (4.7)Íåõàé y0 ∈ Ef (x0). Ïîêàæåìî, ùî

y0 ∈ lim inf
k

Af
xk
.Çðîçóìiëî, ùî y0 ≺Λ If (x0). Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {βk}k ⊂ clAf

x0 çàäîâîëüíÿ¹óìîâàì ëåìè 7, à ñàìå βk → If (x0) i
y0 ≺Λ If (x0) , ∀ k > 0. (4.8)Âèáåðåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü yk → y0 òàê, ùîáè yk �Λ y0, ∀ k > 0. Ïîêà-æåìî íàñòóïíå:

∃δ0 : ∀ k > 0, yk �Λ f(x) ∀x ∈ B (x0, δ0) . (4.9)Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî δ > 0, iñíó¹ k > 0 i
xδ ∈ B (x0,δ) òàêå, ùî

f (xδ) − yk 6∈ Λ.Iíàêøå êàæó÷è, ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ
f (xδ) − y0 ∈ yk − y0 + F\Λ

∈ −Λ + F\Λ = F\Λ.Îòæå, ìîæíà ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü ωn → x0 òàêó, ùî
f (ωn) − y0 ∈ F\Λ, ∀n. (4.10)Çà�iêñó¹ìî äîâiëüíå ÷èñëî k0 > 0. ×åðåç òå, ùî βk0 ∈ clAf

x0 , iñíó¹ ïîñëi-äîâíiñòü {γm}m = {γm (k0)}m òàêà, ùî
γm → βk0 ,äå γm ∈ Af

x0 . Òîäi ç îçíà÷åííÿ ìíîæèíè íèæíüîãî ðiâíÿ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ïîñëiäîâíiñòü {pn}n := {pn (k0,m)}n, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî γm i äëÿ áóäü-ÿêîãî nçàäîâîëüíÿ¹ âêëþ÷åííþ:
−f (ωn) + pn ∈ −Λ (4.11)Ç (4.10), (4.11) òà ëåìè 5 âèïëèâà¹

pn − y0 ∈ (F\Λ) − Λ = F\Λ. (4.12)Òîäi,
pn − y0 6∈ cor Λ. (4.13)
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γm − y0 6∈ cor Λ. (4.14)Ó òîé æå ÷àñ, ãðàíè÷íèé ïåðåõiä â (4.14) äà¹
βk0 − y0 6∈ cor Λ, (4.15)ùî ñóïåðå÷èòü (4.8). À öå îçíà÷à¹, ùî (4.9) ¹ ïðàâèëüíèì.Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è (4.9) ïîêàæåìî, ùî yk ∈ Af

xk . Äëÿ êîæíîãî k ïî-áóäó¹ìî ïîñëiäîâíîñòi {xn
k}n → xk. Òîäi çíàéäåòüñÿ n0 ∈ N òàêå, ùî

xn
k ∈ B

(
xk,

δ0
2

)
∀n ≥ n0 i ∀ k > n0.Íåõàé (zn

k }n � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî yk i ïðè öüîìó zn
k �C

yk. Íåõàé òàêîæ
yn

k =

{
zn
k , n ≥ n0

f (xn
k) , n < n0.

(4.16)Ââàæàþ÷è, ùî xk ∈ B
(
x0,

δ0
2

)
∀ k ≥ n0, ìà¹ìî xn

k ∈ B (x0, δ0) ∀ k, n ≥ n0.Çâiäêè, â ñèëó (4.9), îòðèìó¹ìî yn
k �C f (xn

k) ∀ k, n ≥ n0. Îòæå, yk ∈ Af
xk

∀ k ≥ n0. Òàêèì ÷èíîì, y ∈ lim inf
k

Af
xk
, ç ÷îãî âèïëèâà¹

Ef (x0) ⊂ lim inf
k

Af
xk
.Îñêiëüêè lim inf

k
Af

xk ¹ çàìêíóòîþ ìíîæèíîþ, òî clEf (x0) ⊂ lim inf
k

Af
xk . Âðåçóëüòàòi Af

x0 ⊂ lim inf
k

Af
xk , ùî i ïîòðiáíî áóëî âñòàíîâèòè.Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â íàâåäåíèõ ëåìàõ, äîâåäåìî òåïåð òåî-ðåìó 1. �îçiá'¹ìî äîâåäåííÿ íà äâà åòàïè. Íà ïåðøîìó ïîêàæåìî, ùî âiäîáðà-æåííÿ If (x) ¹ íí. çí. íà Dom f . Íà äðóãîìó åòàïi � ùî If (x) ¹ íàéáiëüøèìñåðåä óñiõ íí. çí. âiäîáðàæåíü, ÿêi ¹ ìåíøèìè çà f .Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé x0 ∈ Dom f òà ïîñëiäîâíiñòü {xn}n çáiãà¹òüñÿ äî x0. Âíà-ñëiäîê ëåìè 6 iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü {yk} ∈ Af

x0 , ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî If (x0).Ç ëåìè 9 âèïëèâà¹, ùî yk ∈ lim inf
n

Af
xn . Â êîæíié ìíîæèíi Af

xn âèáåðåìîïîñëiäîâíiñòü {yn
k}n, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî yn, êîëè n → +∞. Òîäi, çà ëåìîþ 9ìà¹ìî: {yn

k}n çáiãà¹òüñÿ äî yk ðiâíîìiðíî. Áiëüøå òîãî, âðàõîâóþ÷è âëàñèâîñòiâíóòðiøíîñòi êîíóñà, ÿêi âèêëàäåíî â ïàðàãðà�i 1.2, åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi
{yn

k}n ìîæíà ïîäàòè òàêèì ÷èíîì:
yn

k = yk − νn, νn ∈ cor Λ, lim
n→+∞

νn = 0F . (4.17)Çðîçóìiëî, ùî
yn

k �Λ supAf
xn

= If (xn) . (4.18)



114 À. Â. ÄÎÂÆÅÍÊÎßñíî, ùî (4.18) ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíèõ k. Òîìó âiçüìåìî âiäîáðàæåííÿ
k(n) òàêèì, ùî k(n) → +∞. Òîäi ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü

bn = fn
k(n). (4.19)Öÿ ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî If (x0), çàäÿêè ðiâíîìiðíié çáiæíîñòi yn

k äî yki çàäîâiëüíÿ¹ íåðiâíîñòi
bn �Λ If (xn) . (4.20)À, îòæå, äëÿ áóäü-ÿêî¨ çáiæíî¨ äî x0 ïîñëiäîâíîñòi xn, çíàéäåíî âiäïîâiäíóïîñëiäîâíiñòü bn ∈ F òàêó, ùî bn �Λ If(xn) i bn → If (x0). Îòæå, âiäîáðàæåííÿ

If (x) ¹ íí. çí. â òî÷öi x0.2) Íåõàé g : E → F • � äîâiëüíå íí. çí. âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¹ ìåíøèì çà f .Çà ïîáóäîâîþ ìíîæèíè íèæíüîãî ðiâíÿ çðîçóìiëî, ùî ç íåðiâíîñòi
g(x) �Λ f(x), ∀x ∈ Eìà¹ìî

Af (x) ⊇ Ag(x) ⇒ supAf (x) �Λ supAg(x). (4.21)Âiäîìî, ùî If (x) = supAf (x), i ïðè öüîìó g (x) = supAg(x), îñêiëüêè âiäî-áðàæåííÿ g ¹ íí. çí. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî
If (x) �Λ g (x) .Óíàñëiäîê äîâiëüíîñòi âèáîðó âiäîáðàæåííÿ g, ïîáóäîâàíå âiäîáðàæåííÿ

If (x) ¹ íàéáiëüøèì ñåðåä óñiõ íí. çí. âiäîáðàæåíü, ÿêi ¹ ìåíøèìè çà f . Òàêèì÷èíîì, öå âiäîáðàæåííÿ ¹ íí. çí. ðåãóëÿðèçàöi¹þ äëÿ f .5. Ïðèêëàä íàïiâíåïåðåðâíî¨ çíèçó ðåãóëÿðèçàöi¨Äëÿ iëþñòðàöi¨ íàâåäåíîãî â ðîáîòi ìåòîäó ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ, ÿêåíå ¹ íí. çí. â îáëàñòi ñâîãî âèçíà÷åííÿ, òà çàëó÷èìî äî íüîãî çàïðîïîíîâàíóâèùå ðåãóëÿðèçàöiþ. �îçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : R2 → l2, äå ïðîñòið l2íàäiëèìî ∗-ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ. Íåõàé ïðîñòið l2 íàïiâóïîðÿäêîâàíî êîíóñîìíåâiä'¹ìíèõ åëåìåíòiâ
l+2 = {(x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ l2|xi ≥ 0,∀i ∈ N} .Íåõàé

f(x) =

{
(x, x+ 1, 0, . . .) x 6= 1,

(0, 3, 0, . . . , 0) x = 1.Âiäîáðàæåííÿ f ¹ íåïåðåðâíèì, à òîìó i íí. çí., âñþäè îêðiì òî÷êè x0 = 1.Ó òî÷öi x0 = 1, f íå ¹ íí. çí., îñêiëüêè äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {n−1
n

}
n
íå iñíó¹âiäïîâiäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {bn}, ÿêà á çáiãàëàñÿ äî åëåìåíòà f(1) = (0, 3, 0, . . .)i îäíî÷àñíî

bn �l+2
(
n− 1

n
,
2n− 1

n
, 0, . . .).



ÍÀÏIÂÍÅÏÅ�Å�ÂÍÀ ÇÍÈÇÓ �Å�ÓËß�ÈÇÀÖIß 115Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïîáóäó¹ìî ìíîæèíó íèæíüîãî ðiâíÿ äëÿ âiäîáðàæåííÿ f âòî÷öi x0 = 1.
Af

1 := {y ∈ F |∀ {xn}n → 1, ∃ {bn}n → y, bn �Λ f (xn) ∀n ∈ N}Õàðàêòåðíèìè äëÿ öüîãî âèïàäêó áóäóòü äâà òèïè ïîñëiäîâíîñòåé:1. xn = 1. Â öüîìó âèïàäêó f (xn) = (0, 3, 0, . . .). Ç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî Af
1íå ìîæå ìiñòèòè åëåìåíòiâ, ÿêi íå ¹ ìåíøèìè çà (0, 3, 0, . . .).2. Äëÿ âñiõ iíøèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ùî çáiãàþòüñÿ äî x0 = 1, âiäïîâiäíàãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòåé {fxn} áóäå äîðiâíþâàòè (1, 2, 0, . . .). Âðàõîâóþ-÷è, ùî â óñiõ òî÷êàõ, îêðiì òî÷êè 1, âiäîáðàæåííÿ íåïåðåðâíå, ëåãêîáà÷èòè, ùî Af

1 íå ìiñòèòü åëåìåíòiâ, ÿêi íå ¹ ìåíøèìè çà (1, 2, 0, . . .).Âðàõîâóþ÷è öå òà ñõåìó ïîáóäîâè ìíîæèíè íèæíüîãî ðiâíÿ, ëåãêî áà÷èòè,ùî Af
1 âêëþ÷à¹ ëèøå òi åëåìåíòè, ÿêi îäíî÷àñíî ìåíøi íiæ (1, 2, 0, . . .) òà

(0, 3, 0, . . .). Îòæå, Af
1 ìiñòü ëèøå òi åëåìåíòè, ÿêi ¹ ìåíøèìè çà

inf {(1, 2, 0, . . .), (0, 3, 0, . . .)} = (0, 2, 0, . . .).Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Af
1 ìà¹ âèãëÿä:
Af

1 = (0, 2, 0, . . .) − l+2 .Òîáòî, ðåãóëÿðèçàöiÿ âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi 1 ìà¹ âèãëÿä:
If (1) = supAf

1 = sup
(
(0, 2, 0, . . .) − l+2

)
= (0, 2, 0, . . .),â òîé ÷àñ, ÿê íà óñüîìó ïðîñòîði äiéñíèõ ÷èñåë ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

f(x) =

{
(x, x+ 1, 0, . . .) x 6= 1,

(0, 2, 0, . . .) x = 1.6. ÂèñíîâêèÒàêèì ÷èíîì, ìåòîä íàïiâíåïåðåðâíî¨ çíèçó ðåãóëÿðèçàöi¨, çàïðîïîíîâàíèéó ðîáîòi [4℄, ìîæíà ïîøèðèòè íà êëàñ âiäîáðàæåíü, ÿêi äiþòü ó ïðîñòîðè, ùî ¹íàïiâóïîðÿäêîâàíèìè çà êîíóñàìè ç ìîæëèâî ïóñòîþ òîïîëîãi÷íîþ âíóòðiø-íiñòþ. Áiáëiîãðà�i÷íi ïîñèëàííÿ1. Äîâæåíêî À. Â. Êâàçi-íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó ðåãóëÿðèçàöiÿ âiäîáðàæåíü â áà-íàõîâèõ ïðîñòîðàõ // À. Â. Äîâæåíêî, Ï. I. Êîãóò // Âiñíèê ÄÍÓ, Ñåð. Ìàòå-ìàòèêà, 2009. � Ò. 18, � 2. � Ñ. 62�75.2. Combari, C., Laghdir, M. et Thibault Sous-di�erentiel de fon
tions 
onvexes
omposes // Ann. S
i. Math. Quebe
, 1994. � Vol. 18, � 2. � P. 119�148.3. Jahn Johannes Ve
tor Optimization: Theory, Appli
ations and Extensions. � Berlin:Springer-Verlag, 2004. � 400 p.4. Mansour M. A., Metrane A., Théra M. Lower semi
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ontinuous mappings in general topology // Ar
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