
ISSN � 9125 0912. ÂIÑÍÈÊ ÄÍÓ. Ñåðiÿ "Ìîäåëþâàííÿ". � 8. 2009. Âèï. 1. C. 23�41Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿòà òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüÓÄÊ 519.6Ï�Î ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÄÎ ÇÁÓ�ÅÍÜ ÎÁËÀÑÒI ÎÄÍÎ�ÎÊËÀÑÓ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎ�Î ÊÅ�ÓÂÀÍÍßÎ. Ï. ÊîãóòIíñòèòóò ïðèêëàäíîãî ñèñòåìíîãî àíàëiçó ÍÀÍ Óêðà¨íè òà ÌÎÍ Óêðà¨íè,ÍÒÓÓ "ÊÏI êîðï.35, ïðîñï. Ïåðåìîãè, 37, Êè¨â. E-mail: kogut_olga�bk.ruÄëÿ ðîçãëÿíóòîãî êëàñó çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ êîå�iöi¹íòàìè íå-ëiíiéíîãî åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ç óìîâàìè Äiðiõëå íà ãðàíèöi îçíà÷åíå ïîíÿòòÿñòiéêîñòi òàêî¨ çàäà÷i âiäíîñíî çáóðåíü îáëàñòi. Çàïðîïîíîâàíi äîñòàòíi óìîâèíà çáóðåííÿ îáëàñòi, çà ÿêèõ ñòiéêiñòü ðîçãëÿíóòî¨ çàäà÷i ìà¹ ìiñöå.Êëþ÷îâi ñëîâà. Çáóðåííÿ îáëàñòi, Ìîñêî-çáiæíiñòü ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà, êåðóâàííÿ â êî-å�iöi¹íòàõ, çàäà÷à Äiðiõëå, óìîâè ñòiéêîñòi.1. ÂñòóïÇàçâè÷àé, ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i (íàäàëi OCP ) ñêëà-äà¹òüñÿ ç äåêiëüêîõ íåçàëåæíèõ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ: ðiâíÿííÿ ñòàíó, îá-ìåæåííÿ íà ñòàí ñèñòåìè òà êåðóâàííÿ, �óíêöiîíàëó ÿêîñòi. Äëÿ ñèñòåì çðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè êîæíà ç öèõ ñêëàäîâèõ çàëåæèòü âiä îáëàñòi
Ω, íà ÿêié âèâ÷à¹òüñÿ îá'¹êò êåðóâàííÿ. Îòæå, ÿêùî îáëàñòü Ω çìiíþ¹òüñÿ,òî ïðèõîäèìî äî àáñîëþòíî iíøî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ OCP (Ω),ìîæëèâî ç iíàêøèìè îáìåæåííÿìè, iíàêøèì �óíêöiîíàëîì ÿêîñòi i iíøîþêðàéîâîþ çàäà÷åþ.Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí {Ωε}ε>0 çáiãà¹òüñÿ â äåÿêîìó ñåíñi äî Ω. Òîäi,âèõîäÿ÷è ç êëàñè÷íîãî ïiäõîäó (äèâ., íàïðèêëàä, [6, 7, 10, 12, 13℄), îïòèìiçà-öiéíó çàäà÷ó OCP (Ω) íàçèâàþòü ñòiéêîþ âiäíîñíî çàäàíîãî çáóðåííÿ {Ωε}ε>0îáëàñòi Ω, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü îïòèìàëüíèõ ïàð çáóðåíèõ çàäà÷ OCP (Ωε) çái-ãà¹òüñÿ (â ïåâíié òîïîëîãi¨) äî ïàðè, ÿêà ¹ îïòèìàëüíîþ äëÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i
OCP (Ω). Ïðîòå îïòèìàëüíó ïàðó íå ìîæíà íàçâàòè âè÷åðïíîþ òà âñåái÷íîþõàðàêòåðèñòèêîþ îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i. ßê ïðàâèëî, ïîâíà iäåíòè�iêàöiÿ çà-äà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (âêëþ÷àþ÷è �óíêöiîíàë ÿêîñòi, ðiâíÿííÿ ñòàíóòà iñíóþ÷i îáìåæåííÿ íà êåðóâàííÿ i ñòàí) çà äîïîìîãîþ ñàìîãî òiëüêè îïòè-ìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ íåìîæëèâîþ. Áiëüøå òîãî, çãàäàíèé ìåòîä äîñëiäæåííÿíà ñòiéêiñòü íå ïðàöþ¹ ó âèïàäêó, êîëè îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó â çàäà÷i ìî-æå íå iñíóâàòè [6℄ àáî êîëè öi ðîçâ'ÿçêè ìàþòü íåêëàñè÷íèé, íåâàðiàöiéíèéõàðàêòåð [5℄.Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî êëàñ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ êîå�iöi-¹íòàìè íåëiíiéíîãî åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ç óìîâàìè Äiðiõëå íà ãðàíèöi ç òàêçâàíèìè óçàãàëüíåíî-ñîëåíî¨äàëüíèìè êåðóâàííÿìè. Äëÿ òàêîãî êëàñó çàäà÷îçíà÷åíî ïîíÿòòÿ Ìîñêî-ñòiéêîñòi âiäíîñíî çáóðåíü îáëàñòi, ÿêå âêëþ÷à¹ â© Î. Ï. Êîãóò, 2009



24 Î. Ï. ÊÎ�ÓÒñåáå Ìîñêî-ñòiéêiñòü ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ïàð çáóðþâàíî¨ çàäà÷i òà âiäïî-âiäíi âëàñòèâîñòi �óíêöiîíàëiâ ÿêîñòi. Ñòàâèòüñÿ çà ìåòó îòðèìàòè äîñòàòíióìîâè òàêî¨ ñòiéêîñòi. Ïîêàçàíî, ùî îñíîâó òàêèõ óìîâ ñêëàäàþòü òàê çâàíiçáóðåííÿ â õàóñäîð�îâié òîïîëîãi¨ äîïîâíåíü, çàïðîïîíîâàíi Áàêóðîì (äèâ.[6℄). Äîñëiäæåíî âàðiàöiéíi âëàñòèâîñòi Ìîñêî-ñòiéêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãîêåðóâàííÿ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü ñëóæèòè îñíîâîþ äëÿ ïîáóäîâè ñóá-îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ó çàäà÷àõ iç íåðåãóëÿðíèìè îáëàñòÿìè òà îáëàñòÿìèñêëàäíî¨ �îðìè.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷iÍåõàé Ω ¹ �iêñîâàíîþ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ ïåâíî¨ îáìåæåíî¨ âiäêðè-òî¨ ìíîæèíè D ⊂ Rn ç ðåãóëÿðíîþ ãðàíèöåþ.Äëÿ çàäàíèõ z∂ ∈ Lp(D) òà f ∈ Lq(Ω) ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó îïòèìàëüíî-ãî êåðóâàííÿ:
LΩ =

∫

Ω
|y(x) − z∂(x)|p dx+

∫

Ω
|∇y(x)|p dx (2.1)ïðè îáìåæåííÿõ

U ∈ Ln×n
∞ (D), U ∈ Usol, y ∈

◦

W 1
p (Ω), (2.2)

−div
(
U(x) |∇y|p−2∇y

)
+ a0(x)|y|p−2y = f â Ω, (2.3)äå a0(x) ≥ 0. ×åðåç Usol ïîçíà÷åíî êëàñ óçàãàëüíåíî ñîëåíî¨äàëüíèõ ìàòðèöü:

Usol =




{aij}1≥i,j≥n

∣∣∣∣∣∣∣∣

ai j ∈ L∞(D)
0 < δ ≤ ξ1(x) ≤ ai j(x) ≤ ξ2(x) ì.ñ. â D,

∃α > 0, ∀ η ∈ Rn
∑n

i,j=1 aij(x)|η|p−2 ηj ηi ≥ α |η|p ì. ñ. â D 



∩ V. (2.4)Òóò ξ 1, ξ2 � çàäàíi �óíêöi¨ ç ïðîñòîðó L∞(D) òàêi, ùî
0 < δ ≤ ξ 1(x) ≤ ξ2(x) ìàéæå ñêðiçü â D, (2.5)à ìíîæèíà V âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

V = {U = [u1,u2, . . . ,un] |divui ∈ Qi, ∀ i = 1, . . . , n},äå {Q1, . . . , Qn} � êîìïàêòíi ìíîæèíè â ïðîñòîði W−1
q (D). Ìíîæèíîþ äîïó-ñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ Ξ çàäà÷i (2.1)�(2.3) áóäåìî íàçèâàòè ñóêóïíiñòü ïàð (U , y) ∈

Ln×n
∞ (Ω)×

◦

W 1
p (Ω), ÿêi ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè (2.2)�(2.3). ×åðåç τ áóäå-ìî ïîçíà÷àòè òîïîëîãiþ â ïðîñòîði Ln×n

∞ (Ω)×
◦

W 1
p (Ω) ÿê äîáóòîê ∗−ñëàáêî¨òîïîëîãi¨ â Ln×n

∞ (Ω) òà ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ â ïðîñòîði ◦

W 1
p (Ω).Âèõîäÿ÷è ç (2.4)�(2.5), ëåãêî áà÷èòè, ùî íåëiíiéíèé åëiïòè÷íèé îïåðàòîðó ðiâíÿííi (2.3) ¹ êîåðöèòèâíèì, ñòîðîãî ìîíîòîííèì òà äåìiíåïåðåðâíèì.Öüîãî äîñòàòíüî, ùîá ñòâåðäæóâàòè îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü êðàéîâî¨ çàäà÷i



Ï�Î ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÄÎ ÇÁÓ�ÅÍÜ ÎÁËÀÑÒI 25(2.2)�(2.4) (äèâ. [2℄). Òîäi, çà àíàëîãi¹þ ç [3℄, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî çàäà÷à (2.1)�(2.3) ¹ ðîçâ'ÿçíîþ ó êëàñi óçàãàëüíåíî-ñîëåíî¨äàëüíèõ êåðóâàíü (äèâ. òàêîæ[1℄).Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäèòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
LΩε(Uε, yε) =

∫

Ωε

|yε(x) − z∂(x)|p dx+

∫

Ωε

|∇yε(x)|p dx −→ inf, (2.6)
−div

(
Uε(x)|∇yε|p−2∇yε

)
+ a0|yε|p−2yε = f â Ωε, (2.7)

yε ∈
◦

W 1
p (Ωε), Uε ∈ Usol (2.8)âiäíîñíî çáóðåíü {Ωε}ε>0 îáëàñòi Ω ⊆ D. Äàëi ε îçíà÷àòèìå ìàëèé ïàðàìåòð,ùî çìiíþ¹òüñÿ â ìåæàõ ñòðîãî ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêi ïðÿ-ìóþòü äî íóëÿ. Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü Usoli, âiäïîâiäíî, ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ Ξε ⊂ Ln×n

∞ (D)×
◦

W 1
p (Ωε) íåïî-ðîæíi äëÿ êîæíîãî ε > 0.Íàäàëi ïðîáëåìó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (2.1)�(2.3) áóäåìî ðîçãëÿäàòèÿê ïàðàìåòðèçîâàíó âiäíîñíî îáëàñòi Ω i ïîçíà÷àòè ¨¨ ÿê OCP (Ω). Áiëüøåòîãî, ïðèïóñêàòèìåìî, ùî îáëàñòü Ω, ÿê ïiäìíîæèíà åâêëiäîâîãî ïðîñòî-ðó, ¹ îáìåæåíîþ, âiäêðèòîþ, òà ìà¹ äîñòàòíüî ðåãóëÿðíó (ïðèíàéìíi, ëiï-øèöåâó) ãðàíèöþ. Ïðîòå ñóêóïíiñòü òàêèõ ïiäìíîæèí åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó,â çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå óòâîðþ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið. Îòæå, îáëàñòü Ω, ÿêïàðàìåòð, íàëåæàòèìå äåÿêîìó àáñòðàêòíîìó ïðîñòîðó, âçàãàëi êàæó÷è, áåçëiíiéíî¨ ñòðóêòóðè, â ÿêîìó, äî òîãî æ, íå ìà¹ "õîðîøî¨" òîïîëîãi¨. Ìà¹òüñÿíà óâàçi òàêå: ÿêùî îçíà÷èòè òîïîëîãiþ íà ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí {Ωk}k≥1ÿê òàêó, ùî óçãîäæåíà çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ âiäïîâiäíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ�óíêöié χΩk

(·), òî ëåãêî áà÷èòè, ùî òàêà òîïîëîãiÿ íå áóäå õàóñäîð�îâîþ.Îêðiì òîãî, íàâiòü ÿêùî ñëàáêà ãðàíèöÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ �óíêöié iñíó¹,âîíà íå îáîâ'ÿçêîâî ñàìà ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ �óíêöi¹þ, òîáòî ç íåþ íå çà-âæäè âäà¹òüñÿ ïîâ'ÿçàòè ìíîæèíó, ÿêó ìîæíà áóëî á òðàêòóâàòè â äåÿêîìóñåíñi ÿê ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí {Ωk}k≥1. Ó çâ'ÿçêó ç öèì áóäåìî äî-òðèìóâàòèñü òàêèõ ïðèïóùåíü. Íåõàé íà ïiäìíîæèíàõ ìíîæèíè D ¹ çàäàíèìïåâíèé òèï çáiæíîñòi σ.Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé Ω,Ωk ⊂ D � âiäêðèòi ìíîæèíè ç äîñòàòíüî ðåãóëÿð-íèìè ìåæàìè. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Ωk}k≥1 óòâîðþ¹ σ-çáóðåííÿìíîæèíè Ω, ÿêùî Ωk
σ−→ Ω ïðè k → ∞.Çàóâàæåííÿ 1. Ñóòò¹âî, ùî òåðìií "σ-çáóðåííÿ" áóäå îçíà÷àòè íå òiëüêèíàÿâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí {Ωk}k≥1, à é òîïîëîãiþ σ, â ÿêié öi ìíîæèíèçáiãàþòüñÿ äî Ω.Àíàëiç iñíóþ÷èõ ïóáëiêàöié ïîêàçó¹ (äèâ., çîêðåìà, ðîáîòè Ìàð÷åíêî &Õðóñëîâà [4℄, Buttazzo & Bour [6℄, Dal Maso & Murat [11℄), ùî òèïîâîþ ñè-òóàöi¹þ äëÿ êðàéîâèõ çàäà÷ âèäó (2.2)�(2.3) ç óìîâàìè Äiðiõëå íà ãðàíèöi¹ íàÿâíiñòü âëàñòèâîñòi "íåñòiéêîñòi" âiäíîñíî çáóðåíü îáëàñòi (ç'ÿâëÿòüñÿíîâi âàãîâi êîå�iöi¹íòè òà äîäàòêîâi ÷ëåíè â ðiâíÿííi ñòàíó). Ó çâ'ÿçêó ç öèì



26 Î. Ï. ÊÎ�ÓÒçàóâàæèìî, ùî ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ îòðèìàííÿ äîñòàòíiõ óìîâ íà çáóðåí-íÿ {Ωε}ε>0, çà ÿêèõ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (à íå ëèøå âiäïîâiäíàêðàéîâà çàäà÷à) áóäå çàäîâîëüíÿòè ïåâíèì óìîâàì ñòiéêîñòi.3. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòèÓ öüîìó ïàðàãðà�i íàâåäåìî êëþ÷îâi ïîíÿòòÿ òà îçíà÷åííÿ, íåîáõiäíi íàìó ïîäàëüøîìó. Çîêðåìà, íàâåäåìî âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ëîêàëüíî¨ ñîáîë¹âñüêî¨¹ìíîñòi, ïîíÿòòÿ Ìîñêî çáiæíîñòi ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà òà ïîíÿòòÿ çáóðåíüîáëàñòi â õàóñäîð�îâié òîïîëîãi¨ äîïîâíåíü.3.1. Ïîíÿòòÿ ñîáîë¹âñüêî¨ ¹ìíîñòi ìíîæèíè. Çáiæíiñòüñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ ó ñåíñi ÌîñêîÍàäàëi íàì çíàäîáèòüñÿ ïîíÿòòÿ ëîêàëüíî¨ ñîáîë¹âñüêî¨ p-¹ìíîñòi:Îçíà÷åííÿ 2. Äëÿ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K, ùî ìiñòèòüñÿ ó äîâiëüíié êóëi
B ¹ìíiñòü K â B âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

Cp(E,B) = inf

{∫

B
|∇φ|p dx, ∀φ ∈ C∞

0 (B), φ ≥ 1 íà K} .Òàêîæ íàì áóäå ïîòðiáíå ïîíÿòòÿ Ìîñêî-çáiæíîñòi ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòî-ðiâ.Îçíà÷åííÿ 3. [15℄ Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü { ◦

W 1
p (Ωε)

}

ε>0

ïðîñòîðiâÑîáîë¹âà çáiãà¹òüñÿ â ñåíñi Ìîñêî äî ïðîñòîðó ◦

W 1
p (Ω) ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêióìîâè:

(M1) äëÿ äîâiëüíîãî y ∈
◦

W 1
p (Ω), çíàéäåòüñÿ òàêà ïîñëiäîâíiñòü{

yε ∈
◦

W 1
p (Ωε)

}

ε>0

, ùî ỹε → ỹ ñèëüíî â W 1
p (Rn);

(M2) ÿêùî {εk}k∈N
� çáiæíà äî íóëÿ ïîñëiäîâíiñòü iíäåêñiâ, {yk}k∈N

� ïîñ-ëiäîâíiñòü òàêà, ùî yk ∈
◦

W 1
p (Ωεk

) äëÿ êîæíîãî k ∈ N òà ỹk → ψ ñëàáêîâ W 1
p (Rn), òîäi iñíó¹ �óíêöiÿ y ∈

◦

W 1
p (Ω) òàêà, ùî y = ψ|Ω.Òóò i äàëi, ÷åðåç ỹε (âiäïîâiäíî ỹ) áóäå ïîçíà÷àòèñÿ òðèâiàëüíî ïîøèðåííÿíà Rn �óíêöié, âèçíà÷åíèõ íà Ωε (âiäïîâiäíî íà Ω), à ñàìå, ỹε = ỹεχΩε i ỹ =

ỹχΩ. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {Ωε}ε>0 çáiãà¹òüñÿ äî Ω â äåÿêîìó "ðiâíîìiðíîìó"ñåíñi, òî ëåãêî ïîêàçàòè, ùî óìîâè (M1) òà (M2) áóäóòü âèêîíóâàòèñü. Ïðè-ðîäíèì ïèòàííÿì ¹ ïîøóê ìiíiìàëüíèõ óìîâ íà ìíîæèíè {Ωε}ε>0 òà Ω, çàÿêèõ çáiæíiñòü ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà ó ñåíñi Ìîñêî áóäå ìàòè ìiñöå.Ç âèêîðèñòàííÿì ïîíÿòòÿ ¹ìíîñòi òà òåîði¨ G-çáiæíîñòi, ó ðîáîòàõ [9, 10,11℄ íàäàíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè Ìîñêî-çáiæíîñòi.



Ï�Î ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÄÎ ÇÁÓ�ÅÍÜ ÎÁËÀÑÒI 273.2. Çáóðåííÿ îáëàñòi â õàóñäîð�îâié òîïîëîãi¨ äîïîâíåíüÏåðåä òèì ÿê ãîâîðèòè ïðî çáóðåííÿ îáëàñòi, íåîáõiäíî ââåñòè òîïîëîãiþíà ïðîñòîði âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè D. Äëÿ öüîãî äàìî âèçíà÷åííÿõàóñäîð�îâî¨ òîïîëîãi¨ äîïîâíåíü (ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç Hc), ÿêà çàäà¹òüñÿ çàäîïîìîãîþ òàêî¨ ìåòðèêè:
dHc(Ω1,Ω2) = sup

x∈Rn

|d(x,Ωc
1) − d(x,Ωc

2)| ,äå ÷åðåç Ωc
i ïîçíà÷åíî äîïîâíåííÿ ìíîæèí Ωi â Rn.Îçíà÷åííÿ 4. [8℄ Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Ωε}ε>0 âiäêðèòèõ ïiä-ìíîæèí D çáiãà¹òüñÿ äî âiäêðèòî¨ ìíîæèíè Ω ⊆ D â Hc-òîïîëîãi¨, ÿêùî

dHc(Ωε,Ω) çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ 0 ïðè ε→ 0.
Hc-òîïîëîãiÿ ìà¹ äåêiëüêà õîðîøèõ âëàñòèâîñòåé, à ñàìå, ïðîñòið âiäêðè-òèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè D ¹ êîìïàêòíèì âiäíîñíî Hc-çáiæíîñòi, òàêîæ, ÿê-ùî Ωε

Hc

−→ Ω, òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K ⊂⊂ Ω òà äîñòàòíüîìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà ε ìàòèìåìî K ⊂⊂ Ωε . Áiëüøå òîãî, ïîñëiäîâíiñòüâiäêðèòèõ ìíîæèí {Ωε}ε>0 ⊂ D Hc-çáiãà¹òüñÿ äî âiäêðèòî¨ ìíîæèíè Ω, òîäii òiëüêè òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü äîïîâíåíü {Ωc
ε}ε>0 çáiãà¹òüñÿ äî Ωc â ñåíñiÊóðàòîâñüêîãî [14℄.Âiäîìî (äèâ. [6℄), ùî ó âèïàäêó êîëè p > n, Hc-çáiæíiñòü âiäêðèòèõ ìíî-æèí {Ωε}ε>0 ⊂ D åêâiâàëåíòíà çáiæíîñòi â ñåíñi Ìîñêî âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâÑîáîë¹âà.Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó (p ≤ n), ìà¹ ìiñöå:Òåîðåìà 1. [7℄ Íåõàé {Ωε}ε>0 � öå ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí Dòàêà, ùî Ωε

Hc

−→ Ω i Ωε ∈ Ww(D) äëÿ âñiõ ε > 0, äå êëàñ Ww(D) âèçíà÷à¹òü-ñÿ òàêèì ÷èíîì:
Ww(D) =





Ω ⊆ D : ∀x ∈ ∂Ω,∀ 0 < r < R < 1;
∫ R

r

(
Cp(Ω

c ∩B(x, t);B(x, 2t))

Cp(B(x, t);B(x, 2t))

)1/(p−1)
dt

t
≥ w(r,R, x)




, (3.1)òóò ÷åðåç B(x, t) ïîçíà÷åíî êóëþ ç öåíòðîì â x òà ðàäióñîì t, à

w : (0, 1) × (0, 1) ×D → R+¹ òàêîþ, ùî1. limr→0w(r,R, x) = +∞, ëîêàëüíî ðiâíîìiðíî íà D;2. w íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó çà òðåòiì àðãóìåíòîì.Òîäi Ω ∈ Ww(D), à ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà { ◦

W 1
p (Ωε)

}

ε>0

çái-ãà¹òüñÿ â ñåíñi Ìîñêî äî ◦

W 1
p (Ω).



28 Î. Ï. ÊÎ�ÓÒÒåîðåìà 2. [7℄ Íåõàé n ≥ p > n − 1, i íåõàé {Ωε}ε>0 � öå ïîñëiäîâíiñòüâiäêðèòèõ ïiäìíîæèí D òàêà, ùî Ωε
Hc

−→ Ω i Ωε ∈ Ol(D) äëÿ äîâiëüíîãî
ε > 0, äå êëàñ Ol(D) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Ol(D) = {Ω ⊆ D : ♯Ωc ≤ l} (3.2)(òóò ÷åðåç ♯ ïîçíà÷åíî êiëüêiñòü çâ'ÿçíèõ êîìïoíåíò). Òîäi Ω ∈ Ol(D) òàïîñëiäîâíiñòü ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà { ◦

W 1
p (Ωε)

}

ε>0

çáiãà¹òüñÿ â ñåíñi Ìîñêî äîïðîñòîðó ◦

W 1
p (Ω).ßê ïðèêëàä Hc-çáiæíèõ ïiäìíîæèí ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè {Ωε}ε>0, ùîìiñòÿòü îñöèëþþ÷èé "êðåê"(òðiùèíó) ç çàòóõàþ÷îþ àìïëiòóäîþ ε (äèâ. ðèñ. 1).
�èñ. 1. Ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí, êîìïàêòíà â Hc-òîïîëîãi¨Ïåðåä òèì ÿê ââåñòè ñòðîãå îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ñòiéêîñòi ðîçãëÿíóòî¨ çà-äà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âiäíîñíî çáóðåíü îáëàñòi òà âèçíà÷èòè äîïóñòè-ìi çáóðåííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè Ω, çàóâàæèìî, ùî çáiæíiñòü ìíîæèí Ωε

Hc

−→
Ω â õàóñäîð�îâié òîïîëîãi¨ äîïîâíåíü íå ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ äîâåäåííÿñòiéêîñòi çàäà÷i

LΩ(U , y) =

∫

Ω
|y(x) − z∂(x)|p dx+

∫

Ω
|∇y(x)|p dx −→ inf, (3.3)

−div
(
U(x)|∇y|p−2∇y

)
+ a0|y|p−2y=f â Ω, (3.4)

y ∈
◦

W 1
p (Ω), U ∈ Usol. (3.5)Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ãðàíè÷íà ïàðà ïîñëiäîâíîñòi {(Uopt

ε , yopt
ε )
}

ε>0
, ïðè Hc-çáóðåííi ìíîæèíè Ω, ìîæå íå áóòè äîïóñòèìîþ äëÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i (3.3)�(3.5). Êîíòðïðèêëàäè íàâåäåíi â ðîáîòi [11℄ (äèâ. òàêîæ [6, 10℄). Îòæå, íåîá-õiäíî ââåñòè äåÿêi äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà ðóõîìó îáëàñòü.4. Äîïóñòèìi çáóðåííÿ îáëàñòi. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêàìíîæèí äîïóñòèìèõ ïàð çáóðåíèõ çàäà÷Ó öüîìó ðîçäiëi áóäóòü îçíà÷åíi äîïóñòèìi çáóðåííÿ âèõiäíî¨ îáëàñòi iâiäíîñíî òàêèõ çáóðåíü áóäå äîñëiäæåíà àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ìíîæèí äî-ïóñòèìèõ ïàð çáóðåíèõ çàäà÷.



Ï�Î ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÄÎ ÇÁÓ�ÅÍÜ ÎÁËÀÑÒI 29Îçíà÷åííÿ 5. Íåõàé Ω òà {Ωε}ε>0 � âiäêðèòi ïiäìíîæèíè D. Áóäåìî êàçàòè,ùî ïîñëiäîâíiñòü {Ωε}ε>0 óòâîðþ¹ Hc-äîïóñòèìå çáóðåííÿ ìíîæèíè Ω, ÿêùî:(i) Ωε
Hc

−→ Ω ïðè ε→ 0;(ii) Ωε ∈ Ww(D) äëÿ âñiõ ε > 0, äå êëàñ Ww(D) âèçíà÷åíî â (3.1).Çàóâàæåííÿ 2. ßê ñòâåðäæó¹ òåîðåìà 1, ïiäìíîæèíà Ω ⊂ D äîïóñêà¹ iñíó-âàííÿ Hc-äîïóñòèìèõ çáóðåíü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Ω íàëåæèòü äî êëàñó
Ww(D). Îäíàê öÿ óìîâà ¹ íå äóæå îáìåæëèâîþ. Ñïðàâäi, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùîòâåðäæåííÿ:

” ÿêùî y ∈W 1
p (Rn), Ω ∈ Ww(D), i supp y ⊂ Ω, òî y ∈

◦

W 1
p (Ω) ”¹, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, íåïðàâèëüíèì. Çîêðåìà, âèùåíàâåäåíå íå ìà¹ ìiñöÿ,êîëè âiäêðèòà ìíîæèíà Ω ìà¹ "êðåê". Îòæå, Ww(D) ¹ äîñòàòíüî øèðîêèìêëàñîì âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè D.Òåîðåìà 3. Ïðèïóñòèìî, ùî Ω ∈ Ww(D) � äåÿêà �iêñîâàíà ïiäîáëàñòü D,à {Ωε}ε>0 � äåÿêå Hc-äîïóñòèìå çáóðåííÿ Ω. Íåõàé òàêîæ

{(Uε, yΩε,Uε) ∈ ΞΩε}ε>0 � öå ïîñëiäîâíiñòü äîïóñòèìèõ ïàð çàäà÷ (2.6)�(2.8).Òîäi ïîñëiäîâíiñòü {(Uε, ỹΩε,Uε)}ε>0 ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ â Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p

(D) i äëÿ äîâiëüíî¨ ¨¨ ÷àñòêîâî¨ τ -ãðàíèöi (τ -êëàñòåðíî¨ ïàðè)
(U∗, y∗) ∈ Ln×n

∞ (D)×
◦

W 1
p (D), ìàòèìåìî

U∗ ∈ Usol, (4.1)
∫

D

(
U∗|∇y∗|p−2∇y∗,∇ϕ̃

)
Rn dx+

∫

D
a0|y∗|p−2y∗ϕ̃ dx =

=

∫

D
fϕ̃ dx, ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω). (4.2)Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî ïèñàòè yε = yΩε,Uε . ßê çàâæäè, òðèâiàëüíåïîäîâæåííÿ �óíêöi¨ yε íà Rn ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ỹε. Îñêiëüêè êîæíà çïàð (Uε, yε) ¹ äîïóñòèìîþ äî âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i (2.6)�(2.8), òî ïîñëiäîâíiñòü
{(Uε, ỹε)}ε>0 ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ âiäíîñíî íîðìè â Ln×n

∞ (D)×
◦

W 1
p (D)(äèâ. (2.4) òà [3℄). Ñïðàâäi, âèõîäÿ÷è ç êîåðöèòèâíîñòi ðîçãëÿíóòîãî îïåðàòî-ðà, ëåãêî áà÷èòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {yε}ε>0 ¹ îáìåæåíîþ â ◦

W 1
p (Ω). Ïðè÷îìó

∫

Ωε

|∇yε|p dx ≤ C‖f‖q

W−1
q (D)

. (4.3)Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñêàòè, ùî iñíó¹ ïàðà (U∗, y∗) òàêà, ùî (ç òî÷íiñòþ äî ïiä-ïîñëiäîâíîñòi, ÿêó òàêîæ áóäåìî ïîçíà÷àòè iíäåêñîì ε) (Uε, ỹε)
τ−→ (U∗, y∗) â

Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D). Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü òèì, ùî ìíîæèíà Usol ¹ ñåêâåíöiéíîêîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ â Ln×n

∞ (D) (äèâ. [3℄), ìà¹ìî: U∗ ∈ Usol.



30 Î. Ï. ÊÎ�ÓÒÂiçüìåìî ÿê ïðîáíó �óíêöiþ ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Îñêiëüêè Ωε

Hc

−→ Ω, òî, çà òåî-ðåìîþ 1, ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà { ◦

W 1
p (Ωε)

}

ε>0

çáiãà¹òüñÿ â ñåíñiÌîñêî äî ◦

W 1
p (Ω). Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ çà�iêñîâàíî¨ âèùå �óíêöi¨ ϕ ∈

◦

W 1
p (Ω)iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {ϕε ∈

◦

W 1
p (Ωε)

}

ε>0

òàêà, ùî ϕ̃ε → ϕ̃ ñèëüíî â ◦

W 1
p (D)(äèâ. âëàñòèâiñòü (M1)). Îñêiëüêè (Uε, yε) ¹ äîïóñòèìîþ ïàðîþ äëÿ âiäïîâiä-íî¨ çàäà÷i íà Ωε, ìîæåìî çàïèñàòè:

∫

Ωε

(
Uε |∇yε|p−2 ∇yε,∇ϕε

)

Rn
dx+

∫

Ωε

a0|yε|p−2yε ϕε dx =

∫

Ωε

f ϕε dx,à, îòæå,
∫

D

(
Uε |∇ỹε|p−2 ∇ỹε,∇ϕ̃ε

)

Rn
dx+

∫

D
a0|ỹε|p−2ỹε ϕ̃ε dx =

=

∫

D
f ϕ̃ε dx, ∀ ε > 0. (4.4)Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè ðiâíiñòü (4.2), ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi â iíòåãðàëüíiéòîòîæíîñòi (4.4) ïðè ε → 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è àðãóìåíòàöiþ òåîðåìè 3 ç [3℄,ìà¹ìî

divui ε → divu
∗
i ñèëüíî â W−1

q (D), ∀ i = 1, . . . , n;
{
|∇ỹε|p−2∇ỹε

}
ε>0

îáìåæåíà â Ln
q (D), q = p/(p− 1);

{
|ỹε|p−2ỹε

}
ε>0

îáìåæåíà â Lq(D);

ỹε → y∗ ñèëüíî â Lp(D), ỹε(x) → y∗(x) ì.ñ. x ∈ D;

|ỹε|p−2ỹε → |y∗|p−2y∗ ñëàáêî â Lq(D),äå Uε = [u1 ε, . . . ,un ε], U∗ = [u∗
1, . . . ,u

∗
n].�îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {fε := f − a0|ỹε|p−2ỹε

}
ε>0

. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
fε → f0 = f − a0|y∗|p−2y∗ ñèëüíî â W−1

q (D).Çâiäñè òà ç îöiíêè (4.3), âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {A(Uε(x),∇ ỹε)}ε>0 îá-ìåæåíà â Ln
q (D). Îòæå, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi ìîæåìî ïðèïóñòèòè,ùî iñíó¹ âåêòîð-�óíêöiÿ ξ ∈ Ln

q (D) òàêà, ùî
ξε := A(Uε(x),∇ ỹε) = Uε |∇ ỹε|p−2 ∇ ỹε → ξ ñëàáêî â Ln

q (D).Âðàõîâóþ÷è öå òà ñèëüíó çáiæíiñòü ϕ̃ε → ϕ̃ â ◦

W 1
p (D), â ðåçóëüòàòi ãðàíè÷-íîãî ïåðåõîäó ïðè ε→ 0 ó ñïiââiäíîøåííi (4.4) îòðèìà¹ìî:

∫

D
(ξ,∇ϕ̃)

Rn dx =

∫

D

(
f − a0|y∗|p−2y∗

)
ϕ̃ dx. (4.5)Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî

ξ = U∗ |∇ y∗|p−2 ∇y∗. (4.6)



Ï�Î ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÄÎ ÇÁÓ�ÅÍÜ ÎÁËÀÑÒI 31À öå ìîæíà çðîáèòè òàê ñàìî, ÿê i â äîâåäåííi àíàëîãi÷íî¨ ðiâíîñòi â òåîðåìi 3ç [3℄. Çîêðåìà, íåîáõiäíî ïîâòîðèòè âñi àðãóìåíòè òîãî äîâåäåííÿ, çàìiíèâøè
Ω íà D, Uk íà Uε, yk íà ỹε, U0 íà U∗, y0 íà y∗, i φ íà ϕ̃.Â ðåçóëüòàòi, îñêiëüêè ïðåäñòàâëåííÿ (4.6) ñïðàâåäëèâå, iíòåãðàëüíà òî-òîæíiñòü (4.5) íàáóâà¹ âèãëÿäó áàæàíî¨ ðiâíîñòi (4.2). Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.Äàëi, äîâåäåìî, ùî êîæíà τ -êëàñòåðíà ïàðà (U∗, y∗) ∈ Ln×n

∞ (D)×
◦

W 1
p (D)ïîñëiäîâíîñòi {(Uε, yΩε,Uε) ∈ ΞΩε}ε>0 (äèâ. òâåðäæåííÿ 3) ¹ äîïóñòèìîþ äëÿâèõiäíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.3)�(3.5). ßê âèïëèâà¹ ç (4.1)�(4.2),çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî y∗|Ω ∈

◦

W 1
p (Ω), à îòæå (U∗, y∗|Ω) ∈ Ξ. Äëÿ öüîãîñêîðèñòà¹ìîñÿ íàñòóïíèì ðåçóëüòàòîì, ÿêèé ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì Òåîðåìè 1.1ç [7℄.Ëåìà 1. [7℄ Íåõàé Ω, {Ωε}ε>0 ∈ Ww(D), i Ωε

Hc

−→ Ω ïðè ε→ 0. Íåõàé òàêîæ
U0 � äîâiëüíà �iêñîâàíà ìàòðèöÿ ç ìíîæèíè U∂ . Òîäi

ṽΩε, h → ṽΩ, h ñèëüíî â ◦

W 1
p (D) ∀h ∈

◦

W 1
p (D), (4.7)äå ÷åðåç vΩε, h i vΩ, h ïîçíà÷åíî ¹äèíi ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè êðàéîâèõ çàäà÷

−div
(
U0|∇v|p−2∇v

)
+ a0|v|p−2v = 0 â Ωε,

v − h ∈
◦

W 1
p (Ωε)



 (4.8)i

−div
(
U0|∇v|p−2∇v

)
+ a0|v|p−2v = 0 â Ω,

v − h ∈
◦

W 1
p (Ω),



 (4.9)âiäïîâiäíî, à ÷åðåç ṽΩε, h òà ṽΩ, h � ïîøèðåííÿ íà îáëàñòü D �óíêöié vΩε, hòà vΩ, h, ùî ñïiâïàäàþòü ç h ïîçà ìíîæèíàìè Ωε òà Ω âiäïîâiäíî.Òåïåð äîâåäåìî áàæàíó âëàñòèâiñòü.Òåîðåìà 4. Íåõàé {(Uε, yΩε,Uε) ∈ ΞΩε}ε>0 � öå ïîñëiäîâíiñòü äîïóñòèìèõïàð çàäà÷ (2.6)�(2.8), äå {Ωε}ε>0 � öå äåÿêå Hc-äîïóñòèìå çáóðåííÿ ìíî-æèíè Ω ∈ Ww(D). ßêùî äëÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi ç {(Uε, yΩε,Uε) ∈ ΞΩε}ε>0 (ÿêóìè áóäåìî ïîçíà÷àòè òèì ñàìèì iíäåêñîì ε) ìà¹ ìiñöå (Uε, ỹΩε,Uε)

τ−→
(U∗, y∗), òî öå îçíà÷à¹, ùî

y∗ = ỹΩ,U∗ , à îòæå (U∗, y∗|Ω) ∈ Ξ,äå ÷åðåç yΩ,U∗ ïîçíà÷åíî ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (3.4)�(3.5) ïðè
U = U∗.Äîâåäåííÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ: yε =
yΩε,Uε , y = yΩ,U∗.



32 Î. Ï. ÊÎ�ÓÒÇ ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {yε}ε>0 òà 3 ìà¹ìî (ïåðåõîäÿ÷èäî ïiäïîñëiäîâíîñòi, ÿêùî öå íåîáõiäíî):
Uε → U∗ = [u∗

1, . . . ,u
∗
n] ∈ Usol ∗ −ñëàáêî â Ln×n

∞ (D), (4.10)
ỹε → y∗ ñëàáêî â ◦

W 1
p (D), (4.11)

y ∈
◦

W 1
p (Ω), ỹ ∈

◦

W 1
p (D).Äîâåäåìî, ùî y∗ = ỹ. Ïîäiáíî äî D. Buur, P. Trebeshi [7℄, äëÿ äîâiëüíîãî

ε > 0 ðîçãëÿíåìî íîâó êðàéîâó çàäà÷ó:
−div

(
U∗|∇ϕε|p−2∇ϕε

)
+ a0|ϕε|p−2ϕε = 0 â Ωε,

ϕ̃ε = −y∗ â D \ Ωε.

} (4.12)Ó ñëàáêîìó ñåíñi öå îçíà÷àòèìå, ùî
∫

D

(
U∗ |∇ ϕ̃ε|p−2 ∇ϕ̃ε,∇ψ̃ε

)
Rn

dx+

∫

D
a0|ϕ̃ε|p−2ϕ̃ε ψ̃ε dx = 0,

∀ψ ∈ C∞
0 (Ωε), ∀ ε > 0. (4.13)Ïîêëàäàþ÷è ó (4.13) ÿê ïðîáíó �óíêöiþ ψ̃ε = ϕ̃ε + y∗ − ỹε, ìà¹ìî:

∫

D

(
U∗ |∇ ϕ̃ε|p−2 ∇ϕ̃ε,∇ (ϕ̃ε + y∗ − ỹε)

)
Rn

dx+

+

∫

D
a0|ϕ̃ε|p−2ϕ̃ε (ϕ̃ε + y∗ − ỹε) dx = 0, ∀ ε > 0. (4.14)Íåõàé ϕ ∈W 1

p (Ω) � öå ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
−div

(
U∗|∇ϕ|p−2∇ϕ

)
+ a0|ϕ|p−2ϕ = 0 â Ω,

ϕ̃ = −y∗ â D \ Ω.

}

Òîäi çà ëåìîþ 1, ìà¹ìî ϕ̃ε → ϕ̃ ñèëüíî â ◦

W 1
p (D). Îòæå,

∇ ϕ̃ε → ∇ ϕ̃ ñèëüíî â Ln
p(D),

‖ |∇ ϕ̃ε|p−2 ∇ϕ̃ε‖q
Ln

q (D) = ‖∇ ϕ̃ε‖p
Ln

p (D) → ‖∇ ϕ̃‖p
Ln

p (D) = ‖ |∇ ϕ̃|p−2 ∇ϕ̃‖q
Ln

q (D),

∇ ϕ̃ε(x) → ∇ ϕ̃(x) ì. ñ. â D,
ϕ̃ε → ϕ̃ ñèëüíî â Lp(D),

‖ |ϕ̃ε|p−2 ϕ̃ε‖q
Lq(D) = ‖ϕ̃ε‖p

Lp(D) → ‖ϕ̃‖p
Lp(D) = ‖ |ϕ̃|p−2 ϕ̃‖q

Lq(D),

ϕ̃ε(x) → ϕ̃(x) ì. ñ. â D.



Ï�Î ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÄÎ ÇÁÓ�ÅÍÜ ÎÁËÀÑÒI 33Îñêiëüêè çáiæíiñòü íîðì ðàçîì iç ïîòî÷êîâîþ çáiæíiñòþ äàþòü ñèëüíóçáiæíiñòü, îòðèìà¹ìî:
|∇ ϕ̃ε|p−2 ∇ϕ̃ε → |∇ ϕ̃|p−2 ∇ϕ̃ ñèëüíî â Ln

q (D),

|ϕ̃ε|p−2 ϕ̃ε → |ϕ̃|p−2 ϕ̃ ñèëüíî â Lq(D),

∇ (ϕ̃ε + y∗ − ỹε) → ∇ϕ̃ ñëàáêî â Ln
p (D) ( äèâ. (4.11)),

(ϕ̃ε + y∗ − ỹε) → ϕ̃ ñèëüíî â Lp(D),Îòæå, iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü (4.14) ìiñòèòü òiëüêè äîáóòêè ñëàáêî òà ñèëüíîçáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, i, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â (4.14) ïðè ε ïðÿìóþ÷îìóäî íóëÿ, îòðèìà¹ìî:
∫

D

(
U∗ |∇ ϕ̃|p−2 ∇ϕ̃,∇ϕ̃

)
Rn

dx+

∫

D
a0|ϕ̃|p dx = 0.Ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòi ìàòðèöi U∗ i a0, ç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹,ùî ϕ̃ = 0 ì.ñ. â D. À, çà îçíà÷åííÿì ϕ̃ = −y∗ â D \ Ω. Îòæå y∗ = 0 â

D \ Ω, i áàæàíà âëàñòèâiñòü îòðèìàíà: yU∗,Ω = y∗|Ω ∈
◦

W 1
p (Ω). Òâåðäæåííÿäîâåäåíå.Íàñëiäîê 1. Íåõàé {Uε ≡ U∗}ε>0 � ñòàëà ïîñëiäîâíiñòü, äå U∗ ∈ Usol �äîâiëüíå äîïóñòèìå êåðóâàííÿ. Íåõàé {yΩε,U∗ ∈

◦

W 1
p (Ωε)

}

ε>0

� âiäïîâiäíiðîçâ'ÿçêè (2.7)�(2.8). Òîäi, â óìîâàõ òâåðäæåííÿ 4, ìà¹ìî:
ỹΩε,U∗ → ỹΩ,U∗ ñèëüíî â ◦

W 1
p (D).Äîâåäåííÿ. ßê âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 4, äëÿ ïîñëiäîâíîñòi äîïóñòèìèõ ïàð

{(U∗, yΩε,U∗) ∈ ΞΩε}ε>0 iñíó¹ τ -ãðàíè÷íà ïàðà (U∗, y∗) òàêà, ùî y∗|Ω = yU∗, Ω.Ñëàáêà çáiæíiñòü äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 4. Çãiäíî ç óìî-âàìè íà êîå�iöi¹íòè ìàòðèöi U∗, ÿê åêâiâàëåíòíó íîðìó ïðîñòîðó ◦

W 1
p (D)ìîæíà âçÿòè òàêó:

|||y||| ◦

W 1
p (D)

=

(∫

D

(
U∗|∇y|p−2∇y,∇y

)
Rn dx+

∫

D
a0(x)|y|p dx

)1/pÄîñòàòíüî âñòàíîâèòè, ùî
|||ỹε||| ◦

W 1
p (D)

→ |||y∗||| ◦

W 1
p (D)

ïðè ε→ 0. (4.15)Ó ðiâíÿííÿõ (3.4) òà (2.7), çà ïðîáíi �óíêöi¨ âiçüìåìî y∗ i ỹε, âiäïîâiäíî.



34 Î. Ï. ÊÎ�ÓÒÏåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â (2.7), îòðèìà¹ìî:
lim
ε→0

(∫

D

(
Uε|∇ỹε|p−2∇ỹε,∇ỹε

)
Rn dx+

∫

D
a0|ỹε|p dx

)

= lim
ε→0

(∫

D

(
U∗|∇ỹε|p−2∇ỹε,∇ỹε

)
Rn dx+

∫

D
a0|ỹε|p dx

)

= lim
ε→0

(
|||ỹε||| ◦

W 1
p (D)

)p

= lim
ε→0

∫

D
f ỹε dx =

∫

D
fy∗ dx

=

∫

D

(
U∗|∇y∗|p−2∇y∗,∇y∗

)
Rn dx+

∫

D
a0|y∗|p dx =

=

(
|||y∗||| ◦

W 1
p (D)

)p

.Îòæå, (4.15), ðàçîì çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ â ◦

W 1
p (D) äà¹ ñèëüíó çáiæíiñòüðîçâ'ÿçêiâ. Îñêiëüêè yΩ,U∗ � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.1)�(2.3), à (U∗, y∗|Ω)íàëåæèòü ìíîæèíi ΞΩ, öå îçíà÷à¹, ùî y∗|Ω = yΩ,U∗ . Òàêèì ÷èíîì,

(U∗, ỹε) −→ (U∗, y∗) ñèëüíî â Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D).Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.Òåïåð ìîæåìî ñ�îðìóëþâàòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 5. Íåõàé Ω, {Ωε}ε>0 � âiäêðèòi ïiäìíîæèíè D. Íåõàé òàêîæ

ΞΩε ⊂ Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (Ωε) i ΞΩ ⊂ Ln×n

∞ (D)×
◦

W 1
p (Ω)¹ ìíîæèíàìè äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (2.6)�(2.8) òà (3.3)�(3.5), âiäïîâiäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî Ω ∈ Ww(D) i {Ωε}ε>0 ¹

Hc-äîïóñòèìèì çáóðåííÿì îáëàñòi Ω.Òîäi ïîñëiäîâíiñòü {ΞΩε}ε>0 çáiãà¹òüñÿ äî ΞΩ â ñåíñi Ìîñêî, à ñàìå, âè-êîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
(ΞM1) äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (U , y) ∈ ΞΩ, çíàéäåòüñÿ òàêà ïîñëiäîâíiñòü

{(Uε, yε) ∈ ΞΩε}ε>0òàêà, ùî Uε → U ñèëüíî â Ln×n
∞ (D) i ỹε → ỹ ñèëüíî â ◦

W 1
p (D);

(ΞM2) ÿêùî ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {εk}k∈N
çáiãà¹òüñÿ äî 0, à {(Uk, yk)}k∈N

�ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî
(Uk, yk) ∈ ΞΩεk

∀ k ∈ N, i
(Uk, ỹk)

τ−→ (U , ψ) â Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D),òî iñíó¹ �óíêöiÿ y ∈

◦

W 1
p (Ω) òàêà, ùî y = ψ|Ω i (U , y) ∈ ΞΩ.



Ï�Î ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÄÎ ÇÁÓ�ÅÍÜ ÎÁËÀÑÒI 35Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî âëàñòèâiñòü (ΞM2) ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîìòâåðäæåííÿ 4. Îòæå, çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè ëèøå âëàñòèâiñòü (ΞM1).Çà âèõiäíèìè ïðèïóùåííÿìè, ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïàð ΞΩ äëÿ çàäà÷i(3.3)�(3.5) íåïîðîæíÿ. Íåõàé (U , y) ∈ ΞΩ � ¨¨ äîâiëüíèé åëåìåíò. Ïîáóäó¹ìîïîñëiäîâíiñòü {(Uε, yε) ∈ ΞΩε}ε>0, ùî áóäå çàäîâîëüíÿòè âëàñòèâiñòü (ΞM1)òàêèì ÷èíîì: Uε = U ∀ ε > 0, a yε = yΩε,U � âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨çàäà÷i (2.7)�(2.8). Çàóâàæèìî, ùî òàêèé âèáið ìîæëèâèé, îñêiëüêè ìàòðèöÿ
U ¹ äîïóñòèìèì êåðóâàííÿì äëÿ çàäà÷i (2.6)�(2.8) ïðè êîæíîìó ε > 0. Òîäi,çãiäíî ç íàñëiäêîì 1, îòðèìà¹ìî

ỹΩε,U → ỹΩ,U ñèëüíî â ◦

W 1
p (D).Îñêiëüêè yΩ,U � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.4)�(3.5) à (U , y) ∈ ΞΩ, öå îçíà÷à¹,ùî y = yΩ,U ìîæíà çðîáèòè áàæàíèé âèñíîâîê:

(U , ỹε) −→ (U , ỹ) ñèëüíî â Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D).Òåîðåìó äîâåäåíî.5. Ïîíÿòòÿ Ìîñêî-ñòiéêîñòi äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãîêåðóâàííÿÂâåäåìî òàêå ïîíÿòòÿ:Îçíà÷åííÿ 6. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (2.1)�(2.3) ¹ Ìîñêî-ñòiéêîþ â Ln×n

∞ (D)×
◦

W 1
p (D) âiäíîñíî çáóðåííÿ {Ωε}ε>0 îáëàñòi

Ω, ÿêùî:(MS1) ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïàð ΞΩ äëÿ (2.1)�(2.3) ¹ ãðàíèöåþ â ñåíñi Ìîñêîïîñëiäîâíîñòi {ΞΩε}ε>0 ìíîæèí äîïóñòèìèõ ïàð çáóðåíèõ çàäà÷ (2.6)�(2.8);(MS2) ÿêùî {εk}k∈N
� ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî 0, a ïîñëiäîâ-íiñòü {(Uk, yk)}k∈N

¹ òàêîþ, ùî
(Uk, yk) ∈ ΞΩεk

∀ k ∈ N, i
(Uk, ỹk)

τ−→ (U , y) â Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D), äå (U , y|Ω) ∈ ΞΩ,òî lim infk→∞LΩεk

(Uk, yk) ≥ LΩ(U , y|Ω);(MS3) äëÿ êîæíî¨ ïàðè (U , y) ∈ ΞΩ, çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü
{(Uε, yε) ∈ ΞΩε}ε>0 òàêà, ùî Uε → U ñèëüíî â Ln×n

∞ (D), ỹε → ỹ ñèëüíî â
◦

W 1
p (D), i

lim sup
ε→0

LΩε(Uε, yε) ≤ LΩ(U , y).



36 Î. Ï. ÊÎ�ÓÒÒåîðåìà 6. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ çàäàíîãî çáóðåííÿ {Ωε}ε>0 îáëàñòi Ω, çà-äà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.3)�(3.5) ¹ Ìîñêî-ñòiéêîþ â ïðîñòîði
Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D).Íåõàé {(U0

ε , y
0
ε ) ∈ ΞΩε

}
ε>0

� öå ïîñëiäîâíiñòü îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âiä-ïîâiäíèõ çáóðåíèõ çàäà÷ (2.6)�(2.8). Òîäi öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹ âiäíîñíî τ -êîì-ïàêòíîþ â Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D) òà êîæíà ¨¨ τ -ãðàíè÷íà ïàðà ¹ îïòèìàëüíèìðîçâ'ÿçêîì âèõiäíî¨ çàäà÷i (3.3)�(3.5). Áiëüøå òîãî, ÿêùî

(U0
ε , ỹ

0
ε )

τ−→ (U0, y 0), (5.1)òî (U0, y 0
∣∣
Ω
) ∈ ΞΩ i

inf
(U , y)∈ΞΩ

LΩ(U , y) = LΩ(U0, y 0
∣∣
Ω
) = lim

ε→0
inf

(Uε,yε)∈ΞΩε

LΩε(Uε, yε). (5.2)Äîâåäåííÿ. ßê óæå íå ðàç íàãîëîøóâàëîñü, äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîïóñòè-ìèõ ïàð çáóðåíèõ çàäà÷ (2.6)�(2.8) ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ ó ïðîñòîði
Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D),à, îòæå, òå ñàìå òîðêà¹òüñÿ i ïîñëiäîâíîñòi îïòèìàëüíèõ ïàð

{
(U0

ε , y
0
ε ) ∈ ΞΩε

}
ε>0

.Îòæå, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äàíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ âiäíîñíî τ -êîìïàêò-íîþ â Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D), i ïðèïóñòèòè, ùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü

{
(U0

εk
, y 0

εk
)
}

k∈Ni ïàðà (U∗, y∗) òàêi, ùî (U0
εk
, ỹ 0

εk
)

τ−→ (U∗, y∗) ïðè k → ∞. Òîäi çà òåîðåìîþ 5(äèâ. âëàñòèâiñòü (ΞM2)), îòðèìà¹ìî (U∗, y∗|Ω) ∈ ΞΩ. À òîäi, çãiäíî ç óìîâîþ(MS2) îçíà÷åííÿ 6, ìà¹ìî:
lim inf
k→∞

min
(U , y)∈ΞΩεk

LΩεk
(U , y) = lim inf

k→∞
LΩεk

(U0
εk
, y 0

εk
) ≥

≥ LΩ(U∗, y∗|Ω) ≥ min
(U , y)∈ΞΩ

LΩ(U , y) = LΩ(Uopt, yopt). (5.3)Ç iíøîãî áîêó, óìîâà (MS3) ñòâåðäæó¹ iñíóâàííÿ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi{
(Ûε, ŷε) ∈ ΞΩε

}

ε>0
, ùî

(Ûε, ˜̂yε)
τ−→ (Uopt, ỹopt), i LΩ(Uopt, yopt) ≥ lim sup

ε→0
LΩε(Ûε, ŷε).Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé �àêò, ìà¹ìî

min
(U , y)∈ΞΩ

LΩ(U , y) = LΩ(Uopt, yopt) ≥ lim sup
ε→0

LΩε(Ûε, ŷε) ≥

≥ lim sup
ε→0

min
(U , y)∈ΞΩε

LΩε(U , y) ≥ lim sup
k→∞

min
(U , y)∈ΞΩεk

LΩεk
(U , y) =

= lim sup
k→∞

LΩεk
(U0

εk
, y 0

εk
). (5.4)



Ï�Î ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÄÎ ÇÁÓ�ÅÍÜ ÎÁËÀÑÒI 37Çâiäñè i ç (5.3), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
lim inf
k→∞

LΩεk
(U0

εk
, y 0

εk
) ≥ lim sup

k→∞
LΩεk

(U0
εk
, y 0

εk
).Òåïåð, îá'¹äíóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (5.3) òà (5.4), i ïåðåïèñóþ÷è ¨õ ó �îðìiðiâíîñòåé, îòðèìà¹ìî

LΩ(U∗, y∗|Ω) = LΩ(Uopt, yopt) = min
(U , y)∈ΞΩ

LΩ(U , y), (5.5)
LΩ(Uopt, yopt) = lim

k→∞
min

(U , y)∈ΞΩεk

LΩεk
(U , y). (5.6)Îñêiëüêè ðiâíîñòi (5.5)�(5.6) ñïðàâåäëèâi äëÿ êîæíî¨ τ -çáiæíî¨ ïiäïîñëiäîâ-íîñòi âèõiäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {(U0

ε , y
0
ε ) ∈ ΞΩε

}
ε>0

îïòèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ , ðî-áèìî âèñíîâîê, ùî ãðàíèöi â (5.5)�(5.6) ñïiâïàäàþòü, à îòæå, LΩ(Uopt, yopt) ¹ãðàíèöåþ âñi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ìiíiìàëüíèõ çíà÷åíü
{
LΩε(U0

ε , y
0
ε ) = inf

(U ,y)∈ΞΩε

LΩε(U , y)
}

ε>0

.Òåîðåìó äîâåäåíî.6. Äîñòàòíi óìîâè Ìîñêî-ñòiéêîñòiÍàñòóïíîþ ìåòîþ ¹ âèâåäåííÿ äîñòàòíiõ óìîâ äëÿ Ìîñêî-ñòiéêîñòi çàäà-÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.3)�(3.5). Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíèéðåçóëüòàò.Ëåìà 2. Íåõàé Ω � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà D. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâ-íiñòü {Ωε}ε>0 óòâîðþ¹ äåÿêå äîïóñòèìå çáóðåííÿ îáëàñòi Ω (â ñåíñi îçíà-÷åííÿ 5). Íåõàé {χΩε}ε>0 � öå ïîñëiäîâíiñòü âiäïîâiäíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ�óíêöié. Íåõàé χ∗ � ¨¨ ∗-ñëàáêà ãðàíèöÿ â L∞(D; [0, 1]). Òîäi
χΩ (1 − χ∗) = 0 ì. ñ. â D. (6.1)Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ �iêñîâàíîãî çáóðåííÿ {Ωε}ε>0 ìíîæèíè

Ω, ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, iñíó¹ �óíêöiÿ χ∗ òàêà, ùî χΩε çáiãà¹òüñÿ
∗-ñëàáêî äî χ∗ â L∞(D; [0, 1]).Íåõàé {yε ∈

◦

W 1
p (Ωε)

}

ε>0

� äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü, òàêà ùî ỹε ⇀ y∗ â ◦

W 1
p

(D) i y∗|Ω ∈
◦

W 1
p (Ω). Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4 òàêèé âèáið ¹ çàâæäè ìîæëèâèì.Òîäi

lim
ε→0

∫

D
ỹεϕdx =

∫

D
y∗ϕdx =

∫

D
χΩy

∗ϕdx ∀ϕ ∈ Lq(D).Ç iíøîãî áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è òîé �àêò, ùî ỹε → y∗ ñèëüíî â Lp(D), ìà¹ìî
lim
ε→0

∫

D
ỹεϕdx = lim

ε→0

∫

D
χΩε ỹεϕdx =

∫

D
χ∗y∗ϕdx =

=

∫

D
χ∗χΩy

∗ϕdx, ∀ϕ ∈ Lq(D)ÿê ãðàíèöÿ äîáóòêó ñèëüíî òà ∗-ñëàáêî çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Ëåìó äîâå-äåíî.



38 Î. Ï. ÊÎ�ÓÒÍàñòóïíà òåîðåìà òîðêàòèìåòüñÿ äîñòàòíiõ óìîâ Ìîñêî-ñòiéêîñòi êëàñóçàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.3)�(3.5).Òåîðåìà 7. Íåõàé Ω � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà D. Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçïîäi-ëåííÿ z∂ ∈ Lp(D) ó �óíêöiîíàëi ÿêîñòi (3.3) ¹ òàêèì, ùî
z∂(x) = z∂(x)χΩ(x) äëÿ ì. â. x ∈ D. (6.2)I íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ïðèíàéìíi îäíà ç óìîâ Ω ∈ Ww(D) i {Ωε}ε>0 ¹ Hc-äî-ïóñòèìèì çáóðåííÿì îáëàñòi Ω.Òîäi çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.3)�(3.5) ¹ Ìîñêî-ñòiéêîþ â ïðî-ñòîði Ln×n

∞ (D)×
◦

W 1
p (D).Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî ïóíêòè (MS1)�(MS3) îçíà÷åííÿ 6.Óìîâà (MS1) áóëà äîâåäåíà â òåîðåìi 5. Íåõàé {(Uk, yk)}k∈N

� ïîñëiäîâ-íiñòü, ùî çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi, îïèñàíi â ïóíêòi (MS2), i íåõàé (U , y) ¹ ¨¨
τ -ãðàíèöåþ. Òîäi |ỹk − z∂ |p → |y − z∂ |p ñèëüíî â L1(D), i

lim inf
k→∞

‖∇ỹk‖p
Lp(D) ≥ ‖∇y‖p

Lp(D),îñêiëüêè íîðìà ¹ íàïiâíåïåðåðâíîþ çíèçó �óíêöi¹þ âiäíîñíî ñëàáêî¨ çáiæíî-ñòi. Îòæå,
lim inf
k→∞

LΩεk
(Uk, yk) =

= lim inf
k→∞

(∫

D
χΩεk

|ỹk − z∂ |p dx+

∫

D
|∇ỹk|p dx

)
≥

≥
∫

D
χ∗|y − z∂ |p dx+

∫

D
|∇y|p dx =

= { çãiäíî (6.2) } =

∫

D
χΩχ

∗|y − z∂ |p dx+

∫

Ω
|∇y|p dx =

= { çãiäíî (6.1) } =

∫

Ω
|y − z∂ |p dx+

∫

Ω
|∇y|p dx = LΩ(U , y|Ω).Îòæå, ïóíêò (MS2) ïåðåâiðåíî. Çàëèøà¹òüñÿ çðîáèòè ïåðåâiðêó îñòàííüî¨óìîâè îçíà÷åííÿ 6. Îäíàê öå ëåãêî âèïëèâà¹ iç ñèëüíî¨ çáiæíîñòi (Uε, yε) →

(U , y) â Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D) òà âëàñòèâîñòåé (6.1)�(6.2). Ñïðàâäi, â öüîìó âè-ïàäêó ìà¹ìî:

lim sup
ε→0

LΩε(Uε, yε) = lim
ε→0

(∫

D
χΩε |ỹε − z∂ |p dx+

∫

D
|∇ỹε|p dx

)
=

=

∫

D
χ∗|y − z∂ |p dx+

∫

D
|∇y|p dx =

=

∫

D
χΩχ

∗|y − z∂ |p dx+

∫

Ω
|∇y|p dx =

=

∫

Ω
|y − z∂ |p dx+

∫

Ω
|∇y|p dx = LΩ(U , y|Ω).Òåîðåìó äîâåäåíî.



Ï�Î ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÄÎ ÇÁÓ�ÅÍÜ ÎÁËÀÑÒI 39Íàïðèêiíöi íàâåäåìî ùå îäíå òâåðäæåííÿ, ÿêå òîðêà¹òüñÿ âàðiàöiéíèõâëàñòèâîñòåé çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.3)�(3.5) ïðè Ìîñêî-ñòiéêèõçáóðåííÿõ.Òåîðåìà 8. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ âñi ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 6. Íå-õàé (U0, y 0) � îïòèìàëüíà ïàðà çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.3)�(3.5),à {(U0
ε , y

0
ε ) ∈ ΞΩε

}
ε>0

� ïîñëiäîâíiñòü îïòèìàëüíèõ ïàð äëÿ çàäà÷ (2.6)�(2.8) òàêà, ùî
(U0

ε , ỹ
0
ε )

τ−→ (U0, ỹ 0) â Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D). (6.3)Òîäi ç óìîâè (6.2) âèïëèâà¹, ùî

ỹ 0
ε → ỹ 0 ñèëüíî â ◦

W 1
p (D), (6.4)i

lim
ε→0

∫

Ωε

(
U 0

ε |∇y 0
ε |p−2∇y 0

ε ,∇y 0
ε

)
Rn dx =

=

∫

Ω

(
U 0|∇y 0|p−2∇y 0,∇y 0

)
Rn dx. (6.5)Äîâåäåííÿ. ßê âèïëèâà¹ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 7, äëÿ çàäàíîãî çáóðåííÿ îá-ëàñòi Ω çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.3)�(3.5) íà Ω ¹ Ìîñêî-ñòiéêîþ â

Ln×n
∞ (D)×

◦

W 1
p (D). Áiëüøå òîãî, çãiäíî ç òåîðåìîþ 6, äîâiëüíà ïîñëiäîâ-íiñòü îïòèìàëüíèõ ïàð çáóðåíèõ çàäà÷ (2.6)�(2.8) ¹ âiäíîñíî τ -êîìïàêòíîþâ Ln×n

∞ (D)×
◦

W 1
p (D) i êîæíà ¨¨ τ -ãðàíè÷íà òî÷êà ¹ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîìäëÿ âèõiäíî¨ çàäà÷ (3.3)�(3.5). Îòæå, ïðèïóùåííÿ (6.3) íå ¹ îáìåæëèâèì.Äëÿ äîâåäåííÿ (6.4), ñêîðèñòà¹ìîñü ñïiââiäíîøåííÿì (5.2). Òîäi

lim
ε→0

(∫

D
χΩε |ỹ 0

ε − z∂ |p dx+

∫

D
|∇ỹ 0

ε |p dx
)

=

=

∫

D
χΩ|ỹ 0 − z∂ |p dx+

∫

D
|∇ỹ 0|p dx. (6.6)Çà òåîðåìîþ âêëàäåííÿ Ñîáîë¹âà, ìà¹ìî ỹ 0

ε → ỹ 0 ñèëüíî â Lp(D). Çâiäñè,êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè (6.1)�(6.2), îòðèìà¹ìî:
lim
ε→0

∫

D
χΩε |ỹ 0

ε − z∂ |p dx =

∫

D
χ∗χΩ|ỹ 0 − z∂ |p dx =

=

∫

D
χΩ|ỹ 0 − z∂ |p dx. (6.7)Ïî¹äíóþ÷è öå ç (6.6), ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

lim
ε→0

∫

D
|∇ỹ 0

ε |p dx =

∫

D
|∇ỹ 0|p dx,
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W 1
p (D) äà¹ (6.4).Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè çáiæíiñòü åíåðãié (6.5). Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñüðiâíîñòÿìè (3.4) i (2.7), çàìiíèâøè òàì y íà y 0, òà yε íà y 0

ε , âiäïîâiäíî. Òîäiäëÿ âiäïîâiäíèõ iíòåãðàëüíèõ òîòîæíîñòåé âiçüìåìî çà ïðîáíi �óíêöi¨ ỹ 0 òà
ỹ 0

ε , âiäïîâiäíî. Â ðåçóëüòàòi ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó â (2.7) îòðèìà¹ìî:
lim
ε→0

(∫

D

(
U0

ε |∇ỹ 0
ε |p−2∇ỹ 0

ε ,∇ỹ 0
ε

)
Rn dx+

∫

D
a0|ỹ 0

ε |p dx
)

=

= lim
ε→0

∫

D
f ỹ 0

ε dx =

∫

D
f ỹ 0 dx =

=

∫

D

(
U0|∇ỹ 0|p−2∇ỹ 0,∇ỹ 0

)
Rn dx+

∫

D
a0|ỹ 0|p dx.Òåïåð çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè ñêîðèñòàòèñÿ ðiâíiñòþ

lim
ε→0

∫

D
a0|ỹ 0

ε |p dx =

∫

D
a0|ỹ 0|p dx(äèâ. (6.7)). Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.7. ÂèñíîâêèÓ ðîáîòi îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè íà çáóðåííÿ îáëàñòi, çà âèêîíàííÿÿêèõ ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ çáóðåíèõ çàäà÷ Ìîñêî-çáiãà¹òüñÿ â Ln×n

∞ (D)×
◦

W 1
p (D) äî ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨çàäà÷i. Àâòîðàìè ñ�îðìóëüîâàíå ïîíÿòòÿ Moñêo-ñòiéêîñòi çàäà÷i îïòèìàëü-íîãî êåðóâàííÿ i äîâåäåíî, ùî âiäíîñíî îáðàíîãî òèïó çáóðåíü îáëàñòi, ðîç-ãëÿíóòà ó ðîáîòi îïòèìiçàöiéíà çàäà÷à ¹ ñòiéêîþ.Áiáëiîãðà�i÷íi ïîñèëàííÿ1. Æèêîâ Â. Â. Óñðåäíåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ /Â. Â. Æèêîâ,Ñ. Ì. Êîçëîâ, Î. Ë. Îëåéíèê. � Ì. : Ôèçìàòëèò, 1993.2. Èâàíåíêî Â. È. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ðàñ-ïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè / Â. È. Èâàíåíêî, Â. Ñ. Ìåëüíèê. � Ê. : Íàóêîâàäóìêà, 1988. � 324ñ.3. Êàïóñòÿí Â.�. Ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü îäíîãî êëàñó çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿêîå�iöi¹íòàìè â ãîëîâíié ÷àñòèíi íåëiíiéíîãî åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà // Â. �.Êàïóñòÿí , Î. Ï. Êîãóò // Íåëiíiéíi êîëèâàííÿ. � 2009. � Ò.12. � � 1. � Ñ. 59� 72.4. Ìàð÷åíêî Â. À. Óñðåäíåííûå ìîäåëè ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä / Â. À. Ìàð÷åí-êî, Å. ß. Õðóñëîâ. � Ê.: Íàóêîâà äóìêà, 2005. � 550 ñ.5. Ball J.M., Mizel V.J. One-dimentional variational problems whose minimizers donot satisfy the Euler�Lagrange equation // Arh. Rational Meh. Anal. � 1985. �� 90. � p. 325�388.6. Buur D., Buttazzo G., Variational Methodth in Shape Optimization Problems //in Progress in Nonlinear Di�erential Equations and their Appliations. �Boston:Birkh�auser. � Vol. 65. � 2005.
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