
ISSN � 9125 0912. ÂIÑÍÈÊ ÄÍÓ. Ñåðiÿ "Ìîäåëþâàííÿ". � 8. 2009. Âèï. 1. C. 3�17Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿòà òåîði¨ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüÓÄÊ 519.6ÀÍÀËÈÇ ÒÅÍÄÅÍÖÈÉ �ÀÇÂÈÒÈß ÑÎÂ�ÅÌÅÍÍÎ�ÎÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î È ×ÈÑËÅÍÍÎ�ÎÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈßÄ. Â. Åâäîêèìîâ, À. À. Êî÷óáåé, Í. Â. ÏîëÿêîâÄíåïðîïåòðîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Îëåñÿ �îí÷àðà,Äíåïðîïåòðîâñê 49050. E-mail: devd�mail.ru�àññìîòðåíû íåêîòîðûå ïîñëåäíèå òåíäåíöèè ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî è÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îáóñëîâëåííûå êàê ñîâåðøåíñòâîâàíèåì ìàòåìàòè-÷åñêèõ ìîäåëåé è àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, òàê è áåñïðåöåäåíòíûì ðî-ñòîì ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Ïîêàçàíî, ÷òîèçó÷åíèå ñâîéñòâ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü íà ñïåöèàëü-íûõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ, èìåþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.Êëþ÷åâûå ñëîâà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ÷èñëåííûé ìåòîä, ÷èñëåííàÿ ìîäåëü.1. ÂâåäåíèåÍà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé íàáëþäàåòñÿ áåñïðåöå-äåíòíûé óñòîé÷èâûé ðîñò èíòåðåñà ê ìàòåìàòè÷åñêîìó è ÷èñëåííîìó ìîäå-ëèðîâàíèþ, ñòèìóëèðóåìûé íå ìåíåå áåñïðåöåäåíòíûì ðîñòîì âîçìîæíîñòåéâû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è åå ïîâñåìåñòíûì ðàñïðîñòðàíåíèåì. Âî ìíîãèõîáëàñòÿõ íàóêè, òåõíèêè è òåõíîëîãèè ðàññìàòðèâàåìûå ïîäõîäû ñòàëè äî-ìèíèðóþùèìè â íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ, à òàêæå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íîâûõòåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è îáîðóäîâàíèÿ. Êðîìå òîãî, óïðàâëåíèå ïðîèç-âîäñòâåííûìè ïðîöåññàìè âñå ÷àùå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ìàòåìàòè÷å-ñêèõ è ÷èñëåííûõ ìîäåëåé. È äàæå â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå óêàçàííûå ïîäõîäûåùå íå ñòîëü ïîïóëÿðíû, íàïðèìåð, â ãóìàíèòàðíûõ íàóêàõ, ïðîñëåæèâàåòñÿÿâíàÿ òåíäåíöèÿ ê ìàòåìàòèçàöèè ïîäõîäîâ. Êàê ðåçóëüòàò ðîñòà ïîïóëÿð-íîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííî âîçðîñëè èòðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê òî÷íîñòè è ý��åêòèâíîñòè ðàñ÷åòà. Î÷åâèäíî,÷òî îäíèì èç ïóòåé ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè è ý��åêòèâíîñòè ïðèêëàäíûõ ðàñ-÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèå ïðèìåíÿåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,îäíàêî ýòîò ïóòü ñâÿçàí, ïðåæäå âñåãî, ñ ðàçâèòèåì ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé,ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ äàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ìîäè�èêàöèÿ æå ñà-ìèõ ìîäåëåé õîòÿ è ìîæåò äàòü ñóùåñòâåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ý��åêò ïðèèñïîëüçîâàíèè ñî ñïåöèàëèçèðîâàííûìè àëãîðèòìàìè, íî ïðèìåíèìà â î÷åíüîãðàíè÷åííîì ÷èñëå ñëó÷àåâ. Äðóãèì, íå ìåíåå î÷åâèäíûì, ïóòåì ñîâåðøåí-ñòâîâàíèÿ ìåòîäèêè ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëü-íûõ àëãîðèòìîâ. Â ýòîì íàïðàâëåíèè â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ áûë äîñòèã-íóò ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ, âûðàçèâøèéñÿ â ïîÿâëåíèè çíà÷èòåëüíîãî ÷èñ-ëà êàê óíèâåðñàëüíûõ, òàê è ñïåöèàëèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ. Â íàñòîÿùåå© Ä. Â. Åâäîêèìîâ, À. À. Êî÷óáåé, Í. Â. Ïîëÿêîâ, 2009



4 Ä. Â. ÅÂÄÎÊÈÌÎÂ, À. À. ÊÎ×ÓÁÅÉ, Í. Â. ÏÎËßÊÎÂâðåìÿ ÷èñëî ïðèìåíÿåìûõ àëãîðèòìîâ óæå ñòîëü âåëèêî, ÷òî âíóòðè ÷èñëåí-íûõ ìåòîäîâ âîçíèêëà ÿâíî âûðàæåííàÿ ñïåöèàëèçàöèÿ, êîòîðàÿ ïðîäîëæàåòóãëóáëÿòüñÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè äîñòàòî÷íî îñòðî âñòàë âîïðîñ î "êðèòåðèÿõêà÷åñòâà" ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è, â êîíå÷-íîì èòîãå, ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, òðàäèöèîííûå"êðèòåðèè êà÷åñòâà" óæå íå îòâå÷àþò ñîâðåìåííûì òðåáîâàíèÿì. Äàííàÿ ðà-áîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäèê îöåíêè êà÷åñòâà ðàñ÷åòíûõ ñõåì íà îñíîâå÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.2. Âûáîð îáúåêòà èññëåäîâàíèÿÁîëüøîå ðàçíîîáðàçèå âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ïðèëîæå-íèÿõ, çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ â èõ �èçè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñóùíîñòè è,êàê ñëåäñòâèå, ãðîìàäíîå ðàçíîîáðàçèå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ äåëà-þò ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì ðàññìîòðåíèå óíèâåðñàëüíûõ êðèòåðèåâ îöåí-êè èõ ðåøåíèé. Ïîÿñíèì ýòó ìûñëü: äî ñèõ ïîð âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ åñòåñòâî-çíàíèÿ óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òàêîâ, ÷òî àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿîöåíî÷íûå ðàñ÷åòû, îòðàæàþùèå òîëüêî êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ìîäåëèðóå-ìîãî ïðîöåññà, â òî æå âðåìÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå â äðóãèõ îáëàñòÿõ,íàïðèìåð, â ðÿäå ðàçäåëîâ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, äîñòèãëî ïðåäåëà òî÷-íîñòè âû÷èñëåíèé êîìïüþòåðà. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îñòàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîíåÿñíûì õàðàêòåð íåëèíåéíîñòåé, îïðåäåëÿþùèõ ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ çàäà-÷è, íå âñåãäà óäàåòñÿ êîððåêòíî ó÷åñòü ìàëûå âîçäåéñòâèÿ íà èññëåäóåìûåñèñòåìû. Íàêîíåö, çà÷àñòóþ ïðèõîäèòñÿ ìîäåëèðîâàòü ÿâëåíèÿ, �èçè÷åñêàÿïðèðîäà, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êîòîðûõ íå ñîâñåì ÿñíû,íàïðèìåð, òóðáóëåíòíîñòü.3. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå âîïðîñàÊîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷å-ñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè,èñ÷èñëÿåòñÿ äåñÿòêàìè, åñëè íå ñîòíÿìè òûñÿ÷, è, áåçóñëîâíî, ñòîëü âåëè-êî, ÷òî íå îñòàâëÿåò àâòîðàì íàñòîÿùåé ðàáîòû íè ìàëåéøåé íàäåæäû ïðî-ñëåäèòü êàêèå-ëèáî òåíäåíöèè ïî ïóáëèêàöèÿì. Ëè÷íûå íàó÷íûå èíòåðåñûàâòîðîâ êàñàþòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ãèäðîäèíàìèêè èòåïëîìàññîîáìåíà, íî äàæå â ýòîé, íàìíîãî ìåíüøåé îáëàñòè, ãäå íåò ñòîëüñóùåñòâåííûõ ðàçëè÷èé â óðîâíå ðàáîò, ïðîñëåäèòü òåíäåíöèè ïî ïóáëèêàöè-ÿì ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíî, õîòÿ òàêèå ïîïûòêè äåëàëèñü â îáøèðíûõ è äîñòà-òî÷íî �óíäàìåíòàëüíûõ ìîíîãðà�èÿõ [1, 6, 8, 9℄, îêàçàâøèõ çàìåòíîå âëè-ÿíèå íà ðàçâèòèå óêàçàííîé îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, èíäóêòèâíûé ïîäõîäê àíàëèçó � îò ÷àñòíûõ òåíäåíöèé ê îáùèì � â äàííîì ñëó÷àå íàñòîëüêîçàòðóäíåí, ÷òî ïðèìåíåíèå åãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåöåëåñîîáðàçíûì. Àëüòåð-íàòèâíûé äåäóêòèâíûé ïîäõîä ê ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìå íå ñòîëü î÷åâè-äåí, íî òîëüêî îí äàåò âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòü çàêîíîìåðíîñòè ñîâðåìåííîãîýòàïà ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Òðàäèöèîííîäåäóêòèâíûé ïîäõîä ñâÿçûâàþò ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ,ïîýòîìó ïðèìåíåíèå åãî â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíååñòåñòâåííûì. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, äåäóêòèâíûé ïîäõîä èñïîëüçóþò äëÿ



ÒÅÍÄÅÍÖÈß �ÀÇÂÈÒÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß 5àíàëèçà ñâîéñòâ îïðåäåëåííîé ìîäåëè èëè àëãîðèòìà, â äàííîé æå ðàáîòåïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíèòü åãî äëÿ àíàëèçà òåíäåíöèé ðàçâèòèÿ îáëàñòè.Èñòîðè÷åñêè âîïðîñ îá ý��åêòèâíîñòè, èëè â áîëåå ãëîáàëüíîé �îðìó-ëèðîâêå, î "êà÷åñòâå"àëãîðèòìà âîçíèê äîâîëüíî äàâíî, åùå â íà÷àëå ýðûìàøèííûõ âû÷èñëåíèé, è â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî äîëãîãî âðåìåíè áûë êëþ-÷åâûì âîïðîñîì âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, ïîñêîëüêó äëÿ ìàëîìîùíûõêîìïüþòåðîâ òîãî âðåìåíè íåý��åêòèâíûå àëãîðèòìû áûëè íåïðèåìëåìûâîîáùå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðâûå äîñòàòî÷íî ïðîñòûå ÷èñëåííûå àëãî-ðèòìû áûëè òùàòåëüíî èññëåäîâàíû êàê òåîðåòè÷åñêè, òàê è ïóòåì ÷èñëåí-íîãî ýêñïåðèìåíòà. Ê ñîæàëåíèþ, â äàëüíåéøåì ñëîæíîñòü âû÷èñëèòåëüíûõàëãîðèòìîâ âîçðàñòàëà íàìíîãî áûñòðåå, ÷åì ðàçâèâàëèñü âîçìîæíîñòè èõòåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîýòîìó òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ý��åêòèâíîñòè àëãî-ðèòìîâ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå óòðàòèëè ñâîå çíà÷åíèå.Ïîÿñíèì ýòó ñèòóàöèþ. Äëÿ áîëüøèíñòâà àëãîðèòìîâ, äàæå äîñòàòî÷íîñëîæíûõ, îòíîñèòåëüíî ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó êîëè÷åñòâà àðè�ìåòè÷åñêèõîïåðàöèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðàñ÷åòå. Îäíàêî êîëè÷åñòâî àðè�ìåòè÷åñêèõîïåðàöèé îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ñ÷åòà, à äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ý��åêòèâíîñòèíåîáõîäèìî îöåíèòü åùå è ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé, èìåííî â ýòîì âîïðîñåè âîçíèêëè íàèáîëüøèå òðóäíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè,êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé "áëèçîñòè" äèñ-êðåòíîé (ðàñ÷åòíîé) è íåïðåðûâíîé ìîäåëåé, íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì �àê-òîðîì, îïðåäåëÿþùèì ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà, íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé âëèÿþòòàêæå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, ìíîãî÷èñëåííûå è òðóäíîó÷èòûâàåìûå ïîãðåø-íîñòè, âíîñèìûå íà ðàçíûõ ýòàïàõ àëãîðèòìà, è èõ âçàèìîäåéñòâèå, óñòîé÷è-âîñòü ðàñ÷åòíîé ñõåìû. Ïåðå÷èñëåííûå �àêòîðû ïëîõî ïîääàþòñÿ òåîðåòè-÷åñêîìó ó÷åòó, îñîáåííî äëÿ ñëîæíûõ àëãîðèòìîâ. Êðîìå òîãî, ïîãðåøíîñòüïðàêòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àë-ãîðèòìà, ÷òî ñîñòàâëÿåò îòäåëüíóþ è î÷åíü ñóùåñòâåííóþ ïðîáëåìó êàê äëÿ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê è äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè â öåëîì.Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêëà òåíäåíöèÿ ðàçäåëÿòü òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè àë-ãîðèòìà è åãî ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ, îòíîñÿ âîïðîñ îá ý��åêòèâ-íîñòè àëãîðèòìà ïðåèìóùåñòâåííî ê ïîñëåäíèì. Íàèáîëåå ïîëíî è ïîñëåäîâà-òåëüíî ýòà òî÷êà çðåíèÿ áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà â êíèãå Ä. Âàí Òàññåëà [5℄, ãäåâîïðîñ îá ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà áûë ðàññìîòðåí êàê ÷àñòü îáùåé ïðîáëå-ìû ý��åêòèâíîñòè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Ýòîò ïîäõîä ïðèíöèïèàëüíîîòëè÷àëñÿ îò êëàññè÷åñêîãî òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäà, äîìèíèðîâàâøåãî â òîâðåìÿ, ïîñêîëüêó îí óòâåðæäàë íåâîçìîæíîñòü íèêàêîé äðóãîé ðåàëèçàöèèàëãîðèòìà êðîìå êàê â ïðîãðàììíîì îáåñïå÷åíèè è ñâîäèë ý��åêòèâíîñòüàëãîðèòìà ê ñîñòàâíîé ÷àñòè ý��åêòèâíîñòè ïðîãðàììíîãî êîäà. Òî÷êà çðå-íèÿ Ä. Âàí Òàññåëà îòðàæàëà, ïðåæäå âñåãî, îïûò áîëüøîãî ÷èñëà ïðàê-òèêóþùèõ ïðîãðàììèñòîâ è íå áûëà ïðèíÿòà áîëüøèíñòâîì ìàòåìàòèêîâ,ðàáîòàþùèõ â îáëàñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Îäíàêî èìåííî ýòà òî÷êà çðåíèÿïðåäëàãàëà ïðîñòîé è ïîíÿòíûé âûõîä èç êðèçèñíîé ñèòóàöèè, âûçâàííîéóñëîæíåíèåì ðàñ÷åòíûõ àëãîðèòìîâ. Ìåòîäèêè òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàììíîãîîáåñïå÷åíèÿ, î êîòîðûõ ïèñàë Ä. Âàí Òàññåë, äîñòàòî÷íî ïðîñòû è î÷åâèäíû,ïîýòîìó èäåÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàìì ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíîñòèàëãîðèòìà ïðèîáðåëà áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü â ñðåäå ïðîãðàììèñòîâ. Ñïðà-



6 Ä. Â. ÅÂÄÎÊÈÌÎÂ, À. À. ÊÎ×ÓÁÅÉ, Í. Â. ÏÎËßÊÎÂâåäëèâîñòè ðàäè ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ý��åêòèâíîñòü ïðîãðàììû çàâèñèòíå òîëüêî îò ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà, íî è îò "êà÷åñòâà" ïðîãðàììíîé ðå-àëèçàöèè, òî åñòü, ý��åêòèâíîñòè ïðèìåíÿåìûõ àâòîðîì ïðîãðàììû òåõ èëèèíûõ ïðèåìîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Óæå âî âðåìåíà Ä. Âàí Òàññåëà áûëè èç-âåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû, êîãäà íåçíà÷èòåëüíûå ÷èñòî ïðîãðàììíûåóñîâåðøåíñòâîâàíèÿ, íå çàòðàãèâàþùèå àëãîðèòì, ïðèâîäèëè ê ðåçêîìó ñî-êðàùåíèþ âðåìåíè ñ÷åòà èëè çíà÷èòåëüíîìó ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè ðàñ÷åòà.Ýòî è áûëî îñíîâíûì âîçðàæåíèåì ïðîòèâ ïîäõîäà Ä. Âàí Òàññåëà. Äèñêóñ-ñèÿ î ðîëè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ äëÿ îöåíêè "êà-÷åñòâà" àëãîðèòìîâ, ìàòåìàòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ïðîäîëæàåòñÿ äîñèõ ïîð, è âîïðîñ î êîððåêòíîñòè òàêîãî ïîäõîäà åùå âåñüìà äàëåê îò îêîí-÷àòåëüíîãî ðàçðåøåíèÿ.Âòîðûì ïîâîðîòíûì ìîìåíòîì â ýâîëþöèè âçãëÿäîâ íà ìåòîäû èññëåäî-âàíèÿ àëãîðèòìîâ ñòàë âûõîä êíèãè [3℄, â êîòîðîé áûë ðàññìîòðåí âîïðîñ îáèñïîëüçîâàíèè â âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêå àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ðàñõî-äÿùèõñÿ ðàçëîæåíèÿõ â ðÿäû, èëè àëãîðèòìîâ, î ñõîäèìîñòè êîòîðûõ íè÷åãîíå èçâåñòíî. Îñíîâûâàÿñü íà äîñòàòî÷íî øèðîêîé è óñïåøíîé ïðàêòèêå ïðè-êëàäíûõ èíæåíåðíûõ è íàó÷íûõ ðàñ÷åòîâ, àâòîðû êíèãè [3℄ ñäåëàëè âûâîäî öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ â öåëîì ðÿäå ñëó÷àåâ,êîãäà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìîãóò áûòü óäîñòîâåðåíû òåì èëè èíûì ïóòåì.Òàêèì îáðàçîì, â êíèãå [3℄ âîïðîñ âíîâü ñâåëñÿ ê ìåòîäàì òåñòèðîâàíèÿ àë-ãîðèòìà.Âïîñëåäñòâèè áûëî ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ý��åêòèâíî-ñòè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, âåðè�èêàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, òåñòèðîâà-íèþ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì è, êîíå÷íî, òåîðåòè÷åñêîìó àíàëèçó àëãîðèòìîâ.Áîëåå òîãî, ïðàêòè÷åñêè â êàæäîé ðàáîòå, ïîñâÿùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîìó è÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ýòè âîïðîñû çàòðàãèâàþòñÿ â òîé èëè èíîé ìåðå.Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè îõâàòèòü â äàííîì êðàòêîì îáçîðå âñþ ìàññó óïîìÿíó-òûõ ïóáëèêàöèé, ñîøëåìñÿ íà ìîíîãðà�èè [2, 13, 14, 15℄, â êîòîðûõ ðàññìàò-ðèâàåìûå ïðîáëåìû àíàëèçèðóþòñÿ áîëåå ïîäðîáíî, íî, â öåëîì, ñëåäóåò îò-ìåòèòü, ÷òî ïðèíöèïèàëüíîãî ïðîãðåññà â äàííîì íàïðàâëåíèè ïîñëå âûõîäàêíèã [3, 5℄ íå íàáëþäàëîñü, õîòÿ áûëè ïðåäëîæåíû îòäåëüíûå âûñîêîý��åê-òèâíûå ïðèåìû è ìåòîäèêè, à ðÿä äðóãèõ ïîäõîäîâ ïîëó÷èë ñóùåñòâåííîåðàçâèòèå.4. Íåðåøåííûå çàäà÷è è öåëè íàñòîÿùåé ðàáîòûÊàê îòìå÷àëîñü âûøå, äîñòàòî÷íî ïîëíûé è ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèçëèòåðàòóðû, ïîñâÿùåííîé ïðîáëåìå ý��åêòèâíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãî-ðèòìîâ, â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæåí. Ïîýòîìó îãðà-íè÷èìñÿ àíàëèçîì îáùèõ òåíäåíöèé, ïðîÿâèâøèõñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé ìà-òåìàòèêå â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Êàê ìîæíî çàêëþ÷èòü èç âûøåèçëîæåííîãî,ñèòóàöèÿ â âîïðîñå îá ý��åêòèâíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ çàïóòàíàè ïðîòèâîðå÷èâà. Ñóùåñòâåííûì �àêòîðîì, âëèÿþùèì íà ðàññìàòðèâàåìóþîáëàñòü, ÿâëÿåòñÿ ñòðåìèòåëüíûé ðîñò âîçìîæíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíè-êè. Ñîãëàñíî çàêîíó Ìóðà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì óäâà-èâàåòñÿ êàæäûå 18 ìåñÿöåâ, à ðîñò âîçìîæíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàêåòîâ



ÒÅÍÄÅÍÖÈß �ÀÇÂÈÒÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß 7ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ïðîèñõîäèò åùå áûñòðåå âñëåäñòâèå ñîâåðøåíñòâîâà-íèÿ àëãîðèòìîâ, â íèõ èñïîëüçóåìûõ. Áëàãîäàðÿ ñòîëü áûñòðîìó ðîñòó âîç-íèêëî äàæå ìíåíèå î òîì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîáëåìà ý��åêòèâíîñòèâû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî àêòóàëüíîé.Ïîêàæåì îøèáî÷íîñòü ýòîé òî÷êè çðåíèÿ. Ñîãëàñíî çàêîíó Ìóðà ïðîèçâî-äèòåëüíîñòü âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè çà ïîñëåäíèå 15 ëåò âûðîñëà ïðèìåðíîâ 1000 ðàç. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íàèáîëåå ñëîæíûõ èç ñóùåñòâóþùèõ âû÷èñëè-òåëüíûõ çàäà÷ � ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷àõ � ìîæíî óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâîóçëîâ ñåòêè â 10 ðàç, òî åñòü íà ïîðÿäîê (åñëè 15 ëåò íàçàä â ðàñ÷åòàõ íàïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå "õîðîøåé"ñ÷èòàëàñü ñåòêà 50 50 50, à íà áîëååìîùíûõ ñèñòåìàõ îò 150 150 150 äî 200 200 200, òî ñåé÷àñ � äàííûå âçÿòûíà ñåðåäèíó 2008 ãîäà � ñåòêà 500 500 500 âïîëíå äîñòèæèìà íà ìîùíîìïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå, à íà ñèñòåìàõ áîëüøåé ìîùíîñòè ìîãóò èñïîëü-çîâàòüñÿ ñåòêè îò 1000 1000 1000 äî 2000 2000 2000). Ïîíÿòíî, ÷òî â çàäà÷àõ,ðåøàâøèõñÿ 15 è áîëåå ëåò íàçàä, ýòî óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíî-ñòåé ïîçâîëèëî äîñòèãíóòü áóêâàëüíî ïîðàçèòåëüíîãî ïðîãðåññà. Òàê ñåòêè,ïðèìåíÿâøèåñÿ 15 ëåò íàçàä, ïîçâîëÿëè áîëåå èëè ìåíåå òî÷íî ðàññ÷èòûâàòüý��åêòû ãåîìåòðè÷åñêîãî ìàñøòàáà ïîðÿäêà 0,1 ðàçìåðà îáëàñòè ðåøåíèÿ,à ñåòêè, ïðèìåíÿåìûå ñåé÷àñ, ïðåäîñòàâëÿþò àíàëîãè÷íóþ âîçìîæíîñòü äëÿý��åêòîâ ìàñøòàáà 0,01�0,005 ðàçìåðà îáëàñòè. Íî çà òå æå 15 ëåò ïîÿâè-ëèñü ïðèíöèïèàëüíî íîâûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàçâèòèåì ìèêðîýëåêòðîíè-êè, ìèêðîìåõàíèêè, ìèêðîáèîëîãèè è, íàêîíåö, íàíîòåõíîëîãèé, äëÿ êîòîðûõñîîòíîøåíèå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà èññëåäóåìûõ ý��åêòîâ ê õàðàêòåðíîìóðàçìåðó îáëàñòè íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå, ÷åì ëåãêî äîñòèæèìûå ñåé-÷àñ ìàñøòàáû 0,01�0,005.Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ çàäà÷ òðåáîâàíèÿ ê ïðîèçâîäèòåëü-íîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè òîëüêî âîçðîñëè, ïðè÷åì äîñòàòî÷íî ñóùåñò-âåííî, à âûâîä î òîì, ÷òî âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïðàêòè÷åñêèïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿþò ïîòðåáíîñòè â ðàñ÷åòàõ èëè áëèçêè ê òîìó, ñëåäóåòïðèçíàòü îïàñíîé èëëþçèåé. Ïðè÷èíàìè äàííîãî âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííîãîçàáëóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ: çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â êëàññè÷åñêèõ òåõíè÷åñêèõçàäà÷àõ, ñ�îðìóëèðîâàííûõ â 50�60-å ãîäû ïðîøëîãî âåêà, à òî è ðàíåå; íåèñ÷åðïàíèå, íî çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå ñïèñêà íåðåøåííûõ çàäà÷ ìàòåìà-òè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ; áûñòðûé ðîñò èíñòàëëÿöèîííîé áàçûâû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, ñäåëàâøèé åå î÷åíü äîñòóïíîé äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìàñ-ñîâûõ ðàñ÷åòîâ; ïðîãðåññ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, èñêëþ÷èòåëüíàÿ ïðî-ñòîòà è ëåãêîñòü ðàáîòû ñ íèì ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, ÷òî áûëî 15 è áîëåå ëåòíàçàä.Ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîáëåìà ý��åêòèâíî-ñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ðàâíî êàê è îáùàÿ ïðîáëåìà ý��åêòèâíîñòè ìàòå-ìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, åùå âåñüìà äàëåêè îò ñâîåãî ïîë-íîãî ðàçðåøåíèÿ, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ, äîñòèãíóòûé â ýòîéîáëàñòè. Áîëåå òîãî, ïðîáëåìà ýòà ïðîäîëæàåò îñòàâàòüñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé.Êîíå÷íî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåñêîëüêî èçìåíèëîñü ïîíÿòèå ý��åêòèâíîñòè�åñëè 15 è áîëåå ëåò íàçàä ïîä ý��åêòèâíîñòüþ àëãîðèòìà ïîíèìàëîñü, ïðåæ-äå âñåãî, ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ñ÷åòà ïðè ñêîëüêî-íèáóäü ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè,òî ñåé÷àñ ïîä ý��åêòèâíîñòüþ ïîäðàçóìåâàþò êîððåêòíîñòü è âûñîêóþ òî÷-



8 Ä. Â. ÅÂÄÎÊÈÌÎÂ, À. À. ÊÎ×ÓÁÅÉ, Í. Â. ÏÎËßÊÎÂíîñòü ðåçóëüòàòîâ, à âîïðîñ âðåìåíè óæå íå ñòîëü âàæåí.Íà çàðå ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîòðåá-íîñòè ïðàêòèêè âî ìíîãîì ñâîäèëè ïðîáëåìó ý��åêòèâíîñòè ÷èñëåííîãî ìî-äåëèðîâàíèÿ ê îáåñïå÷åíèþ àäåêâàòíîñòè ðàñ÷åòà, òî åñòü ñðàâíåíèþ ðåçóëü-òàòîâ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà. Âàæíîé òåíäåíöèåéâ ðàçâèòèè ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óæå íà ïðîòÿæå-íèè äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ÿâëåíèé, ýêñïåðè-ìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå êîòîðûõ íåâîçìîæíî â ñèëó òåõ èëè èíûõ ïðè÷èí.Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáóñëîâèëî ïîèñê êðèòåðèÿ àäåêâàòíîñòè ÷èñ-ëåííîãî ðåøåíèÿ, íå ñâÿçàííîãî ñ �èçè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì. Ñëåäóåò îòìå-òèòü, ÷òî ïðîãðåññ â äàííîì íàïðàâëåíèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòàâëÿåò æå-ëàòü ìíîãî áîëüøåãî. Õîòåëîñü áû îòìåòèòü åùå îäíó òåíäåíöèþ: ïðîãðåññìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ øåë íàìíîãîáûñòðåå ïðîãðåññà ìåòîäîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, â ðåçóëüòàòå÷åãî â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, íî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè óæå â ïîäàâëÿþ-ùåì áîëüøèíñòâå íàïðàâëåíèé íàóêè è òåõíèêè òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðàñ÷å-òà ïðåâûñèëà òî÷íîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Áîëåå òîãî, ñåé÷àñòèïè÷íîé ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñèòóàöèþ, êîãäà ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðàñ÷å-òà ìîæåò áûòü íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøåé, íåæåëè ïîãðåøíîñòü ñîîò-âåòñòâóþùåãî íàòóðíîãî èëè ëàáîðàòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Â ñèëó âûñêàçàí-íûõ ñîîáðàæåíèé èñïîëüçîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ êîíòðîëÿòî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåëåïûì, â êàêîé-òî ñòåïåíèïîñëåäíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü äëÿ îöåíêè àäåêâàòíîñòè ÷èñëåííîãîðåçóëüòàòà, äà è òî ñ èçâåñòíûìè îãîâîðêàìè.Âûøåïåðå÷èñëåííûå òðóäíîñòè, ïðîòèâîðå÷èÿ è ïðîáëåìû ñòèìóëèðîâà-ëè íàïèñàíèå íàñòîÿùåé ñòàòüè, î÷åâèäíîé öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âûäå-ëåíèå ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðå÷èñëåííûõ âûøå íåîäíîçíà÷íûõ òåíäåíöèé ðàç-âèòèÿ òàêîâûõ. Âïåðâûå àâòîðû îáðàòèëèñü ê ýòèì âîïðîñàì â ðàáîòå [12℄,åñòåñòâåííûì ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íàñòîÿùàÿ ñòà-òüÿ.5. Ïðîáëåìû àäåêâàòíîñòè, òî÷íîñòè è ý��åêòèâíîñòèðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ�àññìîòðèì òðàäèöèîííóþ ñõåìó ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ: "�èçè÷åñêîå ÿâëåíèå � �èçè÷åñêàÿ ìîäåëü � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-äåëü � ÷èñëåííûé ìåòîä � ÷èñëåííàÿ ìîäåëü � ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ-÷åòîâ" (ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, êàê ïðàâèëî, ýòà ñõåìàâ ëèòåðàòóðå ïðèâîäèòñÿ â óñå÷åííîì âèäå, íî ïðèâåäåííûé âàðèàíò âûäå-ëÿåò ðÿä îñîáåííîñòåé, âàæíûõ äëÿ àíàëèçà ïîãðåøíîñòåé). Â ëèòåðàòóðåîñíîâíîå âíèìàíèå ïðè àíàëèçå ïðèâåäåííîé ëîãè÷åñêîé ñõåìû ïî íåïîíÿò-íûì ïðè÷èíàì óäåëÿåòñÿ âîïðîñàì íååäèíñòâåííîñòè �èçè÷åñêèõ è, ñîîòâåò-ñòâåííî, ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëåíèé è âçàèìîîòíîøåíèé ìåæäó àëü-òåðíàòèâíûìè ìîäåëÿìè. Íå óìàëÿÿ ìåòîäîëîãè÷åñêîãî è îáùå�èëîñî�ñêîãîçíà÷åíèÿ óêàçàííîé ïðîáëåìû, àâòîðû íàñòîÿùåé ñòàòüè îòíþäü íå ñ÷èòàþòåå êëþ÷åâîé äëÿ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.



ÒÅÍÄÅÍÖÈß �ÀÇÂÈÒÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß 9Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, ïåðìàíåíòíûå òðåáîâàíèÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ-÷åòîâ, âîçíèêàþùèå â ñîâðåìåííûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ è ïðè ðàçðàáîò-êå íîâûõ òåõíîëîãèé, äåëàþò êëþ÷åâîé ïðîáëåìó âîçíèêíîâåíèÿ è íàêîï-ëåíèÿ ïîãðåøíîñòè â ðàìêàõ óêàçàííîé ñõåìû. Èìåííî ïîýòîìó ïðîâåäåíîðàçãðàíè÷åíèå ýòàïîâ "ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü � ÷èñëåííûé ìåòîä � ÷èñ-ëåííàÿ ìîäåëü � ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ" , âåäü êàæäûé èç ýòèõýòàïîâ èññëåäîâàíèÿ âíîñèò â ðåøåíèå ñïåöè�è÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü. Ïðåæäå÷åì ðàññìàòðèâàòü ãåíåðàöèþ ïîãðåøíîñòè â óêàçàííîé ñõåìå, ñëåäóåò ðàçðå-øèòü ñëåäóþùåå êëàññè�èêàöèîííîå ïðîòèâîðå÷èå: â ñõåìó ðàñ÷åòà íåèçáåæ-íî âõîäÿò ïîëó÷åííûå ýìïèðè÷åñêèì ïóòåì ïàðàìåòðû è çàâèñèìîñòè, îòðà-æàþùèå ñâîéñòâà ñðåäû (�èçè÷åñêèå, õèìè÷åñêèå, ãåîìåòðè÷åñêèå è ïðî÷èå),â êîòîðîé ïðîèñõîäèò èññëåäóåìûé ïðîöåññ. Çàáåãàÿ âïåðåä, óêàæåì, ÷òî çà-÷àñòóþ íà ñîâðåìåííîì ýòàïå èìåííî ýòè çàâèñèìîñòè îêàçûâàþòñÿ íàèáîëååñóùåñòâåííûì èñòî÷íèêîì ïîãðåøíîñòè, ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷àëîñü âûøå,ïîãðåøíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøè-ìè (à èíîãäà è íåäîïóñòèìî áîëüøèìè) ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîãðåøíîñòÿìè, âíî-ñèìûìè íà äðóãèõ ýòàïàõ èññëåäîâàíèÿ.Àâòîðû íàñòîÿùåé ðàáîòû ñ÷èòàþò ïðàâèëüíûì îòíåñòè îïðåäåëåíèå óïî-ìÿíóòûõ ïàðàìåòðîâ è �îðìèðîâàíèå óêàçàííûõ ýìïèðè÷åñêèõ çàâèñèìî-ñòåé ê ýòàïó �îðìèðîâàíèÿ �èçè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëåíèÿ, à íå ê ìàòåìàòè-÷åñêîé ìîäåëè, êàê ýòî èíîãäà äåëàåòñÿ. Ïðèâåäåííàÿ êëàññè�èêàöèÿ, îä-íàêî, íå ñíèìàåò îñòðîòû âîçíèêøåé ïðîáëåìû [12℄: îáùèå ìàòåìàòè÷åñêèåìîäåëè îòäåëüíûõ êëàññîâ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, â êîòîðûõ �èçè÷åñêèå ñâîé-ñòâà ñðåäû îòðàæåíû â âèäå �îðìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, íàìíîãî òî÷íåå, ÷åììàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èíäèâèäóàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé èç ýòèõ êëàñ-ñîâ, âêëþ÷àþùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû è çàâèñèìî-ñòè. Îòìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ, êàê ïðàâèëî, äëÿ îáùèõìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, �èçè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäÿòñÿ òîëüêî äëÿèíäèâèäóàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, à ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, âîîáùå ãîâîðÿ,ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû â îáîèõ ñëó÷àÿõ.Òàêèì îáðàçîì, òåçèñ î òîì, ÷òî òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà íå ìîæåòïðåâûøàòü òî÷íîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå âñåãäàïðàâèëüíûì. Çà÷àñòóþ ïðè ìîäåëèðîâàíèè èíäèâèäóàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ÿâ-ëåíèé âîçíèêàåò ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëüâêëþ÷àþò ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà, à çàòåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ àäåêâàòíîñòèè òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èõ ñðàâíèâàþò ñ òåì æå èëè àíà-ëîãè÷íûì ýêñïåðèìåíòîì. Î÷åâèäíî, ÷òî îáùàÿ ïîãðåøíîñòü òàêîãî ÷èñëåí-íîãî ðåçóëüòàòà îïðåäåëÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ïîãðåøíîñòüþ �èçè÷åñêîãîýêñïåðèìåíòà, à ëþáûå âûâîäû î òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà â ïðèñóòñòâèèêóäà êàê áîëåå çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòè �èçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåä-ñòàâëÿþòñÿ âåñüìà ñîìíèòåëüíûìè. Òî åñòü, â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü ìîæåòèäòè òîëüêî îá àäåêâàòíîñòè ïîäõîäà, íî íèêàê íå î åãî òî÷íîñòè.Ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè öåëåñîîáðàçíî òåñòèðîâàíèå÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ íà àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ. �åçóëüòàòû òàêîãî òåñòè-ðîâàíèÿ áîëåå èí�îðìàòèâíû, ïîçâîëÿþò ïðÿìî ñóäèòü î òî÷íîñòè ÷èñëåí-íîãî ïîäõîäà, íå òðåáóþò ðàçäåëåíèÿ íà ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èîáùóþ ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåçóëüòàòà. Òàêèì îáðàçîì, â ñõåìå "�èçè-



10 Ä. Â. ÅÂÄÎÊÈÌÎÂ, À. À. ÊÎ×ÓÁÅÉ, Í. Â. ÏÎËßÊÎÂ÷åñêîå ÿâëåíèå� �èçè÷åñêàÿ ìîäåëü� ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü� ÷èñëåííûéìåòîä� ÷èñëåííàÿ ìîäåëü� ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ" óäàåòñÿ âûäå-ëèòü ïîãðåøíîñòè, âîçíèêàþùèå íà âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèÿõ: ïîãðåø-íîñòü �èçè÷åñêîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî êàê ïîãðåøíîñòü, âíîñè-ìàÿ â ðåçóëüòàòå íåèçáåæíîãî óïðîùåíèÿ �èçè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, íî èêàê ïîãðåøíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ; ïîãðåøíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîéìîäåëè ïîíèìàåòñÿ â òðàäèöèîííîì ñìûñëå. Åñëè ïîãðåøíîñòü �èçè÷åñêîéìîäåëè, â ïðèíöèïå, ìîæåò áûòü îöåíåíà, òî ïîãðåøíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-äåëè ñ òðóäîì ïîääàåòñÿ �îðìàëèçàöèè. Äëÿ îöåíêè ïîñëåäíåé ìîæíî ðåêî-ìåíäîâàòü ëèøü ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé,êîíêðåòèçèðîâàííûõ äëÿ ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ �èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåí-òîâ, ñ ðåçóëüòàòàìè ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ÷òî, îäíàêî, âîçìîæíî ëèøü ïðèíàëè÷èè äîñòîâåðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè ñàìèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïîãðåøíî-ñòè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû â ñîîòâåòñòâóþùåéòåîðèè, ïîýòîìó íå áóäåì íà íèõ îñòàíàâëèâàòüñÿ ïîäðîáíî, îòìåòèì ëèøü,÷òî îáøèðíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðàêòèêà çàñòàâëÿåò ñ÷èòàòü òåîðåòè÷åñêèåîöåíêè áîëüøèíñòâà ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ íåäîñòàòî÷íî òî÷íûìè, îñîáåí-íî äëÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ñëîæíûõ çàäà÷, òðåáóþ-ùåì ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ íåñêîëüêèõ ðàçíîïëàíîâûõ àëãîðèòìîâ, òåî-ðåòè÷åñêèå îöåíêè òî÷íîñòè îòñóòñòâóþò ñîâñåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè èñ-ñëåäîâàíèè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ïóòåì ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåí-òà (ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåííîå âûøå òåñòèðîâàíèå íà ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõàíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü àêòóàëüíû,òî åñòü, èìåòü îïðåäåëåííûé �èçè÷åñêèé ñìûñë) ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî àë-ãîðèòìà ïîäìåíÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ ÷èñëåííîé (êîìïüþòåðíîé) ìîäåëè, êî-òîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ åùå è âû÷èñëèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ïðîãðàììíîé ðå-àëèçàöèè. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êîððåêòíîñòü òàêîãî ïîäõîäà ïîäâåðãàåòñÿîáîñíîâàííûì ñîìíåíèÿì íà ïðîòÿæåíèè óæå áîëåå 30 ëåò, ÷òî, âïðî÷åì, íåïðåïÿòñòâóåò åãî ïîïóëÿðíîñòè. Â çàùèòó äàííîãî ïîäõîäà ìîæíî âûñêàçàòüíåñêîëüêî àðãóìåíòîâ:1. Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîé ìîäåëè, îïðåäåëåííóþ â ÷èñëåííîì ýêñïåðè-ìåíòå, íèêàê íå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê àáñîëþòíóþ êîëè÷åñòâåí-íóþ ìåðó ïîãðåøíîñòè èñïîëüçîâàííîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà, à ìîæ-íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ëèøü äëÿ ñðàâíåíèÿ òî÷íîñòè è ý��åêòèâíîñòèàëãîðèòìîâ.2. ×èñëåííûé àëãîðèòì áåç ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûìàáñòðàêòíûì îáúåêòîì, â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ è ñëîæíûõñëó÷àåâ ïî÷òè íå ïîääàþùèìñÿ òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ, òî åñòüàëüòåðíàòèâû ÷èñëåííîìó ýêñïåðèìåíòó �àêòè÷åñêè íåò.3. Ñòàíäàðòèçàöèÿ è óíè�èêàöèÿ ïðèåìîâ ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììèðîâà-íèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòèãëè òàêîãî óðîâíÿ, ÷òî íå ïðèõîäèòñÿ îæè-äàòü ñêîëüêî-íèáóäü ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé â òî÷íîñòè èëè ý��åêòèâ-íîñòè ðàñ÷åòà â çàâèñèìîñòè îò ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè. Õîòÿ ïðèâå-äåííûå ñîîáðàæåíèÿ è íå ìîãóò ñëóæèòü äîêàçàòåëüñòâîì êîððåêòíîñòèîáñóæäàåìîãî ïîäõîäà, àâòîðàì íàñòîÿùåé ðàáîòû îíè êàæóòñÿ äîñòà-



ÒÅÍÄÅÍÖÈß �ÀÇÂÈÒÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß 11òî÷íî óáåäèòåëüíûìè.6. Äðóãèå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿÍàèáîëåå øèðîêî èçâåñòíîé è íàèáîëåå èññëåäóåìîé â íàñòîÿùåå âðåìÿÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà íåëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Òðàäèöèîííî âìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè âûäåëÿþò ñèëüíûå è ñëàáûå íåëèíåéíîñòè.Ïåðâûå ìîãóò ïðèâåñòè ê íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ïîÿâëåíèþ íåóñòîé÷è-âîñòåé è áè�óðêàöèé, à çàòåì è õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ èññëåäóåìîé ñèñòå-ìû, âîçíèêíîâåíèþ ðàçðûâîâ ðåøåíèÿ. Òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïðåîäîëåíèåìïåðå÷èñëåííûõ ïðîáëåì, îáùåèçâåñòíû, ïîýòîìó íå áóäåì íà íèõ îñòàíàâëè-âàòüñÿ ïîäðîáíî. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî âáëèçè íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé è òî-÷åê áè�óðêàöèè òàêèå ñèñòåìû ñòàíîâÿòñÿ âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíû ê ìàëûìâîçìóùåíèÿì, â òîì ÷èñëå è ê âîçìóùåíèÿì, âíîñèìûì ÷èñëåííûì àëãîðèò-ìîì, ïîýòîìó â ðÿäå ñëó÷àåâ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîáëåìà ñèëüíîé íåëèíåéíî-ñòè òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé êîððåêòíîãî ó÷åòà ìàëûõ âîçìóùåíèé, êîòîðàÿáóäåò ðàññìîòðåíà íèæå. Îäíàêî äàæå â ñëó÷àå, êîãäà íåëèíåéíîñòü íå ïðè-âîäèò ê ïåðå÷èñëåííûì âûøå ÿâëåíèÿì, îíà âñå ðàâíî ñóùåñòâåííî óäëèíÿåòïðîöåäóðó ðàñ÷åòà, à èíîãäà è ñíèæàåò åãî òî÷íîñòü.Äðóãîé âàæíîé ïðîáëåìîé, ÷àñòî ñâÿçàííîé ñ ïðîÿâëåíèåì ñèëüíîé íåëè-íåéíîñòè, ïðåäñòàâëÿþòñÿ çàäà÷è ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèç-âîäíîé. Òàêèå çàäà÷è åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ãèäðîàýðîäèíàìèêåáîëüøèõ ñêîðîñòåé. Ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïðèâîäèò êïîÿâëåíèþ ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ, òî åñòü òîíêèõ çîí ñ áîëüøèìè ïîïåðå÷íûìèãðàäèåíòàìè èñêîìûõ âåëè÷èí. Äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà � àäàïòèâíûå ñåòêèè ñåãìåíòàöèÿ îáëàñòè ðåøåíèÿ � ïîçâîëÿþò óñïåøíî ïðåîäîëåâàòü òðóäíî-ñòè, ñâÿçàííûå ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, îäíàêî îáàóêàçàííûõ ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ðåñóðñîåìêèìè, ïîýòîìó â íà-ñòîÿùåå âðåìÿ ïðîãðåññ â äàííîì íàïðàâëåíèè ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñâÿçàí ñðîñòîì âîçìîæíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.Ñîâðåìåííûå ÷èñëåííûå ïîäõîäû íå ïðåäóñìàòðèâàþò äëÿ àíàëèçà ñèëü-íûõ íåëèíåéíîñòåé ñïåöèàëüíûõ ñðåäñòâ. Â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè íåëè-íåéíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ëèíåàðèçîâàííîìó èëè íåëèíåéíîìó äèñêðåòíîìóàíàëîãó, îáëàäàþùåìó íåêîòîðûìè ñïåöè�è÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, è îñòàåòñÿòîëüêî íàäåÿòüñÿ, ÷òî "ïîâåäåíèå" äèñêðåòíîãî àíàëîãà áóäåò ñîîòâåòñòâî-âàòü "ïîâåäåíèþ" ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, â íåóñòîé÷èâîì ñîñòî-ÿíèè âáëèçè òî÷êè áè�óðêàöèè ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ìàëûìè,èíîãäà ñëó÷àéíûìè, èíîãäà ñèñòåìàòè÷åñêèìè �èçè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè.Îäíàêî âîçìóùåíèÿ, íåèçáåæíî âíîñèìûå ïîãðåøíîñòüþ ÷èñëåííîãî ðåøå-íèÿ, ìîãóò îêàçàòüñÿ ñðàâíèìûìè ïî âåëè÷èíå èëè äàæå áîëüøèìè, íåæå-ëè �èçè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïîâåäåíèå èññëåäóåìîé ñèñòåìû,à ïîñêîëüêó ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çà÷àñòóþ èìååò ñèñòåìàòè÷å-ñêèé õàðàêòåð, òî âåñüìà âûñîêà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ íåäîñòîâåðíûõ ðå-çóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ íåóñòîé÷èâîé ñèñòåìû âáëèçè òî÷êè áè-�óðêàöèè.



12 Ä. Â. ÅÂÄÎÊÈÌÎÂ, À. À. ÊÎ×ÓÁÅÉ, Í. Â. ÏÎËßÊÎÂÂ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîìåõàíèêå è âû÷èñëèòåëüíîì òåïëîìàññîîáìåíå÷èñëåííûå àëãîðèòìû, ïðèìåíÿåìûå ïðè ðåøåíèè ñèëüíî íåëèíåéíûõ çàäà÷,ïðîøëè "åñòåñòâåííûé îòáîð" , è àëãîðèòìû, äàþùèå íåàäåêâàòíûå ðåçóëü-òàòû, áûëè ïðîñòî îòáðîøåíû. �àñøèðåíèå ñïåêòðà ñèëüíûõ íåëèíåéíîñòåéâ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, ïðîèñõîäÿùåå â íàñòîÿùåå âðåìÿ, è ñæàòûå âðåìåí-íûå ðàìêè áîëüøèíñòâà èññëåäîâàíèé íå äàþò âîçìîæíîñòè ïðîâîäèòü "åñòå-ñòâåííûé îòáîð" àëãîðèòìîâ äëÿ äðóãèõ íàïðàâëåíèé. Ïîýòîìó àâòîðàìè íà-ñòîÿùåé ðàáîòû ïðåäëîæåí àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä. Ïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ ðàçíûõ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû-ìè è ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, àâòîðû óòâåðæäàþò, ÷òî,åñëè ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñèëüíî íåëèíåéíîé çàäà÷è ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè÷èñëåííûìè ìåòîäàìè (íàïðèìåð, ìåòîäàìè êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, êîíå÷íûõýëåìåíòîâ è ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ) ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ñïåöèàëüíî âû-áðàííîé äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè÷èíû, òî ýòî ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò ñòåïåíüäîñòîâåðíîñòè òàêèõ ðåçóëüòàòîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû òàêèõ ðàñ-÷åòîâ ïðåäñòàâëÿþò øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ àíàëèçà è êàëèáðîâêè ðàñ÷åò-íûõ ñõåì. Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ î÷åâèäíîñòü ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ,âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî íå òîëüêî íå ïðîèñõîäèò ìàññîâî-ãî äóáëèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ àëüòåðíàòèâíûìè ÷èñëåííûìèìåòîäàìè, íî äàæå òðóäíî íàéòè ïðèìåðû òàêîãî ïîäõîäà â îòäåëüíûõ åäè-íè÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ. Ïðè÷èíû ýòîé ñèòóàöèè ñîâåðøåííî î÷åâèäíû � ðàç-ðàáîòêà è ïîääåðæàíèå íåñêîëüêèõ àëüòåðíàòèâíûõ êîìïëåêñîâ ïðèêëàäíûõïðîãðàìì ñëèøêîì òðóäîåìêè è äîðîãîñòîÿùè. Òåì íå ìåíåå, àâòîðû óáåæäå-íû, ÷òî áåç øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ïîäõîäà ñóùåñòâåííîãî ïðîãðåññà ââîïðîñàõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèëüíî íåëèíåéíûõ çàäà÷ äîñòèãíóòî íå áóäåò.Ñëàáûå íåëèíåéíîñòè íå ïðåäñòàâëÿþò òàêèõ ïîòåíöèàëüíûõ óãðîç äëÿ÷èñëåííîãî àíàëèçà, êàê èõ ñèëüíûå àíàëîãè, îäíàêî òðàäèöèîííî â âû÷èñëè-òåëüíîé ïðàêòèêå ñî ñëàáûìè íåëèíåéíîñòÿìè ñâÿçàíû íåÿâíûå è íå âñåãäàäîñòàòî÷íî êîððåêòíûå ëèíåàðèçàöèè, ïðîñëåäèòü âëèÿíèå êîòîðûõ â ñëîæ-íîì âû÷èñëèòåëüíîì ïðîöåññå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ñ äðóãîé ñòî-ðîíû, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñëàáûå íåëèíåéíîñòè ñâÿçàíû ñ ýêñïåðèìåí-òàëüíî îïðåäåëÿåìûìè ñâîéñòâàìè ñðåäû, òî åñòü, ïîòåíöèàëüíî ÿâëÿþòñÿèñòî÷íèêàìè âåñüìà çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, âíîñèìîé â ðàñ÷åòíóþ ñõå-ìó èçâíå. Ïîñêîëüêó îäíèì èç ìàãèñòðàëüíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ áîëü-øèíñòâà îòðàñëåé íàóêè íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ äâóõ ñòîëåòèé ÿâëÿåòñÿóòî÷íåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûõ õàðàêòåðèñòèê, ïðîáëåìó ñëàáûõíåëèíåéíîñòåé è îñîáåííî ñâÿçàííûõ ñ íèìè îáðàòíûõ çàäà÷ ñëåäóåò ñ÷è-òàòü �óíäàìåíòàëüíîé ïðîáëåìîé ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåí-íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ïðîáëåìå ñëàáûõíåëèíåéíîñòåé äîëæíîãî âíèìàíèÿ íå óäåëÿëîñü. Â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíåïðîáëåìà ñëàáûõ íåëèíåéíîñòåé ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé êîððåêòíîãî ðàñ÷åòàìàëûõ âîçìóùåíèé, î êîòîðîé áóäåò ñêàçàíî íèæå.Òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ó÷åòå ìàëûõ âîçìóùåíèé è ðàñ÷åòå ý��åê-òîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëå-äóþùóþ êëþ÷åâóþ ïðîáëåìó ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîáëåìà ýòà îáùåèçâåñòíà íà ïðîòÿæåíèèïðàêòè÷åñêè âñåé èñòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îä-



ÒÅÍÄÅÍÖÈß �ÀÇÂÈÒÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß 13íàêî îñîáîãî âíèìàíèÿ îíà íå ïðèâëåêàëà, ïîñêîëüêó ìàëûå âîçìóùåíèÿ ìà-ëî âëèÿþò íà èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè èññëåäóåìîé ñèñòåìû, çà èñêëþ-÷åíèåì íåñêîëüêèõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåííûõ ìàëûõâîçäåéñòâèé. Èçìåíåíèþ ñèòóàöèè ñïîñîáñòâîâàëè òðè òåíäåíöèè, ïðîÿâèâ-øèåñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ:1) ðåçêîå óæåñòî÷åíèå òðåáîâàíèé ê ñëîæíîñòè ðàñ÷åòîâ, çàñòàâëÿþùååó÷èòûâàòü âñå áîëåå ìàëûå ý��åêòû;2) ðàçâèòèå ìèêðîýëåêòðîíèêè, ìèêðîáèîëîãèè è ìèêðîìåõàíèêè, à çàòåìè íàíîòåõíîëîãèé, äëÿ êîòîðûõ ìàëûå è ëîêàëèçîâàííûå ý��åêòû ÿâ-ëÿþòñÿ îñíîâíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ;3) èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ñèñòåì âáëèçè òî÷êè áè�óðêà-öèè.Â ñîâðåìåííîì ìàòåìàòè÷åñêîì è ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äàæå ñ�îð-ìèðîâàëîñü îòäåëüíîå íàïðàâëåíèå, íàçûâàåìîå òåîðèåé ìíîãîìàñøòàáíûõçàäà÷ (multisale problems), î÷åâèäíûì îáðàçîì ñâÿçàííîå ñ ðàññìàòðèâàå-ìîé ïðîáëåìîé è ÿâëÿþùååñÿ, ïî íåêîòîðûì îöåíêàì, íàèáîëåå áûñòðîðàç-âèâàþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì â äàííîé îáëàñòè íàóêè. Âûøå óæå óïîìèíàëèñüñâÿçè ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû ñ äðóãèìè ïðîáëåìàìè ðàçâèòèÿ ìàòåìà-òè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå îñíîâíàÿòðóäíîñòü ïðè ðàñ÷åòå ìàëûõ è ëîêàëèçîâàííûõ ý��åêòîâ çàêëþ÷àåòñÿ âòîì, ÷òî ÷èñëåííûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà äèñêðåòèçàöèè îáëàñòè ðåøåíèÿ,� ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ � ïðèíöèïèàëüíî íåäîïóñêàþò ðàñ÷åòà ý��åêòîâ ïîäñåòî÷íîãî ìàñøòàáà (ìàñøòàáà, ìåíüøåãî,÷åì ðàçìåðû ðàçíîñòíûõ ÿ÷ååê èëè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ), à ñêîëüêî-íèáóäüïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü ðàñ÷åòà îáåñïå÷èâàþò äëÿ îáúåêòîâ, êàê ìèíèìóì, âïÿòü ðàç áîëüøèõ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ äèñêðåòèçàöèè.Àâòîðû íàñòîÿùåé ðàáîòû âèäÿò ïóòè ðàçðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû âèñïîëüçîâàíèè âû÷èñëèòåëüíîé òåîðèè ïîòåíöèàëà [10, 11, 12℄, à òàêæå â ïî-ñòðîåíèè ñïåöèàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé [4, 7℄. Äåéñòâèòåëüíî, â[10, 11℄ ïîêàçàíî, ÷òî â âû÷èñëèòåëüíîé òåîðèè ïîòåíöèàëà, îñíîâàííîé íàèíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ðåøåíèé, ïîíÿòèÿ ïîäñåòî÷íîãî ìàñøòàáà íåâîçíèêàåò âîâñå, îäíàêî äëÿ ý��åêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìûõêëàññîâ àëãîðèòìû óêàçàííîé òåîðèè íóæäàþòñÿ â äîïîëíèòåëüíîé ðàçðà-áîòêå. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è îá èñïîëüçîâàíèè ñïåöèàëüíûõ àñèìï-òîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåííûõ ìàëûõ âîçäåéñòâèé, êîòî-ðûå, íàïðèìåð, èìåþò ìåñòî â ãèäðîäèíàìèêå ìíîãî�àçíûõ ñðåä, â ñîâðåìåí-íîé òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îòäàþò ïðåäïî÷òå-íèå ìåòîäàì ãîìîãåíèçàöèè. Íå îñïàðèâàÿ ïîëåçíîñòü è ý��åêòèâíîñòü òà-êîãî ïîäõîäà, àâòîðû õîòåëè áû îòìåòèòü áîëüøóþ ïåðñïåêòèâíîñòü ïðÿìûõ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, îñíîâàííûõ íà óæå óïîìèíàâøèõñÿ ìåòîäàõ âû÷èñëè-òåëüíîé òåîðèè ïîòåíöèàëà [10, 11℄.Íàêîíåö, ê ïîñëåäíåé èç ðàññìîòðåííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîáëåì õî-òåëîñü áû îòíåñòè ìíîãî÷èñëåííûå ñèñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè, êîòîðûå â ñî-âðåìåííûõ óñëîâèÿõ òðåáóþò èíòåíñèâíîãî èññëåäîâàíèÿ è, åñëè íå óñòðàíå-íèÿ, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, çíà÷èòåëüíîãî óìåíüøåíèÿ. Ê ïîäîáíûì îøèáêàì



14 Ä. Â. ÅÂÄÎÊÈÌÎÂ, À. À. ÊÎ×ÓÁÅÉ, Í. Â. ÏÎËßÊÎÂñëåäóåò îòíåñòè: èçëèøíèå óïðîùåíèÿ çàâèñèìîñòåé, îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâàñðåäû è äðóãèå �èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû (î ÷åì óæå ãîâîðèëîñü â ñâÿçè ñîñëàáûìè íåëèíåéíîñòÿìè), ñíåñåíèå íà êîíå÷íîå ðàññòîÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëî-âèé â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå, ÷òî ðåãóëÿðíî èìååò ìåñòî ïðè ðåøåíèèâíåøíèõ çàäà÷, ñõåìàòèçàöèþ �îðìû îáëàñòè ðåøåíèÿ, ïðåíåáðåæåíèå îòíî-ñèòåëüíî ìàëûìè âëèÿíèÿìè óäàëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè îáúåê-òîâ è ïðîöåññîâ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êîíå÷íîé öåëüþ âñåõ ïåðå÷èñëåí-íûõ óïðîùåíèé ÿâëÿåòñÿ îáëåã÷åíèå ïðîöåäóðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, íî ïðî-èçâîäÿòñÿ îíè íà óðîâíå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøåèñòî÷íèêè ïîãðåøíîñòè íîñÿò ÿâíî âûðàæåííûé ñèñòåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð,ñëåäîâàòåëüíî, ãåíåðèðóåìûå èìè îøèáêè èìåþò òåíäåíöèþ ê íàêîïëåíèþ.Êàê è ìíîãèå èç îáñóæäàâøèõñÿ âûøå, óêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà â òå÷åíèåäîëãîãî âðåìåíè ñ÷èòàëèñü "íåñóùåñòâåííûìè" , è òîëüêî ïîñëåäíåå ðåçêîåóæåñòî÷åíèå òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ çàñòàâèëî âñåðüåçîáðàòèòü íà íèõ âíèìàíèå. Ïî òîé æå ïðè÷èíå, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíîåêîëè÷åñòâî îòäåëüíûõ, ðàçðîçíåííûõ èññëåäîâàíèé, óïîìèíàíèÿ î êîòîðûõìîæíî íàéòè â êíèãàõ [1, 6, 8, 9℄, äàííàÿ ïðîáëåìà áûëà âïåðâûå ñ�îðìóëè-ðîâàíà â îáùåì âèäå òîëüêî â ðàáîòå [12℄. Â òîé æå ðàáîòå àâòîðû óêàçàëè íàïðèìåíåíèå âû÷èñëèòåëüíîé òåîðèè ïîòåíöèàëà êàê îñíîâíîé ïóòü ïðåîäî-ëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òðóäíîñòåé, îäíàêî ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûìïðîâåäåíèå öåëîãî ðÿäà òåîðåòè÷åñêèõ è ìåòîäîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, âòîì ÷èñëå è ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòåïå-íè âëèÿíèÿ óêàçàííûõ �àêòîðîâ íà îáùóþ òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ è îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ïóòåé ïðåîäîëåíèÿ íåãà-òèâíûõ ý��åêòîâ ýòîãî âëèÿíèÿ.Ïðèâåäåííûé ïåðå÷åíü ïðîáëåì ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ îòíþäü íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó è óíèâåðñàëüíîñòü, à ïðè-çâàí óêàçàòü ïóòè ðàçâèòèÿ äàííîé îòðàñëè íàóêè â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì îò"ýêñòåíñèâíîãî" ðàçâèòèÿ (êîãäà ðàçâèòèå ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ðàñøèðåíèÿïîëÿ ïðèìåíåíèÿ äèñöèïëèíû, óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è�îðìóëèðóåìûõ â èõ ðàìêàõ çàäà÷) ê "èíòåíñèâíîìó" ðàçâèòèþ, ïðåäïîëà-ãàþùåìó, â ïåðâóþ î÷åðåäü, óñîâåðøåíñòâîâàíèå ñóùåñòâóþùèõ ìàòåìàòè-÷åñêèõ ìîäåëåé è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.7. Êîíöåïöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëèÍåñìîòðÿ íà ñäåëàííûé âûâîä î ïðåîáëàäàþùåì çíà÷åíèè ñîâåðøåíñòâî-âàíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ, äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñ-ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, áåçóñëîâíî, íåâîçìîæíî áåç ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ìàòå-ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëîæíûõ ñèñòåì, ïëîõî ïîääàþùèõñÿ èññëåäîâàíèþ âíàñòîÿùåå âðåìÿ. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ñóùåñòâåííûì �àêòîðîì ÿâëÿþòñÿ íåÿñ-íîñòü èëè íåçàâåðøåííîñòü �èçè÷åñêîé ìîäåëè, êîãäà íåêîòîðûå äàííûå èïàðàìåòðû ëèáî îêàçûâàþòñÿ ãèïîòåòè÷åñêèìè, ëèáî çàäàíû íåñêîëüêèìèàëüòåðíàòèâíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, ëèáî âîîáùå íåèçâåñòíû. Òî åñòü ðå÷üèäåò î ñèñòåìå, íàõîäÿùåéñÿ â ñòàäèè íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ. Â îáû÷íûõíàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ äëÿ óòî÷íåíèÿ �èçè÷åñêîé ìîäåëè ïðîâîäÿòñÿ íà-áëþäåíèÿ, íàòóðíûå è ëàáîðàòîðíûå ýêñïåðèìåíòû, íî äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì,



ÒÅÍÄÅÍÖÈß �ÀÇÂÈÒÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß 15à îñîáåííî ñèñòåì óíèêàëüíûõ, íàïðèìåð, çåìíîé àòìîñ�åðû, êîñìè÷åñêèõîáúåêòîâ è òîìó ïîäîáíûõ, òàêîé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Äëÿòàêèõ ñèñòåì ìîæíî îñóùåñòâèòü èñêîìîå óòî÷íåíèå ïóòåì ðåøåíèÿ íåêî-òîðûõ îáðàòíûõ çàäà÷ èëè ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé è èçìåðåíèéñ ïðåäñêàçàííûìè íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ àëüòåðíàòèâíûõìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ âûõîäèòçà ðàìêè ïðèâåäåííîé âûøå ñõåìû "�èçè÷åñêîå ÿâëåíèå � �èçè÷åñêàÿ ìî-äåëü � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü � ÷èñëåííûé ìåòîä � ÷èñëåííàÿ ìîäåëü � ðå-çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ" . Ïîýòîìó àâòîðàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðåä-ëîæåíà êîíöåïöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè, êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò â ñåáå íàáîðàëüòåðíàòèâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì �èçè÷å-ñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì, ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ (æå-ëàòåëüíî íåñêîëüêèõ) ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷, îöè�ðîâàííûå ðå-çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü îáåñïå-÷èâàåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ýëåìåíòàìè ñ èñïîëüçî-âàíèåì ñðåäñòâ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, à òàêæå îáåñïå÷èâàåò èíòåð�åéñäëÿ âíåñåíèÿ äàííûõ íîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ è íàáëþäåíèé. Âû÷èñëèòåëüíàÿìîäåëü äîëæíà îáåñïå÷èâàòü óòî÷íåíèå �èçè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-äåëåé íà îñíîâå ïîñòóïàþùèõ äàííûõ, òî åñòü îáåñïå÷èâàòü ðàçâèòèå ñèñòå-ìû. Êîíå÷íî, âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åì ðàñïðîñòðàíåí-íûå ñåé÷àñ ÷èñëåííûå ìîäåëè, è òðåáóåò íàìíîãî áîëüøèõ êîìïüþòåðíûõðåñóðñîâ, îäíàêî âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì èí-ñòðóìåíòîì àâòîìàòèçàöèè íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ è ïðàêòè÷åñêè íå èìååòàëüòåðíàòèâû ïðè àíàëèçå ñëîæíûõ ñèñòåì.8. Âûâîäû�åçêîå óñèëåíèå òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî è÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîâñåìåñòíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ÷èñëåííîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ â ïðàêòèêå èíæåíåðíûõ è íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïîÿâëåíèå íà-ñòîÿòåëüíîé íåîáõîäèìîñòè â ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ ñèñòåì ñóùåñòâåííîèçìåíèëè ïàðàäèãìó ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-íèÿ. Âûâîä î ïåðåõîäå ê "èíòåíñèâíîìó" ðàçâèòèþ â ñîâðåìåííîì ìàòåìàòè-÷åñêîì è ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè óæå áûë ñäåëàí âûøå. Òàêæå âûøå áûëñäåëàí âûâîä î íåîáõîäèìîñòè ïåðåõîäà îò ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìî-äåëèðîâàíèÿ ê âû÷èñëèòåëüíûì ìîäåëÿì. Â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ öåëåéðàçâèòèÿ äèñöèïëèíû íåîáõîäèìî ïðîâåäåíèå îáøèðíûõ ìåòîäîëîãè÷åñêèõèññëåäîâàíèé, êîòîðûå îáåñïå÷èëè áû âûðàáîòêó ý��åêòèâíûõ êðèòåðèåâîïðåäåëåíèÿ äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ. Ïåðå÷èñëåííûå ïðîáëåìû ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííî-ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîëü òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, ÷òî áûëî áû íåâåðíûìîæèäàòü óñïåõà â ðåøåíèè îäíîé èç ýòèõ ïðîáëåì áåç îáùåãî ïðîãðåññà âðåøåíèè îñòàëüíûõ.Âàæíûì ïðèíöèïèàëüíûì âûâîäîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ çàêëþ-÷åíèå î ïðåâàëèðóþùåé ðîëè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà â ðàçâèòèè íå òîëüêî÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, íî è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.
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