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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ãiäðîäèíàìi÷íà ìîäåëü äëÿ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðå-
æi. Ó ïðèïóùåííi, ùî òðàíñïîðòíèé ïîòiê íà êîæíîìó ðåáði ìåðåæi ¹ îá'¹êòîì
êåðóâàííÿ, ñòàâèòüñÿ çàäà÷à éîãî îïòèìiçàöi¨ ó âåêòîðíié ôîðìi. Âèäiëåíî òî-
ïîëîãiþ íà âiäïîâiäíîìó ôóíêöiîíàëüíîìó ïðîñòîði, âiäíîñíî ÿêî¨ ìíîæèíà
äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ çàäà÷i ¹ ñåêâåíöiéíî êîìïàêòíîþ, òà äîâåäåíî iñ-
íóâàííÿ åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿíóòî¨ çàäà÷i âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiäðîäèíàìi÷íà ìîäåëü, òðàíñïîðòíèé ïîòiê íà ìåðåæi, âåêòîðíà îïòè-
ìiçàöiÿ íà ìåðåæi.

1. Âñòóï

Ó ñòàòòi îñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ âèñòóïà¹ ìàêðîñêîïi÷íà ìîäåëü
òðàíñïîðòíîãî ïîòîêó íà ìåðåæi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨ ñóêóïíîñòi
äîðiã, ÿêi ç'¹äíàíi äåÿêèìè âóçëàìè. Íà êîæíié îêðåìî âçÿòié äîðîçi ïðèïóñ-
êà¹òüñÿ, ùî ðóõ òðàíñïîðòíèõ çàñîáiâ ïiäêîðÿ¹òüñÿ òàê çâàíîìó ãiäðîäèíà-
ìi÷íîìó çàêîíó çáåðåæåííÿ, ÿêèé ïðèâîäèòü äî ðîçãëÿäó íåëiíiéíî¨ çàäà÷i
Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Äîñëiäæåííþ òà
àíàëiçó òàêèõ çàäà÷ ïðèñâÿ÷åíà äîñèòü îáøèðíà ëiòåðàòóðà (äèâ. [1�6,10,11,
14,15]).

Ââàæà¹òüñÿ, ùî íà êîæíîìó ðåáði ìåðåæi òðàíñïîðòíèé ïîòiê ¹ êåðîâà-
íèì ïðîöåñîì. Ïðè öüîìó ÿêiñòü êåðóâàííÿ òðàíñïîðòíèì ïîòîêîì íà ìåðåæi
âèçíà÷à¹òüñÿ íåñêàëÿðíèì âiäîáðàæåííÿì ó ïðîñòið L2(ΩT ), ÿêèé óïîðÿäêî-
âàíèé çà êîíóñîì Λ äîäàòíèõ åëåìåíòiâ. Äîâåäåíî, ùî ìíîæèíà äîïóñòèìèõ
ðîçâ'ÿçêiâ òàêî¨ çàäà÷i ¹ ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíîþ âiäíîñíî îáðàíî¨ òîïî-
ëîãi¨. Äàëi äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i
âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ íà ìåðåæi.

2. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîçíà÷åííÿ

Ó öüîìó ïàðàãðàôi íàãàäà¹ìî äåÿêi âiäîìi ôàêòè ùîäî ôóíêöié ç îáìå-
æåíîþ ïîâíîþ âàðiàöi¹þ, âåêòîðíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü òà ÷àñòêîâî âïîðÿä-
êîâàíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ.

�����������������
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2.1. Ôóíêöi¨ ç îáìåæåíîþ ïîâíîþ âàðiàöi¹þ

Íåõàé J = (a, b) çàäàíèé iíòåðâàë â R. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : J → R
òàêó, ùî f ∈ L1(J). Òîäi ïîâíîþ âàðiàöi¹þ ôóíêöi¨ f íàçèâàþòü

Tot. Vj(f) = sup





n∑

j=1

|f(xj)− f(xj−1)| : m ∈ N, a < x0 < x1 < · · · < xm < b



 ,

äå xj ∈ J, j ∈ {0, . . . , m}.
Îçíà÷åííÿ 2.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî ôóíêöiÿ f ∈ L1(J) ¹ ôóíêöi¹þ ç îáìå-
æåíîþ ïîâíîþ âàðiàöi¹þ íà J , ÿêùî iñíó¹ êîíñòàíòà K òàêà, ùî Tot.J f ≤ K.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç BV (J) ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ ôóíêöié f ∈ L1(J) ç îáìåæå-
íîþ ïîâíîþ âàðiàöi¹þ íà J .

� åêâiâàëåíòíèìè òàêi òâåðäæåííÿ (äèâ. [9]):
(i): f ∈ BV (Ω);
(ii): f ∈ L1(J) òà |Df | (J) := sup

{∫
J fϕ′dx : ϕ ∈ C1

0 (J), |ϕ| ≤ 1
}

< +∞;
(iii): iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ãëàäêèõ ôóíêöié {fk}∞k=1 ⊂ C∞

0 (R) òàêèõ, ùî fk → f
ó L1(J) i lim supk→∞

∫
J |f ′k| dx < +∞, äå óçàãàëüíåíà ïîõiäíà Df � öå ìiðà

Ðàäîíà, i |Df | (J) çáiãà¹òüñÿ ç ïîâíîþ âàðiàöi¹þ ôóíêöi¨ f íà J . Áiëüøå òîãî,
äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ BV (J) iñíóþòü ïðàâîñòîðîííi òà ëiâîñòîðîííi ãðàíèöi:

f(x+) = lim
h→0+

1
h

∫ x+h

x
f(s)ds, f(x−) = lim

h→0+

1
h

∫ x

x−h
f(s)ds

äëÿ ∀ x ∈ [a, b) òà ∀ x ∈ (a, b], âiäïîâiäíî. I ïðè öüîìó, f(x+) = f(x−), ÿêùî
|Df |({x}) = 0.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.1. à) Ïðîñòið BV (J) ¹ ïðîñòîðîì Áàíàõà âiäíîñíî íîðìè

‖f‖BV (J) = ‖f‖L1(J) + |Df | (J);

á) âiäîáðàæåííÿ f → |Df | (J) ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó âiäíîñíî L1(J)-
çáiæíîñòi, òîáòî, ÿêùî fk → f ó L1(J), òî |Df | (J) ≤ lim infk→∞ |Dfk| (J);
â) ÿêùî {fk}∞k=1 ⊂ BV (J) supk∈N ‖fk‖BV (J) < +∞, òî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü
ïîñëiäîâíîñòi {fk}∞k=1, ÿêà ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ BV (J).

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {fk}∞k=1 ⊂ BV (J) íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî çáiæíîþ â
BV (J) (ïîçíà÷àþòü fk ⇀ f), ÿêùî

fk → f ó ïðîñòîði L1(J) i sup
k∈N

|Dfk| (J) < +∞.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè fk ⇀ f ó BV (J), f ∈ BV (J) i Dfk ⇀ Df ÿê
ìiðè Ðàäîíà.

2.2. Ïîíÿòòÿ òðàíñïîðòíî¨ ìåðåæi

Íåõàé Θ � öå âiäêðèòà âèïóêëà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó R2 i F � ïëîñêèé
ãðàô íà R2.
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Îçíà÷åííÿ 2.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà Ω ¹ ìåðåæåþ äîðiã, ÿêùî ¨¨
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ïàðè (I,J ), äå

(à): I � öå ñêií÷åííà ñóêóïíiñòü ðåáåð, êîòði âiäïîâiäàþòü äîðîãàì ìåðåæi
òà ¹ âiäðiçêàìè Ii = [ai, bi] â R, i = 1, . . . , N ;

(á): J � ñêií÷åííà êiëüêiñòü âåðøèí, ÿêi âiäïîâiäàþòü âóçëàì äàíî¨ ìå-
ðåæi.
Êîæíà âåðøèíà J ¹ îá'¹äíàííÿì äâîõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí Inc (J) òà
Out (J) òàêèõ, ùî:
(i) êîæíà âåðøèíà J ∈ I ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ Ω;

(ii) äëÿ ∀J 6= J ′ ∈ J òà Inc (J)
⋂

Inc (J ′) = ∅ ìà¹ìî: Out (J)
⋂

Out(J ′) = ∅;
(iii) ÿêùî i 6∈ ∪J⊂J Inc (J), òîäi bi âiäïîâiäà¹ äåÿêié òî÷öi íà ∂Ω (âèõiäíà

äîðîãà ç ìåðåæi), i ÿêùî i 6∈ ∪J⊂JOut(J), òîäi ai âiäïîâiäà¹ äåÿêié òî÷öi
íà ∂Ω (âõiäíà â ìåðåæó äîðîãà). Êðiì òîãî, öi äâà âèïàäêè âçà¹ìíî
âèêëþ÷íi.

2.3. Äåÿêi ïîëîæåííÿ ïðî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið L2(Ω)

Íåõàé Ω � ìåðåæà. Ïîâ'ÿæåìî ç öi¹þ ìíîæèíîþ äiéñíèé ïðîñòið L2(Ω).
Íàäàëi, ïðèéìàþ÷è ïîçíà÷åííÿ y ∈ L2(Ω), ââàæà¹ìî, ùî y = (y1, . . . , yN ) òà
yk ∈ L2(Ik) äëÿ k = 1, . . . , N . Áóäåìî ââàæàòè, ùî L2(Ω), ÿê òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, íàäiëåíèé ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ. Äëÿ ïiäìíîæèíè S ⊂ L2(Ω) ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç intωS òà clωS âiäïîâiäíî ¨¨ âíóòðiøíiñòü òà çàìèêàííÿ âiäíîñíî
ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω). Òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî L2(Ω) ¹ ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíèì çà êîíóñîì äîäàòíèõ åëåìåíòiâ Λ, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê:

Λ =
{
f ∈ L2(Ω); f(x) ≥ 0 ìàéæå ñêðiçü íà Ω

}
. (2.1)

Òîäi äëÿ åëåìåíòiâ y, z ∈ L2(Ω) áóäåìî çàïèñóâàòè y ≤Λ z óñÿêèé ðàç, êîëè z ∈
y+Λ, i y <Λ z, ÿêùî z−y ∈ Λ\{0}. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {yk}∞k=1 ⊂
L2(Ω) ¹ íå çðîñòàþ÷îþ òà âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ yk ↓ óñÿêèé ðàç, êîëè
äëÿ âñiõ k ∈ N ìà¹ìî: yk+1 ≤Λ yk. Òàêîæ áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{yk}∞k=1 ⊂ L2(Ω) ¹ îáìåæåíîþ çíèçó, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò y∗ ∈ L2(Ω) òàêèé,
ùî y∗ ≤Λ yk äëÿ ∀ k ∈ N .

Äëÿ òîãî, ùîá îçíà÷èòè "îïòèìàëüíi" åëåìåíòè äëÿ ïiäìíîæèíè S ÷àñò-
êîâî óïîðÿäêîâàíîãî ïðîñòîðó L2(Ω), ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêèì ïîíÿòòÿì:
Îçíà÷åííÿ 2.3. [12] Åëåìåíò y∗ ∈ S ⊂ L2(Ω) áóäåìî íàçèâàòè ìàêñèìàëü-
íèì åëåìåíòîì ìíîæèíè S, ÿêùî íå iñíó¹ y ∈ S òàêîãî, ùî y ≥Λ y∗, y 6= y∗,
òîáòî

S ∪ (y∗ + Λ) = y∗.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MaxΛ(S) ñóêóïíiñòü óñiõ ìàêñèìàëüíèõ åëåìåíòiâ ìíî-
æèíè S. Ââåäåìî äâà äîäàòêîâi åëåìåíòè −∞Λ i +∞Λ ó L2(Ω). Ïðèïóñòèìî,
ùî öi åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

1) −∞Λ ≤ y ≤ +∞Λ, ∀ y ∈ L2(Ω); 2) +∞Λ + (−∞Λ) = 0.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Y ∗ ÷àñòêîâî ðîçøèðåíèé ïðîñòið Áàíàõà: Y ∗ = L2(Ω) ∪
{−∞Λ}, ïðèïóñêàþ÷è, ùî

‖ −∞Λ‖L2(Ω) = +∞ i y + λ(−∞Λ) = −∞, ∀ y ∈ L2(Ω), ∀ λ ∈ R+.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà E ¹ åôåêòèâíèì ñóïðåìóìîì
ìíîæèíè S ⊂ L2(Ω) âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω) çà êîíóñîì Λ
(àáî ñêîðî÷åíî (Λ, ω)-ñóïðåìóìîì), ÿêùî E ¹ ñóêóïíiñòþ óñiõ ìàêñèìàëüíèõ
åëåìåíòiâ ìíîæèíè clωS ó âèïàäêó, êîëè öÿ ìíîæèíà íå ¹ ïîðîæíüîþ, i E
äîðiâíþ¹ +∞Λ iíàêøå.

Íàäàëi, (Λ, ω)-ñóïðåìóì äëÿ ìíîæèíè E áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê Sup Λ, ωS.
Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà ïîïåðåäí¹ îçíà÷åííÿ, ìà¹ìî:

Sup Λ, ωS :=

{
MaxΛ(clωS), MaxΛ(clωS) 6= ∅,
+∞Λ, MaxΛ(clωS) = ∅.

Íåõàé X∂ íå ïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X òà I : X∂ →
L2(Ω) � äåÿêå âiäîáðàæåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L2(Ω)
ìîæíà ïîâ'ÿçàòè ç éîãî ðîçøèðåííÿì Î : X → Y ∗ íà âåñü ïðîñòið X, äå

Î =

{
I(x), x ∈ X∂

−∞Λ, x 6∈ X∂ .
(2.2)

Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → Y ∗ ¹ îáìåæåíèì çâåðõó, ÿêùî
iñíó¹ åëåìåíò z ∈ L2(Ω) òàêèé, ùî z ≥Λ I(x) äëÿ âñiõ x ∈ X∂ .

Îçíà÷åííÿ 2.5. Ïiäìíîæèíó A ∈ L2(Ω) áóäåìî íàçèâàòè åôåêòèâíèì ñó-
ïðåìóìîì âiäîáðàæåííÿ

I : X∂ → L2(Ω)

âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω) i ïîçíà÷àòè Sup Λ, ω
x∈X∂

I(x), ÿêùî A

¹ (Λ, ω)-ñóïðåìóìîì îáðàçó I(X∂) iç X∂ íà L2(Ω), òîáòî,

Sup Λ, ω
x∈X∂

I(x) = SupΛ, ω {I(x) : ∀ x ∈ X∂} .

Çàóâàæåííÿ 2.1. Òåïåð çðîçóìiëî, ùî ÿêùî a ∈ Sup Λ, ω
x∈X∂

I(x), òî

clω {I(x) : ∀ x ∈ X∂} ∩ (a + Λ) = {a}

çà óìîâè, ùî MaxΛ[clω {I(x) : ∀ x ∈ X∂}] 6= ∅.
Íåõàé {yk}∞k=1 ïîñëiäîâíiñòü ó ïðîñòîði L2(Ω). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lω {yk}

ìíîæèíó âñiõ òî÷îê çàìèêàííÿ âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(Ω) ,
òîáòî y ∈ Lω {yk}, ÿêùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {yki}∞i=1 ⊂ {yk}∞k=1 òàêà, ùî
yki ⇀ y ó L2(Ω) ïðè i →∞. ßêùî öÿ ìíîæèíà íå ¹ îáìåæåíîþ çâåðõó, òîáòî
Sup Λ, ωLω {yk} = +∞Λ, òî ïðèïóñêà¹ìî, ùî {+∞Λ} ∈ Lω {yk}. Çàôiêñó¹ìî
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åëåìåíò x0 ∈ X∂ . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L2(Ω) ââåäåìî
äî ðîçãëÿäó òàêi ìíîæèíè:

Lσ×ω (I, x0) :=
⋃

{xk}∞k=1∈ Mσ(x0)

Lω
{

Î(xk)
}

, (2.3)

Lσ×ω
max (I, x0) := Lσ×ω (I, x0) ∩ SupΛ, ω

x∈X∂
I(x), (2.4)

äå Mσ(x0) � öå ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé {xk}∞k=1 ⊂ X òàêèõ, ùî xk → x0

âiäíîñíî σ�òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó X.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Áóäåìî êàçàòè, øî ïiäìíîæèíà A ⊂ L2(Ω) ∪ {±∞Λ} ¹ Λ�
íèæíüîþ ñåêâåíöiàëüíîþ ãðàíèöåþ âiäîáðàæåííÿ I : X∂ → L2(Ω) ó òî÷öi
x0 ∈ X∂ âiäíîñíî òîïîëîãi¨ äîáóòêó σ×ω ïðîñòîðó X ×L2(Ω) i âèêîðèñòîâó-
âàòè ïîçíà÷åííÿ A = lim supΛ, ω

x
σ→x0

I(x), ÿêùî

lim supΛ, ω

x
σ→x0

I(x) :=

{
Lσ×ω

max (I, x0) , Lσ×ω
max (I, x0) 6= ∅,

Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0), Lσ×ω
max (I, x0) = ∅. (2.5)

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó (I : X∂ → R) ìíîæèíè

SupΛ, ω
x∈X∂

I(x) òà Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0)

ìiñòÿòü òiëüêè îäèí åëåìåíò. Òîìó, ÿêùî Lσ×ω
max (I, x0) 6= ∅, òî ìà¹ìî:

Lσ×ω
max (I, x0) = Lσ×ω (I, x0) ∩ SupΛ, ω

x∈X∂
I(x) =

= Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0) ∩ SupΛ, ω
x∈X∂

I(x) = Sup Λ, ωLσ×ω(I, x0).

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó ïðàâèëî (2.5) äà¹ êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ íèæíüî¨ ãðà-
íèöi.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé Ω = (I,J ) � òðàíñïîðòíà ìåðåæà, ÿêà íàëi÷ó¹ N äîðiã. Äëÿ i ∈
{1, . . . , N} äîðîãà Ii âiäïîâiäà¹ âiäðiçêó [ai, bi]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ρi = ρi(t, x)
ùiëüíiñòü ìàøèí íà äîðîçi Ii â òî÷öi x ∈ [ai, bi], t ∈ [0, T ]; ïðè öüîìó ìàêñè-
ìàëüíî ìîæëèâó ùiëüíiñòü íà äîðîçi, êîòðà âiäïîâiäà¹ ïîÿâi çàòîðó íà äàíié
äiëÿíöi ìåðåæi, ïîçíà÷èìî ÿê ρmax,i. Ïðèïóñòèìî, ùî äîðîãè äàíî¨ ìåðåæi
âiäïîâiäàþòü ðåáðàì ãðàôó F, îáìåæåíîãî îáëàñòþ Ω, à âóçëè, ÿêi ç'¹äíóþòü
äîðîãè, � âåðøèíàì öüîãî ãðàôó. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî íà êîæíîìó ðåáði ìå-
ðåæi äèíàìiêà ðóõó îïèñó¹òüñÿ íåëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ó ÷à-
ñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó:

∂tρi(t, x) + ∂xfi(ρi(t, x)) = ui, (t, x) ∈ (0, T )× (ai, bi) ≡ Ωi,T , (3.1)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè:

ρi(0, x) = ρ̄i(x), ∀ x ∈ (ai, bi), (3.2)
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äå f(ρ) = ρυ � òðàíñïîðòíèé ïîòiê (êiëüêiñòü ìàøèí, ùî ïðî¨æäæàþòü çà
îäèíèöþ ÷àñó), ÷åðåç υ(ρ) ïîçíà÷åíî øâèäêiñòü ìàøèí, à ui � ôóíêöi¨ êåðó-
âàííÿ. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî υ(ρ) ¹ ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ ùiëüíîñòi ρ. Ïðè öüîìó,
fi ìàþòü çàäîâîëüíÿòè òàêi óìîâè (äèâ. [8, 11]):





fi íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíi íà [0, ρmax, i],
fi(0) = fi(ρmax, i) = 0,

fi � ñòðîãî óãíóòi ôóíêöi¨,
∃ σ ∈ (0, ρmax,i) : f ′i(σi) = 0 òà (ρ− σi)f ′i(ρ) < 0, ∀ ρ 6= σi.

(3.3)

ßê âèòiêà¹ ç íàâåäåíèõ âèùå óìîâ, òðàíñïîðòíèé ïîòiê ¹ äîäàòíèì äëÿ 0 <
ρi < ρmax, i. Òóò σi � îïòèìàëüíà ùiëüíiñòü, ïðè ÿêié òðàíñïîðòíèé ïîòiê
äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ.

Ââàæà¹òüñÿ, ùî ó êîæíîìó âóçëi J ç n âõiäíèìè ðåáðàìè I1, . . . , In òà m
âèõiäíèìè ðåáðàìè In+1, . . . , In+m âèêîíó¹òüñÿ óìîâà áàëàíñó:

n∑

i=1

fi(ρi(t, bi)) =
n+m∑

i=n+1

fi(ρi(t, ai)). (3.4)

Ïðîòå âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè íå ¹ äîñòàòíiì äëÿ âèçíà÷åííÿ ¹äèíîãî ðîç-
â'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (3.1)�(3.3)íà ìåðåæi. Òîìó, çàëó÷àþ÷è ïiäõiä Coclite, Ga-
ravelo òà Piccoli (äèâ. [8]), ïðèïóñòèìî, ùî ó êîæíîìó âóçëi J ìåðåæi çàäàíà
òàê çâàíà ìàòðèöÿ ðîçïîäiëó ðóõó A(J) ∈ Rn+m òàêà, ùî

A(J) = [αji(J)], j ∈ {n + 1, . . . , n + m} , i ∈ {1, . . . , n} , (3.5)




αji(J) 6= αji′(J), ∀ i 6= i′, 0 < αji(J) < 1,

n+m∑

j=n+1

αji(J) = 1 äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n} .
(3.6)

òà âèêîíó¹òüñÿ åíòðîïiéíà óìîâà Êðóæêîâà (äèâ. [13])íà ìåðåæi. Çà öèõ ïðè-
ïóùåíü ìîæíà ãàðàíòóâàòè iñíóâàííÿ òà ¹äèííiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
Êîøi â êëàñi ôóíêöié ç îáìåæåíîþ ïîâíîþ âàðiàöi¹þ, äå ïiä ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨
çàäà÷i áóäåìî ðîçóìiòè òàêå:
Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé J � âóçîë ç n âõiäíèìè äîðîãàìè I1, . . . , In ç êiíöåì
ó âóçëi bi (i ∈ {1, . . . , n}) òà m âèõiäíèìè äîðîãàìè In+1, . . . , In+m ç êiíöåì ai

(i ∈ {n + 1, . . . , n + m}). Íåõàé çàäàíî ôóíêöi¨ ρ̄i ∈ L∞(Ii) ∩ BV (Ii) , i ∈
{1, . . . , N}, ÿêi çàäàþòü ïî÷àòêîâó ùiëüíiñòü íà ìåðåæi. Áóäåìî êàçàòè, ùî
ñóêóïíiñòü ôóíêöié

ρ = (ρ1, . . . , ρN ) :
N∏

i=1

([0, T ]× Ii) → RN ,

äå
ρi ∈ L∞((0, T );BV (Ii)), i ∈ {1, . . . , N} ,

¹ äîïóñòèìèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)�(3.6), ÿêùî:
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(a): ρi : [0, T ]× Ii → R ¹ ñëàáêèì åíòðîïiéíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)�(3.2)
íà Ii, òîáòî

∫ T

0

∫ bi

ai

(ρi∂tϕ + fi(ρi)∂xϕ)dxdt =
∫ T

0

∫ bi

ai

ui dxdt, (3.7)

∫ T

0

∫ bi

ai

(|ρi − k|∂tϕ̃ + sgn(ρi − k)(fi(ρi)− fi(k))∂xϕ̃) dxdt ≥ 0 (3.8)

äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ ϕ : [0, T ] × Ii → R ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì
íà ìíîæèíi (0, T )× (ai, bi) äëÿ k ∈ R òà äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ äîäàòíî¨
ôóíêöi¨ ϕ̃ : [0, T ]× Ii → R ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì íà (0, T )× (ai, bi);

(á): ρi(0, ·) = ρ̄i íà Ii äëÿ ∀ i ∈ {1, . . . , N};
(â): fj(ρj(·, αj+)) =

∑n
i=1 αjifi(ρi(·, bi−)) äëÿ ∀J ∈ J , ∀j = n + 1, . . . , n + m;

(ã): L(J, uk, ρ) :=
∑n

i=1 fi(ρi(·, bi−)) äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ íà ïàði
(uk, ρ) ïðè îáìåæåííÿõ (à)-(â).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìîæíà çíàéòè â [8]. Ïðè öüî-
ìó ïiä ìåðåæåþ äîðiã Ω áóäåìî ðîçóìiòè òàêå: Ω = (a1, b1)× . . .× (aN , bN ).

Òåîðåìà 3.1. Çàôiêñó¹ìî ìåðåæó äîðiã Ω, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨
ñóêóïíîñòi ðåáåð òà âóçëiâ. Íåõàé C > 0, T > 0, òîäi iñíó¹ äîïóñòèìèé
åíòðîïiéíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3.1)-(3.6), âèçíà÷åíèé íà (0, T ) äëÿ áóäü-
ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ρ̄ ∈ cl {ρ : TV (ρ) ≤ 0}, äå ÷åðåç cl ïîçíà÷åíî çàìèêàí-
íÿ â L1

loc, òàêèé, ùî

‖ρi(t)‖BV (Ii) ≤ C1

(‖ρ̄‖L∞(Ω)∩BV (Ω) + ‖u‖L1(0,T ;BV (Ω))

)
eC2t, ∀t ∈ (0, T ), (3.9)

ïðè äåÿêèõ C1 > 0 òà C2 > 0 (äèâ. [16]).

Ïîâ'ÿæåìî iç çàäà÷åþ (3.1)�(3.6) íàñòóïíó çàäà÷ó âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨:
{
çíàéòè u∗ ∈ Uad òàêi, ùî
F (ρ(u∗), u∗) ∈ SupΛ,ω

u∈Uad
F (ρ, u),

(3.10)

äå F (ρ, u) =
∑n

i=1 |ρi(t, x)− ρi,d(x)|, Λ � óïîðÿäêîâàíèé êîíóñ äîäàòíèõ åëå-
ìåíòiâ ó ïðîñòîði X = L2(Ω1,T ) × . . . × L2(ΩN,T ), äå ω � ñëàáêà òîïîëîãiÿ
ïðîñòîðó X, u = (u1, . . . , uN ) � ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ òðàíñïîðòíèì ïîòîêîì,
ÿêi çàäàíi íà ðåáðàõ ìåðåæi, òà ρ = (ρ1, . . . , ρN ) � âiäïîâiäíèé åíòðîïiéíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3.1)�(3.6).

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ ui, i = {1, . . . , N} íàëåæàòü ìíîæè-
íi U =

∏N
i=1 L∞(Ωi,T ), i âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(A1): f = (f1, . . . , fN ) : R → RN � ëîêàëüíî ëiïøèöåâà ôóíêöiÿ;

(A2): ìíîæèíîþ äîïóñòèìèõ êåðóâàíü Uad âèñòóïà¹ îáìåæåíà ïiäìíîæèíà â
U , ÿêà ¹ çàìêíåíîþ â L1(Ω1,T )× . . .× L1(ΩN,T ).
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Çà òàêó ìíîæèíó äîïóñòèìèõ êåðóâàíü âiçüìåìî ìíîæèíó ôóíêöié, ÿêi ¹ îá-
ìåæåíèìè ìàéæå ñêðiçü òà ìàþòü îáìåæåíó ïîâíó âàðiàöiþ, òîáòî

Ũad =

{
u ∈

N∏

i=1

(L∞(Ωi,T ) ∩BV (Ωi,T )) , ‖ui‖L∞(Ωi,T ) ≤ ci, ‖ui‖BV (Ωi,T )≤di)

}
.

(3.11)
Ïîêàæåìî, ùî áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü

{
uk = (uk

1, . . . , u
k
n)

}∞
k=1

⊂ Ũad ìi-
ñòèòü ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî äî äåÿêîãî u∗ ∈ Ũad â L1(Ω1,T )×
. . .× L1(ΩN,T ).

Äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

v = (v1, . . . , vN ), ΩT = Ω1,T × . . .× ΩN,T ,

L1(ΩT ) = L1(Ω1,T )× . . .× L1(ΩN,T ),

‖v‖L1(ΩT ) =
N∑

i=1

‖vi‖L1(Ωi,T ).

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü
{
vk

}∞
k=1

⊂ L∞(ΩT )∪BV (ΩT ) ç íàñòóïíèìè âëà-
ñòèâîñòÿìè: ‖vk

i ‖L∞(Ωi,T ) ≤ ci, ‖vk
i ‖BV (Ωi,T ) ≤ di äëÿ ∀i = {1, . . . , N}. Òîäi{

vk
}∞

k=1
⊂ L1(ΩT ), îñêiëüêè

‖vk‖L1(ΩT ) =
∫

ΩT

∣∣∣vk
∣∣∣ dx dt ≤ sup

x∈ΩT

∣∣∣vk
∣∣∣
∫

ΩT

dx dt = ‖vk‖L∞(ΩT )µ(ΩT ) < ∞.

Çà êðèòåði¹ì êîìïàêòíîñòi BV -ôóíêöié, ìà¹ìî: vk → v∗ â L1(ΩT ), òîáòî

lim
k→∞

‖vk − v∗‖L1(ΩT ) = lim
k→∞

∫

ΩT

∣∣∣vk − v∗
∣∣∣ dxdt = 0.

Ç iíøîãî áîêó,
{
vk

}∞
k=1

óòâîðþþòü îáìåæåíó ìíîæèíó â L∞(ΩT ). Îòæå, çà
òåîðåìîþ Áàíàõà � Àëàîãëó, çíàéäåòüñÿ åëåìåíò v0 ∈ L∞(ΩT ) òàêèé, ùî
vk ∗

⇀ v0. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ ∀ϕ ∈ C∞
0 (ΩT )

lim
k→∞

∫

ΩT

vkϕdxdt =
∫

ΩT

v0ϕdxdt,

òîáòî ∫

ΩT

ϕ(vk − v0)dxdt → 0, k →∞. (3.12)

Ïðè öüîìó
‖v0‖L∞(ΩT ) ≤ limk→∞‖vk‖L∞(ΩT ) ≤ ci.

Ïîêàæåìî, ùî vk = v0. Ìà¹ìî:

0 ≤
∣∣∣∣
∫

ΩT

(v0 − v∗)ϕ dx

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

ΩT

(v0 − vk)ϕ dx

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∫

ΩT

(vk − v∗)ϕ dx

∣∣∣∣ .
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Çàëó÷àþ÷è (3.12) òà òîé ôàêò, ùî
∣∣∣∣
∫

ΩT

(vk − v∗)ϕ dx

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖L∞(ΩT )

∫

ΩT

∣∣∣vk − v∗
∣∣∣ dxdt → 0,

îòðèìó¹ìî: ∫

ΩT

(v0 − v∗)ϕ dxdt = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (ΩT ).

Îòæå, v0 = v∗ ìàéæå ñêðiçü íà ΩT , òîáòî v∗ ∈ L∞(ΩT ). Ïîêàæåìî, ùî
v∗ ∈ BV (ΩT ). Îñêiëüêè

{
vk

}∞
k=1

∈ BV (ΩT ) i ‖vk‖ ≤ di, òî çà êðèòåði¹ì êîì-
ïàêòíîñòi (äèâ. òåîðåìó 1) iñíó¹ åëåìåíò v̂ ∈ BV (ΩT ) òàêèé, ùî vk → v̂ ñèëüíî
â L1(ΩT ) i ‖v̂‖BV (ΩT ) ≤ di. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî v∗ = v̂ ⇒ v∗ ∈ BV (ΩT ) i

‖v∗‖BV (ΩT ) ≤ di.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Áóäåìî êàçàòè , ùî çàäà÷à (3.10) ¹ ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî äëÿ
çàäàíî¨ ñóêóïíîñòi ôóíêöié ïîòîêó f = (f1, . . . fN ) ç âëàñòèâîñòÿìè (3.3) iñíó¹
ïàðà

(u, ρ) ∈ Ũad × L∞((0, T );BV (Ω)),

äå ρ = ρ(u) � âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1)�(3.6) i òàêèé, ùî F (u, ρ) >Λ z
äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà z ∈ L2(ΩT ).

Ïîçíà÷åìî ÷åðåç Ξ ìíîæèíó âñiõ äîïóñòèìèõ ïàð çàäà÷i (3.1)�(3.10). Î÷å-
âèäíî, ùî Ξ ⊂ Ũad × C(0, T ; L∞(Ω) ∩BV (Ω)).
Îçíà÷åííÿ 3.3. Äîïóñòèìó ïàðó

(
ueff , ρeff

) ∈ Ξ áóäåìî íàçèâàòè (Λ, ω)-
åôåêòèâíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)-(3.10), ÿêùî ïàðà

(
ueff , ρeff

)
ðåàëiçó¹

(Λ, ω)-ñóïðåìóì âiäîáðàæåííÿ F : Ξ → L2(ΩT ), òîáòî

F
(
ueff , ρeff

)
∈ SupΛ,ω

(u,ρ)∈ΞF (u, ρ) = SupΛ,ω {F (u, ρ) : ∀(u, ρ) ∈ Ξ} .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Eff(Ξ;F ; Λ) ìíîæèíó âñiõ (Λ, ω)-åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷i (3.1-3.10), òîáòî

Eff(Ξ;F ; Λ) =
{(

ueff , ρeff
)
∈ Ξ : F

(
ueff , ρeff

)
∈ SupΛ,ω

(u,ρ)∈ΞF (u, ρ)
}

.

Òåïåð äàìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ñòîñîâíî òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìíî-
æèíè äîïóñòèìèõ ïàð Ξ çàäà÷i (3.10). Íåõàé τ � òîïîëîãiÿ íà

Y = Ũad × L2 (0, T ; BV (Ω)) ,

ÿêà çàäàíà ÿê äîáóòîê ñèëüíî¨ çáiæíîñòi â L1(ΩT ) òà ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨ â ïðî-
ñòîði L2 (0, T ;BV (Ω)). Òîäi ìà¹ ìiñöå òåîðåìà:
Òåîðåìà 3.2. Íåõàé

{
(uk, ρk) ∈ Ξ

}∞
k=1

äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîïóñòèìèõ
ïàð ó çàäà÷i (3.1�3.10). Òîäi çíàéäåòüñÿ ïàðà (u∗, ρ∗) ∈ Y i ïiäïîñëiäîâíiñòü
äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (äëÿ ÿêî¨ çáåðåæåìî ïîïåðåäíi ïîçíà÷åííÿ) òàêi, ùî

(u∗, ρ∗) ∈ Ξ, (uk, ρk) τ→ (u∗, ρ∗),

òîáòî ìíîæèíà Ξ ¹ ñåêâåíöiéíî êîìïàêòíîþ âiäíîñíî τ -çáiæíîñòi.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé
{
(uk, ρk)

}∞
k=1

⊂ Σ � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü. ßê âèïëèâà¹
ç (3.11) òà íàâåäåíîãî âèùå àíàëiçó, çíàéäåòüñÿ åëåìåíò u∗ ∈ Ũad òàêèé, ùî
ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi ìà¹ìî:

uk → u∗ â L1(ΩT ),

uk ∗
⇀ u∗ â L∞(ΩT ).

Äàëi, çàëó÷àþ÷è àïðiîðíó îöiíêó (3.9) òà îöiíêè ç (3.11), îòðèìó¹ìî, ùî ïî-
ñëiäîâíiñòü

{‖ρk‖L∞((0, T );BV (Ω))
}

k∈N
¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ. Îòæå, çà

òåîðåìîþ Áàíàõà � Àëàîãëó òà âëàñòèâîñòåé BV -ïðîñòîðiâ ìîæåìî ââàæà-
òè, ùî çíàéäåòüñÿ åëåìåíò ρ∗ ∈ L∞((0, T );BV (Ω)) òàêèé, ùî (ç òî÷íiñòþ äî
ïiäïîñëiäîâíîñòi):

ρk → ρ∗ â L1(Ω) ìàéæå ñêðiçü íà (0, T )

òà
ρk ∗

⇀ ρ∗ â L∞((0, T );L1(Ω)).

Ïîêàæåìî, ùî (u∗, ρ∗) ∈ Σ. Îñêiëüêè u∗ ∈ Ũad, òî çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè,
ùî ïàðà (u∗, ρ∗) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (3.7), (3.8) òà óìîâè (á)�(ã) ç
îçíà÷åííÿ (3.1). Òîäi, â ñèëó òåîðåìè iñíóâàííÿ (3.1) îòðèìà¹ìî, ùî

ρ∗ = (ρ∗1, . . . , ρ
∗
N ) : ΠN

i=1 ([0, T ]× Ii) → RN

áóäå ¹äèíèì åíòðîïiéíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1)�(3.6) â L∞(0, T ; BV (Ω)) ïðè
u = u∗. Ðîçãëÿíåìî ñïiââiäíîøåííÿ 3.7), (3.8) òà óìîâè (á)�(ã) ç u = uk, ρ = ρk

òà âèâ÷èìî ¨õ ãðàíè÷íi âëàñòèâîñòi ïðè k → ∞. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ ïîòîêó
f = (f1, . . . , fN ) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3.3), υ(ρ) íåïåðåðâíî ñïàäíà ôóíêöiÿ
íà [0, ρmax,i], ρk ∗

⇀ρ∗ â L2(0, T ; BV (Ω)) òà ρk(t, ·) → ρ∗(t, ·) ñèëüíî â ïðîñòîði
L1(ΩT ) äëÿ ∀t ∈ [0, T ], òî, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ó ñïiââiäíîøåííÿõ

0 ≤ υ(ρk
i ) ≤ υmax,i äëÿ ∀ ∈ {1, . . . , N} , (3.13)

∫ T

0

∫ bi

ai

(ρk
i ∂tϕ + fi(ρk

i )∂xϕ) dx dt = uk
i , ∀ϕ ∈ C∞

0 ((0, T )× (ai, bi)), ∀Ii ∈ J ,

(3.14)



∫ T

0

∫ bi

ai

(|ρk
i − d|∂tϕ̃ + sgn(ρk

i − d)(fi(ρk
i )− fi(d))∂xϕ̃) dx dt ≥ 0,

∀d ∈ R,∀ϕ̃ ∈ C∞
0 ((0, T )× (ai, bi)), ϕ̃ ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , N} ,

(3.15)

ρk
i = ρ̄i(·) íà Ii äëÿ ∀i ∈ {1, . . . , N} , (3.16)

fj(ρk
j (·, aj+)) =

n∑

i=1

fi(ρk
i (·, bi−)) äëÿ ∀j = n + 1, . . . , n + m, (3.17)



124 Ò. À. ÁÎÆÀÍÎÂÀ

ïðè k → ∞, îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (3.7), (3.8) òà óìîâè (á)�(ã) ç u =
u∗, ρ = ρ∗. Òåïåð äëÿ äîâiëüíîãî âóçëà J ∈ J äîâåäåìî, ùî

lim
k→∞

{
n∑

i=1

fi(ρk
i (·, bi−)) äîñÿãà¹ max çà óìîâ (3.13)�(3.17)

}
=

=
n∑

i=1

fi(ρ∗i (·, b−i )) äîñÿãà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ íà ïàði (u∗, ρ∗) (3.18)

çà óìîâ (3.7), (3.8), (á)�(ã) òà äëÿ ∀J ∈ J . Äëÿ öüîãî ñêoðèñòà¹ìîñÿ âàðiàöié-
íèìè âëàñòèâîñòÿìè Ã-ãðàíè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ (äèâ. [7]). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ
L̃(J, uk, ρ) := −∑n

i=1 fi(ρi(·, bi−)) ¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî τ -çáiæíîñòi, òîáòî
liml→∞ L̃(J, ul, ρ(l)) = L̃(J, u, ρ) äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

{
(ul, ρl)

}∞
l=1

, τ -
çáiæíî¨ äî (u, ρ), òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî öÿ ôóíêöiÿ çàìêíåíà âiäíîñíî Γ(τ)-
çáiæíîñòi. Òîìó ñïiââiäíîøåííÿ (3.18) � öå ïðÿìèé ðåçóëüòàò âàðiàöiéíèõ
âëàñòèâîñòåé Γ(τ)-ãðàíèöü. Òàêèì ÷èíîì, τ -ãðàíè÷íà ïàðà (u∗, ρ∗) ¹ äîïó-
ñòèìîþ ïàðîþ çàäà÷i (3.1)�(3.10). Òåîðåìà äîâåäåíà.

4. Òåîðåìà iñíóâàííÿ

Íåõàé F̂ : [Ũad × L∞(0, T ; BV (Ω))] → Y • � äåÿêå ðîçøèðåííÿ âiäîáðà-
æåííÿ F : Ξ → L2(ΩT ) íà âåñü ïðîñòið Ũad × L2(0, T ; BV (Ω)). Òóò ÷åðåç Y •

ïîçíà÷åíî ÷àñòêîâî ðîçøèðåíèé ïðîñòið Áàíàõà L2(ΩT ) ∪ {−∞Λ}.
Îçíà÷åííÿ 4.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ F : Ξ → L2(ΩT ) ¹ (Λ, τ ×
ω)-ïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó ((Λ, τ × ω)-íí. çâ.) ó òî÷öi (u0, ρ0) ∈ Ξ, ÿêùî

F (u0, ρ0)∈ lim supΛ, ω

(u, ρ)
τ→(u0, ρ0)

F̂ (u, ρ)

Âiäîáðàæåííÿ F ¹ (Λ, τ ×ω)-íí. çâ. íà ìíîæèíi Ξ, ÿêùî F ¹ (Λ, τ ×ω)-íí.
çâ. íà êîæíié ïàði ç Ξ.
Òâåðäæåííÿ 4.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið êåðóâàííÿ L2(ΩT ) ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíèé çà êîíóñîì äîäàòíèõ åëåìåíòiâ Λ. Íåõàé Ξ íåïîðîæíÿ ïiä-
ìíîæèíà ç ïðîñòîðó Ũad × L2(0, T ; BV (Ω)) i F : Ξ → L2(ΩT ) � çàäàíå âi-
äîáðàæåííÿ. ßêùî (u0, ρ0) ∈ Ξ ¹ äîâiëüíèì (Λ, ω)-åôåêòèâíèì ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i (3.1)-(3.10), òî âiäîáðàæåííÿ F : Ξ → L2(ΩT ) ¹ (Λ, τ ×ω)-íí. çâ. íà öié
ïàði.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé (u0, ρ0) ∈ E�ω(Ξ; F ; Λ). Òîäi F (u0, ρ0) ∈ SupΛ, ω

(u, ρ)∈ ΞF (u, ρ).
Ç iíøîãî áîêó, F (u0, ρ0) ∈ Lτ×ω(F, u0, ρ0), òîìó F (u0, ρ0) ∈ Lτ×ω

max (F, u0, ρ0).
Çâiäñè, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (2.6), ìà¹ìî: F (u0, ρ0)∈ lim supΛ, ω

(u, ρ)
τ→(u0, ρ0)

F̂ (u, ρ),
ùî é äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî êîíóñ äîäàòíèõ åëåìåíòiâ Λ ó ïðîñòîði L2(ΩT ) çàäîâîëü-
íÿ¹ òàê çâàíó âëàñòèâiñòü Äàíiåëÿ, ÿêà îçíà÷à¹, ùî êîæíà çðîñòàþ÷à òà îá-
ìåæåíà çâåðõó ïîñëiäîâíiñòü (òîáòî ÿêùî i ≤ j ⇒ yi ≤Λ yj) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ
äî ñâîãî (Λ, ω)-ñóïðåìóìà.
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Îçíà÷åííÿ 4.2. Áóäåìî êàçàòè, ùî íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà Y0 ⊂ L2(ΩT ) ç
óïîðÿäêîâàíèì êîíóñîì Λ ¹ íàïiâîáìåæåíîþ çâåðõó, ÿêùî êîæíà çðîñòàþ÷à
ïîñëiäîâíiñòü {yi} ⊂ Y0 ¹ îáìåæåíîþ çâåðõó.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Íåõàé Y0 � íàïiâîáìåæåíà çâåðõó ïiäìíîæèíà ÷àñòêîâî
âïîðÿäêîâàíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó < L2(ΩT ), Λ >. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî åëå-
ìåíòà z ∈ Y0 ïåðåòèí Y z

0 = ({z} + Λ) ∩ Y0 áóäå îáìåæåíèì çâåðõó, òîáòî
iñíó¹ åëåìåíò z∗ ∈ L2(Ω) òàêèé, ùî z∗ ≤Λ y äëÿ âñiõ y ∈ Y z

0 . Îòæå, íàïiâ-
îáìåæåíiñòü çâåðõó ïiäìíîæèíè Y0 îçíà÷à¹ íàïiâîáìåæåíiñòü çâåðõó ¨¨ ñëàá-
êîãî çàìèêàííÿ clωY0. Ç iíøîãî áîêó, ïîðiâíÿíî çi ñêàëÿðíèì âèïàäêîì äëÿ
âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i (3.1)�(3.10) iç ñåêâåíöiéíî τ -êîìïàêòíîþ ïiä-
ìíîæèíîþ Ξ òà (Λ, τ × ω)-ïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó öiëüîâèì âiäîáðàæåííÿì
F : Ξ → L2(ΩT ) ìíîæèíà îáðàçiâ F (Ξ) ìîæå áóòè íåîáìåæåíîþ çâåðõó. Öå
îçíà÷à¹, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íå iñíó¹ åëåìåíòà y ∈ L2(Ω) òàêîãî, ùî
F (Ξ) ⊂ {y∗} − Λ.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó
äàíî¨ ðîáîòè.

Òåîðåìà 4.1. Ïðèïóñòèìî, ùî çàäà÷à âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ (3.1)�(3.10) ¹
ðåãóëÿðíîþ. Íåõàé çàäàíî (Λ, τ × ω)-íí. çâ. âiäîáðàæåííÿ F : Ξ → L2(ΩT ).
Òîäi çàäà÷à (3.1)�(3.10) ìà¹ íåïîðîæíþ ïiäìíîæèíó (Λ, ω)-åôåêòèâíèõ ðîç-
â'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Êðîê 1. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà îáðàçiâ F (Ξ) ¹ íàïiâîáìåæåíîþ
çâåðõó ó ñåíñi îçíà÷åííÿ (4.2). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, à ñàìå: íåõàé iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü

{
(uk, ρk)

}∞
k=1

∈ Ξ òàêà, ùî âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü îáðàçiâ{
yk = F (uk, ρk)

}∞
k=1

∈ F (Ξ) ¹ çðîñòàþ÷îþ (òîáòî yk ≤Λ yk+1 äëÿ ∀ k ∈ N)
òà íåîáìåæåíîþ çâåðõó â ïðîñòîði L2(ΩT ). Òîìó ∞Λ ∈ Lω {yk}, äå ÷åðåç
Lω {yk} ïîçíà÷åíî ìíîæèíó âñiõ òî÷îê çàìèêàííÿ âiäíîñíî ñëàáêî¨ òîïîëîãi¨
ïðîñòîðó L2(ΩT ). Çãiäíî ç òåîðåìîþ (3.2), ïîñëiäîâíiñòü

{
(uk, ρk)

}∞
k=1

∈ X∂

¹ ñåêâåíöiéíî τ -êîìïàêòíîþ. Òîìó ìîæåìî ââàæàòè, ùî (uk, ρk) τ→ (u∗, ρ∗)
ó Ũad × L2(0, T ; BV (ΩT )), äå (u∗, ρ∗) � äåÿêà ïàðà ç ìíîæèíè Ξ. Îñêiëüêè
ïîñëiäîâíiñòü

{
F (uk, ρk)

}∞
k=1

íå îáìåæåíà çâåðõó, òî {∞Λ} ∈ Lτ×ω
max (F, u∗, ρ∗).

Òîìó, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (2.6), ìà¹ìî: lim supΛ, ω

(u, ρ)
τ→(u0, ρ0)

F (u, ρ) = {∞Λ} .

Ç iíøîãî áîêó, áåðó÷è äî óâàãè (Λ, τ × ω)-ïiâíåïåðåðâíiñòü çâåðõó âiäîáðà-
æåííÿ F , îòðèìà¹ìî: F (u∗, ρ∗) ∈ lim supΛ, ω

(u, ρ)
τ→(u0, ρ0)

F (u, ρ), ùî ñóïåðå÷èòü
ïîïåðåäíüîìó ïðèïóùåííþ. Êðîê 1 äîâåäåíî.

Êðîê 2. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà SupΛ, ω
(u, ρ)∈ Ξ F (u, ρ) ¹ íåïîðîæíüîþ. Äëÿ

öüîãî ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü {yk}∞k=1 ⊂
F (Ξ) òàêà, ùî yk ⇀ y∗ i

y∗ ∈ SupΛ, ω
(u, ρ)∈ Ξ F (u, ρ) = SupΛ, ω {F (u, ρ) : ∀ (u, ρ) ∈ Ξ} .

Íåõàé y � äîâiëüíèé åëåìåíò ìíîæèíè clωF (Ξ). Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî îêîëó íóëÿ νω ó ñëàáêié òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó L2(ΩT ) iñíó¹ åëåìåíò
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yν ∈ clωF (Ξ) òàêèé, ùî

y ≤Λ yν òà ({yν}+ Λ \ {0}) ∩ (clωF (Ξ) \ (νω + {yν})) = ∅. (4.1)

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {yk}∞k=1 ⊂ clωF (Ξ) òàêà,
ùî y1 ∈ F (Ξ), yk+1 ∈ ({yk} + Λ \ {0}) ∩ (clωF (Ξ) \ (νω + {yk})) ∀ k ∈ N.
Îñêiëüêè yk+1 ∈ {yk} + Λ \ {0}, òî öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹ ñïàäíîþ. Áåðó÷è äî
óâàãè çàóâàæåííÿ (4.1), îòðèìó¹ìî, ùî ìíîæèíà clωF (Ξ) ¹ íàïiâîáìåæåíîþ
çâåðõó. Îòæå, iñíó¹ åëåìåíò y∗ ∈ L2(ΩT ) òàêèé, ùî yk ≤Λ y∗ äëÿ âñiõ k ∈ N .
Òîìó, çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ Äàíiåëÿ, öÿ ïîñëiäîâíiñòü ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî
ñâîãî (Λ, ω)-ñóïðåìóìà: yk ⇀ ỹ ∈ L2(ΩT ). Ïðîòå öå ñóïåðå÷èòü óìîâi, ùî
yk+1 ∈ clωF (Ξ)\(νω +{yν}) k ∈ N . Òàêèì ÷èíîì, âèáið çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà
(4.1) ìîæëèâèé äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó νω.

Íåõàé {νk}∞k=1 � ñèñòåìà ñëàáêèõ îêîëiâ íóëÿ ó ïðîñòîði L2(ΩT ) òàêà, ùî
νk+1 ⊂ νk äëÿ âñiõ k ∈ N , i äëÿ áóäü-ÿêîãî ñëàáêîãî îêîëó ν(0) â L2(ΩT )
iñíó¹ íîìåð k∗ ∈ N òàêèé, ùî νk∗ ⊆ ν(0). Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è âèáðàíå
ïðàâèëî (4.1), ìîæåìî ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü {ηk}∞k=1 ⊂ clωF (Ξ), äå η1 �
öå äîâiëüíèé åëåìåíò ç ìíîæèíè F (Ξ), òàêèì ÷èíîì:

ηk−1 ≤Λ ηk i ({ηk}+ Λ \ {0}) ∩ (clωF (Ξ) \ (νk + {ηk})) = ∅ ∀ k ≥ 2. (4.2)

Òîìó, ç îãëÿäó íà âëàñòèâiñòü Äàíiåëÿ,{ηk}∞k=1 ¹ τ -çáiæíîþ çðîñòàþ÷îþ ïî-
ñëiäîâíiñòþ. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ åëåìåíò

η∗ ∈ SupΛ, ω {ηk ∈ clωF (Ξ) : ∀ k ∈ N}
òàêèé, ùî ηk ⇀ η∗. Î÷åâèäíî, ùî η∗ ∈ clωF (Ξ). Äîâåäåìî, ùî

η∗ ∈ SupΛ, ω {F (u, ρ) : ∀ (u, ρ) ∈ Ξ} .

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ åëåìåíò q ∈ SupΛ, ω {F (u, ρ) : ∀ (u, ρ) ∈ Ξ} òàêèé, ùî
η∗ ≤Λ q. Îñêiëüêè ηk ≤Λ η∗ äëÿ ∀ k ∈ N , òî îòðèìó¹ìî, ùî ηk ≤Λ q äëÿ
∀ k ∈ N . Òîäi óìîâà (4.2) ãàðàíòó¹, ùî

({q}+ Λ \ {0}) ∩ (clωF (Ξ) \ (νk + {ηk})) = ∅ ∀ k ∈ N. (4.3)

Îòæå, ç óìîâè (4.3) òà ç òîãî, ùî q ∈ clωF (Ξ), âèïëèâà¹: q ∈ νk + {ηk} äëÿ
∀ k ∈ N , òîáòî ηk ⇀ q ó ïðîñòîði L2(ΩT ). Òàêèì ÷èíîì, η∗ = q.

Êðîê 3. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà âñiõ (Λ, ω)-åôåêòèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà-
äà÷i (3.1)�(3.10) íå ¹ ïîðîæíüîþ. Íåõàé ξ � áóäü-ÿêèé åëåìåíò iç ìíîæè-
íè SupΛ, ω

(u, ρ)∈ Ξ F (u, ρ). Òîäi, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (2.5), iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
ïàð {yk}∞k=1 ⊂ L2(ΩT ) òàêà, ùî yk ⇀ ξ â L2(ΩT ). Îçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü{
(uk, ρk)

}∞
k=1

∈ Ξ ÿê: (uk, ρk) = F−1(yk) äëÿ âñiõ k ∈ N . Îñêiëüêè ìíîæèíà
Ξ ¹ ñåêâåíöiéíî τ -êîìïàêòíîþ (äèâ. òåîðåìó 3.2), òî áóäåìî ââàæàòè, ùî iñ-
íó¹ ïàðà (u0, ρ0) ∈ Ξ : (uk, ρk) τ→ â Y. Òîìó ξ ∈ Lτ×ω(F, u0, ρ0), i îòðèìó¹ìî,
ùî Lτ×ω(F, u0, ρ0) ∩ SupΛ, ω

(u, ρ)∈ Ξ F (u, ρ) 6= ∅. Òîäi, â ñèëó (Λ, τ × ω)-íí. çâ.
âiäîáðàæåííÿ F íà Ξ òà îçíà÷åííÿ (2.6), ìà¹ìî:

F (u0, ρ0) ∈ SupΛ, ω
(u, ρ)∈ Ξ F (u, ρ) = Lτ×ω(F, u0, ρ0) ∩ SupΛ, ω

(u, ρ)∈ Ξ F (u, ρ).
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Òàêèì ÷èíîì, ç îäíîãî áîêó, F (u0, ρ0) ∈ Lτ×ω(F, u0, ρ0), çâiäêè âèïëèâà¹
ðiâíiñòü F (u0, ρ0) = ξ = limk→∞ yk. Ç iíøîãî áîêó, ξ ∈ SupΛ, ω

(u, ρ)∈ Ξ F (u, ρ).
Îòæå, (u0, ρ0) ∈ E�ω(Ξ; F ; Λ). Òåîðåìà ïîâíiñòþ äîâåäåíà.
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