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Ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè îäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ âèáðîñèñòåìîé, êîòîðàÿ âñòðîåíà â óïëîòíÿþùóþ ìàøèíó êàòêî-
âîãî òèïà. Íà îñíîâàíèè èäåé ìåòîäà øòðàôà è ìåòîäà ëîêàëüíûõ âàðèàöèé
ïîëó÷åíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ âèáðîñèñòåìû ñ äâóìÿ
äåáàëàíñàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèáðîñèñòåìà, äåáàëàíñ, ôóíêöèÿ øòðàôà, ìåòîä ëîêàëüíûõ âàðèàöèé.

1. Ââåäåíèå

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òèïè÷íîé ñîñòàâëÿþùåé ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ ïðîåêòèðîâàíèÿ íîâîé òåõíèêè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû
îïòèìèçàöèè ðåæèìîâ ðàáîòû. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåò-
ñÿ ðàçðàáîòêà ÷èñëåííûõ ïðîöåäóð ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå îáúåêòà óïðàâëåíèÿ
âûñòóïàåò âèáðîñèñòåìà, âñòðîåííàÿ â óïëîòíÿþùóþ ìàøèíó êàòêîâîãî òè-
ïà. Åå êîíñòðóêöèÿ áûëà ïîäðîáíî îïèñàíà â [1]. Äëÿ óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà
óïëîòíåíèÿ îäíèì èç âàæíûõ ôàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ âûáîð âåëè÷èíû è çàêîíà
èçìåíåíèÿ âîçìóùàþùåé ñèëû, âîçíèêàþùåé â ðåçóëüòàòå äâèæåíèÿ âèáðî-
ñèñòåìû.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àíàëèç êðèâîé èçìåíåíèÿ âåðòè-
êàëüíîé ïðîåêöèè âîçìóùàþùåé ñèëû êàê ôóíêöèè âðåìåíè, êîòîðàÿ ñîîò-
âåòñòâóåò îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè åå ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ îäíîãî èç àâòîðîâ [1, 2] ñîñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñ-
êàÿ ìîäåëü ðàáîòû âèáðîñèñòåìû ñ äåáàëàíñàìè, âñòðîåííîé â óïëîòíÿþùóþ
ìàøèíó êàòêîâîãî òèïà, è ïîñòàâëåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äàí-
íîé ñèñòåìîé.

�����������������
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Â âåêòîðíîì âèäå çàäà÷à èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

L(u, x(u)) =
1

T − t0

∫ T

t0

B(x(u), ẋ(u)) dt → inf, (2.1)

ẋ = f(u, x), (2.2)
u ∈ U∂ , (2.3)
x ∈ K, (2.4)

x(t0) = x0, (2.5)

Ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé è äîïóñòèìûõ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé
èìåþò âèä:

U∂ =
{
u ∈ L2(t0, T ;Rn+1) | mmin ≤ ui(t) ≤ mmax, mmin = −mmax,

∀i ∈ [1, n + 1], ∀t ∈ [t0, T ]} , (2.6)

K =
{
x ∈ H1(t0, T ;R2n+2) | αmin ≤ xi(t) ≤ αmax, αmin = −αmax,

∀i ∈ [n + 2, 2n + 2], ∀t ∈ [t0, T ]} . (2.7)

Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ âèáðîñèñòåìû äàííîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿþòñÿ:
n � êîëè÷åñòâî äåáàëàíñîâ;
mi � ìàññà i-ãî äåáàëàíñà;
mizv � ìàññà i-ãî çâåíà âîäèëà;
Ri � äëèíà i-ãî çâåíà âîäèëà;
Ei � ðàäèóñ i-ãî äåáàëàíñà;
ri � ýêñöåíòðèñèòåò i-ãî äåáàëàíñà.
Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå çíà÷åíèå âåðòèêàëüíîé

ïðîåêöèè ñóììàðíîé âîçìóùàþùåé ñèëû ïðè äâèæåíèè ñèñòåìû íà ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè [t0, T ] è èìååò âèä:

L(u, x(u)) =
1

T − t0

∫ T

t0

B(x(t), ẋ(t)) dt, (2.8)

ãäå

B(x, ẋ) =
n∑

i=1

(mi[x2
2n+2Ri cosxn+1+

+ ẋ2n+2Ri sinxn+1 + x2
n+i+1ri cosxi + ẋn+i+1ri sinxi]+

+ mizv
Ri

2
[ẋ2n+2 sin(xn+1 + λ(i− 1)) + x2

2n+2 cos(xn+1 + λ(i− 1))]).

Èñêëþ÷àÿ ẋ èç B(x, ẋ) ÷åðåç ïðàâûå ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
f(u, x), ôóíêöèîíàë (2.8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

L(u, x(u)) =
1

T − t0

T∫

t0

B̃(u, x) dt. (2.9)
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Ïðè ýòîì ñèñòåìà (2.2) èìååò âèä:





ẋ1 = xn+2;
...

ẋn+1 = x2n+2;
ẋn+2 = 1

I1∂

[
u1 + k1 sinx1 + C1 sin(xn+1 − x1)x2

2n+2

]
;

...
ẋ2n+1 = 1

In∂

[
un + kn sinxn + Cn sin(xn+1 + λ(n− 1)− xn)×

×x2
2n+2

]
;

ẋ2n+2 = 1
M(x) [x

2
2n+2

n∑
i=1

Ci sin(βi − xi)−

−2x2n+2

n∑
i=1

Ci sin(βi − xi)xn+1+i + un+1+

+
n∑

i=1
Ni sin(βi) +

n∑
i=1

Pi[Ri sin(βi) + ri · sin(xi)]],

(2.10)

ãäå x(·) ∈ R2n+2 � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû; u(·) ∈ Rn+1 � âåêòîð óïðàâëå-
íèÿ; λ = 2π

n � óãîë ìåæäó ñîñåäíèìè çâåíüÿìè âîäèëà (îäèíàêîâûé äëÿ âñåõ
ïàð ñîñåäíèõ çâåíüåâ); Iizv = mizvR2

i
3 � ìîìåíò èíåðöèè i-ãî çâåíà âîäèëà

îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ âîäèëà; Ii∂ = mi(E
2
i−2r2

i )
2 � ìîìåíò èíåðöèè

i-ãî äåáàëàíñà îòíîñèòåëüíî öåíòðà åãî èíåðöèè; βi = xn+1 + λ(i− 1) � óãîë
ïîâîðîòà i-ãî çâåíà âîäèëà; L2

i (x) = R2
i + r2

i + 2Riri cos(βi − xi) � êâàäðàò
ðàññòîÿíèÿ îò îñè âðàùåíèÿ âîäèëà äî öåíòðà èíåðöèè i-ãî äåáàëàíñà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Ci = miRiri, ki = migri, Ni = mizvg
Ri
2 ,

M(x) =
n∑

i=1
(Iizv + miL

2
i (x)), Pi = mig.

Çàìåòèì, ÷òî îñîáåííîñòÿìè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ:

1) íàëè÷èå îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ è íà ôàçîâûå òðàåêòîðèè;

2) ñèñòåìà óðàâíåíèé ñóùåñòâåííî íåëèíåéíà îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ êîîð-
äèíàò è ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî óïðàâëåíèé;

3) ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ëèíåéíî çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ.

3. Ðàçðåøèìîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ

Ïóñòü L2(t0, T ;Rn+1) � ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé, à H1(t0, T ;R2n+2) �
ïðîñòðàíñòâî ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.10) äëÿ ëþáûõ u ∈ U∂ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé Êà-
ðàòåîäîðè äëÿ ôóíêöèé f(u, x), ÷òî îçíà÷àåò: äëÿ ëþáîãî u ∈ U∂ â îáëàñòè
D = {(t, x) ∈ R1 × R2n+2|t ≥ 0} âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) âåêòîð-ôóíêöèÿ f(u, x) ïðè ïî÷òè âñåõ t îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïî x;
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2) âåêòîð-ôóíêöèÿ f(u, x) èçìåðèìà ïî t ïðè ëþáîì x;

3) |f(u(t), x(t))| ≤ m(t) è ôóíêöèÿ m(t) ñóììèðóåìà íà [t0, T ].

Òåîðåìà 3.1. (Êàðàòåîäîðè) [7] Ïóñòü u ∈ U∂, (t0, x0) ∈ D è f(u, x) óäîâëåò-
âîðÿåò óñëîâèÿì Êàðàòåîäîðè. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
l(t) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê (t, x) è (t, y) èç îáëàñòè D âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |f(t, x(t))−f(t, y(t))| ≤ l(t)|x−y|. Òîãäà â îáëàñòè D ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ẋ = f(u, x).

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, ñèñòåìà (2.10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â
êëàññå H1(t0, T ;R2n+2) äëÿ ëþáîãî u èç U∂ .

Îïðåäåëåíèå 3.1. Çàäà÷ó (2.1)�(2.5) áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí ýëåìåíò v ∈ U∂ , ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåå
ðåøåíèå x(v) ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ (2.4). Ïðè
ýòîì ïàðó (v, x(v)) áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé â çàäà÷å (2.1)�(2.5).

Ïîñêîëüêó îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ âûñòóïàåò ðåàëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ âèá-
ðîñèñòåìà, òî âñþäó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäà÷à (2.1)�(2.5) ðåãó-
ëÿðíà.

Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.2) â âèäå:

x(t) = x(t0) +
∫ t

t0

f(u(τ), x(τ)) dτ, (3.1)

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ f(u(τ), x(τ)) îïðåäåëåíà ïðàâûìè ÷àñòÿìè óðàâíåíèé
(2.10).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [t0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|x(t)| ≤ |x(t0)|+
∫ t

t0

|f(u(τ), x(τ))| dτ.

Èç óñëîâèé Êàðàòåîäîðè è ëèíåéíîñòè f(u, x) îòíîñèòåëüíî u ñëåäóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû C > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, T ] âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(u(t), x(t))| ≤ C · |x(t)|+ |u(t)|.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

|x(t)| ≤ |x(t0)|+ C

∫ t

t0

|x(τ)|+ |u(τ)| dτ ≤

≤ (|x(t0)|+ ‖u‖L1(t0,T ;Rn+1)) + C

∫ t

t0

|x(τ)| dτ,∀t ∈ [t0, T ]. (3.2)

Ïðèâåäåì îäèí èçâåñòíûé ðåçóëüòàò:

Ëåììà 3.1. (Ãðîíóîëëà � Áåëëìàíà) Ïóñòü g(t) è s(t) ïðè t0 < t < ∞ �
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è, êðîìå òîãî, g(t) > 0 è s(t) > 0. Åñëè âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

g(t) ≤ c +
∫ t

t0

g(τ)s(τ) dτ,
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ãäå c > 0, òî ïðè âñåõ t ∈ [t0,∞) ñïðàâåäëèâî:

g(t) ≤ c e
∫ t

t0
s(τ)| dτ

.

Ñîãëàñíî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà ôóíêöèÿ x(t) êàê ýëåìåíò ïðîñò-
ðàíñòâà H1(t0, T ;R2n+2) íåïðåðûâíà. Ïðèìåíÿÿ ëåììó Ãðîíóîëëà � Áåëëìà-
íà ê íåðàâåíñòâó (3.2), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

|x(t)| ≤ (|x(t0)|+ ‖u‖L1(t0,T ;Rn+1))e
C(t−t0) ≤ A,∀t ∈ [t0, T ], (3.3)

ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Îòêóäà íàõîäèì:

‖x‖L2(t0,T ;R2n+2) ≤
∫ T

t0

x2(t) dt = A2(T − t0). (3.4)

Äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ îò ôàçîâûõ òðàåêòîðèé âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâ-
íåíèé ñèñòåìû (2.10) â êâàäðàò, ïðîèíòåãðèðóåì íà îòðåçêå [t0, T ]. Èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

‖ẋ‖L2(t0,T ;R2n+2) =

√∫ T

t0

|ẋ(t)|2 dt ≤
√∫ T

t0

(C|x(t)|+ |u(t)|)2 dt ≤

≤ C

√∫ T

t0

(|x(t)|)2dt +

√∫ T

t0

(|u(t)|)2 dt ≤

≤ C‖x‖L2(t0,T ;R2n+2) + ‖u‖L2(t0,T ;Rn+1) ≤ B,

ãäå B � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

‖x‖H1(t0,T ;R2n+2) = ‖x‖L2(t0,T ;R2n+2) + ‖ẋ‖L2(t0,T ;R2n+2) ≤ A + B. (3.5)

Èç îöåíêè (3.5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ U∂ ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå
x(u) ñèñòåìû (2.10) îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå H1(t0, T ;R2n+2).

Ââåäåì äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð (u, x) â çàäà÷å (2.1)�
(2.5):

Ξ =
{
(u, x) ∈ L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2) | ẋ = f(u, x),

x(t0) = x0, u ∈ U∂ , x ∈ K} .

Ââèäó ðåãóëÿðíîñòè çàäà÷è (2.1)�(2.5), èìååì: ìíîæåñòâî Ξ � íåïóñòî.
Âçÿâ âî âíèìàíèå òî, ÷òî ìíîæåñòâî U∂ îãðàíè÷åíî â L2(t0, T ;Rn+1) è ðåøå-
íèå ñèñòåìû (2.10) îãðàíè÷åíî â H1(t0, T ;R2n+2) äëÿ ëþáîãî u èç U∂ , ïîëó-
÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî Ξ îãðàíè÷åíî ïî íîðìå L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2):

‖(u, x)‖L2(t0,T ;Rn+1)×H1(t0,T ;R2n+2) = ‖x‖H1(t0,T ;R2n+2) + ‖u‖L2(t0,T ;Rn+1) ≤ S.
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Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî L2(t0, T ;Rn+1) × H1(t0, T ;R2n+2) ÿâëÿåòñÿ ðåô-
ëåêñèâíûì, òî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áàíàõà î ñëàáîé êîìïàêòíîñòè îãðàíè÷åí-
íîãî ìíîæåñòâà â ðåôëåêñèâíîì ïðîñòðàíñòâå, èìååì: Ξ � ñåêâåíöèàëüíî
ñëàáî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2).

Çíà÷èò, èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(uk, xk)}k∈N ∈ Ξ ìîæíî èçâëå÷ü
ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî îçíà÷àåò: ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïàðà (u∗, x∗) ∈ L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2), ÷òî ïðè k →∞ âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå (uk, xk) → (u∗, x∗) (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Òàê êàê
ïðè êàæäîì çíà÷åíèè k âûïîëíÿåòñÿ (uk, xk) ∈ U∂ ×K, à ìíîæåñòâî U∂ ×K,
ñîãëàñíî åãî îïðåäåëåíèþ (ñì. ôîðìóëû (2.6), (2.7)) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî çàìêíó-
òûì, òî, î÷åâèäíî, ÷òî (u∗, x∗) ∈ U∂×K. Ïîêàæåì, ÷òî ïàðà (u∗, x∗) óäîâëåò-
âîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.10). Äëÿ ýòîãî çàìåíèì åå ýêâèâàëåíòíîé ñèñòå-
ìîé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

xk(t) = xk(t0) +
∫ t

t0

(f(xk(τ)) + uk(τ)) dτ. (3.6)

Êàê èçâåñòíî, èç xk ⇀ x∗ â H1(t0, T ;R2n+2) (òåîðåìà Ðåëèõà � Êîíäðàøî-
âà è òåîðåìà î âëîæåíèè Ñîáîëåâà) ñëåäóåò, ÷òî xk → x∗ â L2(t0, T ;R2n+2) è
C(t0, T ;R2n+2). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñëàáîé ñõîäèìîñòè, ïðè k →∞ èìååì
(1, uk)L2(t0,T ;Rn+1) → (1, u∗)L2(t0,T ;Rn+1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â
ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (3.6) ïðè k → ∞ è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î
ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

x∗(t) = x∗(t0) +
∫ t

t0

(f(x∗(τ)) + u∗(τ)) dτ. (3.7)

Ñëåäîâàòåëüíî, (u∗, x∗) ∈ Ξ, ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.
Òåì ñàìûì ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ñëåäñòâèå 3.1. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð â çàäà÷å (2.1)�(2.5) ÿâëÿåòñÿ
ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî êîìïàêòíûì îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè â ïðîñò-
ðàíñòâå L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2).
Îïðåäåëåíèå 3.2. Ôóíêöèîíàë L : L2(t0, T ;Rn+1) ×H1(t0, T ;R2n+2) −→ R
áóäåì íàçûâàòü ñåêâåíöèàëüíî ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ
òîïîëîãèé â L2(t0, T ;Rn+1) è H1(t0, T ;R2n+2), åñëè èç òîãî, ÷òî U∂ 3 uk ⇀ u
â L2(t0, T ;Rn+1) è K 3 xk ⇀ x â H1(t0, T ;R2n+2) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

lim inf
k→∞

L(uk, xk) ≥ L(u, x).

Êàê ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.8), òèïè÷íûìè ñîñòàâëÿþùèìè ôóíêöèî-
íàëà L âûñòóïàþò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

L1(u, x) = C1

∫ T

t0

x2(t) cos x(t) dt, (3.8)

L2(u, x) = C2

∫ T

t0

ẋ(t) sin x(t) dt, (3.9)
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ãäå C1, C2 � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
Â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H1(t0, T ;R2n+2) â C(t0, T ;R2n+2) èìååì,

÷òî x2
k(t) ·cosxk(t) → x∗2(t) ·cosx∗(t) ðàâíîìåðíî ïðè k →∞. Òàêèì îáðàçîì,

ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, íàõî-
äèì:

lim
k→∞

L1(uk, xk) = lim
k→∞

C1

∫ T

t0

x2
k(t) cos xk(t) dt =

= C1

∫ T

t0

x∗2(t) cos x∗(t) dt = L1(u∗, x∗). (3.10)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L1(u, x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì îòíî-
ñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâå L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2).

Ïðèâåäåì èçâåñòíûé èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ðåçóëüòàò:

Ëåììà 3.2. Ïóñòü â L2(t0, T ;R2n+2) çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {vk} è
{yk} òàêèå, ÷òî vk ⇀ v∗ â L2(t0, T ;R2n+2), yk → y∗ â L2(t0, T ;R2n+2). Òîãäà
(yk, vk)L2(t0,T ;R2n+2) → (y∗, v∗)L2(t0,T ;R2n+2) ïðè k →∞.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2 è òî, ÷òî âëîæåíèå H1(t0, T ;R2n+2) â L2(t0, T ;R2n+2)
êîìïàêòíî, èìååì:

lim
k→∞

L2(uk, xk) = lim
k→∞

C2

∫ T

t0

ẋk(t) cos xk(t) dt =

= C2

∫ T

t0

ẋ∗(t) sin x∗(t) dt = L2(u∗, x∗). (3.11)

Òåì ñàìûì ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ñëåäñòâèå 3.2. Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (2.8) ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó îòíîñè-
òåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè â L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2).

Ïðåäñòàâèì çàäà÷ó (2.1)�(2.5) â ñëåäóþùåì âèäå:

inf
(u,x)∈Ξ

L(u, x), (3.12)

Ξ =
{
(u, x) ∈ L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2)|ẋ = f(u, x),

x(t0) = x0, u ∈ U∂ , x ∈ K} . (3.13)

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà [4] î òîì, ÷òî ñåêâåíöèàëüíî
ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñò-
ðàíñòâà, íà êîòîðîì îí îïðåäåëåí, íà ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî êîìïàêòíîì ìíî-
æåñòâå îãðàíè÷åí ñíèçó è äîñòèãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíè, ïîëó÷èì, ÷òî çàäà÷à
(3.12)�(3.13) èìååò ðåøåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:



106 Â. Í. ÁÎÃÎÌÀÇ, È. Â. ØÀÏÎÂÀË

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî U∂ îãðàíè÷åíî â L2(t0, T ;Rn+1), óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû ẋ = f(u, x) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè Êàðàòåîäîðè, ïðàâûå ÷àñòè
êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà îòíîñèòåëüíî x, ôóíêöèîíàë
êà÷åñòâà L : L2(t0, T ;Rn+1) × H1(t0, T ;R2n+2) → R ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó
îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè â L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2), ýëåìåí-
òû ìíîæåñòâà K ïîòî÷å÷íî îãðàíè÷åíû. Òîãäà çàäà÷à (3.12)�(3.13) ðàçðå-
øèìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà ðåãóëÿðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó èç ðàçðåøè-
ìîñòè çàäà÷è (3.12)�(3.13) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð Ξ íåïóñòî,
à çíà÷èò îíà ðåãóëÿðíà. Ïðÿìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàçðåøèìîñòè çàäà-
÷è (3.12)�(3.13). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (3.12)�(3.13) ÿâëÿåò-
ñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ
ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Íî ïðè åãî ðåàëèçàöèè âîçíèêàþò ñóùåñòâåííûå
òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïîÿâëåíèåì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé
ñëàãàåìûõ, çàâèñÿùèõ îò íåêîòîðîé ìåðû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óïðîùåíèÿ ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòè-
ìàëüíîñòè ïðåäëàãàåòñÿ çàìåíèòü ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ íà íåêîòîðóþ ôóíê-
öèþ øòðàôà.

Ââåäåì äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

Ξ1 =
{
(u, x) ∈ L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2)|ẋ = f(u, x),

x(t0) = x0, u ∈ U∂} .

Ξ2 =
{
(u, x) ∈ L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2)|x ∈ K

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî Ξ =
⋂2

i=1 Ξi � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð â çàäà÷å (3.12)�
(3.13).

Ïóñòü β : H1(t0, T ;R2n+2) → R+ � íåêîòîðàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó îò-
íîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâå H1(t0, T ;R2n+2) ôóíêöèÿ òàêàÿ,
÷òî β(x) > 0 ïðè x /∈ K è β(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x èç K.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (3.12)�(3.13) ïîñëå çàìåíû ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé
ôóíêöèåé øòðàôà áóäåò èìåòü âèä:

inf
(u,x)∈Ξ1

Lε(u, x), (3.14)

Ξ1 =
{
(u, x) ∈ L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2)|ẋ = f(u, x),

x(t0) = x0, u ∈ U∂} , (3.15)

ãäå Lε(u, x) = L(u, x) + ε−1β(x).
Äëÿ çàäà÷è (3.14)�(3.15) ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
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Ëåììà 3.3. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 çàäà÷à (3.14)�(3.15) ðàçðåøèìà. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïàð (uε, xε), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè â çàäà÷å (3.14)�(3.15)
ïðè ìîíîòîííî óáûâàþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà øòðàôà ε, ñëàáî ñõîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ çàäà÷è (3.12)�(3.13) ïðè ε → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî Ξ1 (ñì. ôîðìóëó
(3.15)) ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî êîìïàêòíî â L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2). Èç
ñëåäñòâèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàë Lε(u, x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó
íà Ξ1 â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè øòðàôà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 â ñèëó òåîðåìû 2 ñóùåñòâóåò ïàðà
(uε, xε) ∈ Ξ1 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: Lε(uε, xε) ≤ Lε(u, x), äëÿ
ëþáûõ (u, x) ∈ Ξ1.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 ïàðà (uε, xε) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â
ïðîñòðàíñòâå L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2). À ïîñêîëüêó L2(t0, T ;Rn+1)×
H1(t0, T ;R2n+2) ðåôëåêñèâíî, òî, ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì è ñî-
õðàíÿÿ îáîçíà÷åíèå íóìåðàöèè, èìååì (uε, xε) ⇀ (u∗, x∗) â L2(t0, T ;Rn+1) ×
H1(t0, T ;R2n+2) ïðè ε → 0. Ó÷èòûâàÿ ðåãóëÿðíîñòü çàäà÷è (3.12)�(3.13) è òî,
÷òî U∂ ñëàáî çàìêíóòî â L2(t0, T ;Rn+1), èìååì (u∗, x∗) ∈ Ξ1.

Ïîêàæåì, ÷òî x∗ ∈ K è ïàðà (u∗, x∗) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì â
çàäà÷å (3.12)�(3.13).

Ïóñòü (ω, x(ω)) ∈ Ξ1 � íåêîòîðàÿ äîïóñòèìàÿ ïàðà â çàäà÷å (3.12)�(3.13).
Òîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñïðàâåäëèâî Lε(uε, xε) ≤ Lε(ω, x(ω)) ≤ L(ω, x(ω)),
ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî β(x(ω)) = 0. Â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè
ñíèçó ôóíêöèîíàëà Lε(u, x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

lim inf
ε→0

Lε(uε, xε) ≥ lim inf
ε→0

L(uε, xε) ≥ L(u∗, x∗).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî β(xε) ≤ c · ε, ãäå c − const. Â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíî-
ñòè ñíèçó ôóíêöèè β(x) ñïðàâåäëèâî: β(x∗) ≤ lim infε→0 β(xε) ≤ 0. Îòñþäà
íåìåäëåííî ñëåäóåò îïòèìàëüíîñòü óïðàâëåíèÿ u∗ è òî, ÷òî x∗ ∈ K, ò. å.
(u∗, x∗) ∈ Ξ. Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ çàäà÷è (3.12)�(3.13) â êà÷åñòâå ôóíêöèè β(x) âûáåðåì:

β(x) =
2n+2∑

k=n+2

(
‖µ+

1 (xk(t))‖2
L2(t0,T ) + ‖µ+

2 (xk(t))‖2
L2(t0,T )

)
, (3.16)

ãäå µ+
1 (xk(t)) = max{0, xk(t)− αmax}, µ+

2 (xk(t)) = max{0, αmin − xk(t)}.
Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ β(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó îòíîñèòåëü-

íî ñëàáîé òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâå H1(t0, T ;R2n+2).
Ïóñòü xn ⇀ x∗ â H1(t0, T ;R2n+2), òîãäà â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ

H1(t0, T ;R2n+2) â L2(t0, T ;R2n+2), èìååì xn → x∗ â L2(t0, T ;R2n+2) (òåîðåìà
Ðåëèõà � Êîíäðàøîâà). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñ-
òâî:

lim
n→∞ ‖xn‖L2(t0,T ;R2n+2) = ‖x∗‖L2(t0,T ;R2n+2),
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çíà÷èò íîðìà ïðîñòðàíñòâà L2(Ω;R2n+2) íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òî-
ïîëîãèè â H1(t0, T ;R2n+2).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè µ+
1 (xk(t)), µ+

2 (xk(t)) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû ïî
xk. Èñïîëüçóÿ êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ H1(t0, T ;R2n+2) â C(t0, T ;R2n+2), ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

lim
n→∞ ‖µ

+
1 (xn)‖L2(t0,T ;R2n+2) = ‖µ+

1 (x∗)‖L2(t0,T ;R2n+2),

lim
n→∞ ‖µ

+
2 (xn)‖L2(t0,T ;R2n+2) = ‖µ+

2 (x∗)‖L2(t0,T ;R2n+2).

Ýòî äàåò îñíîâàíèå óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ β(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
îòíîñèòåëüíî ñëàáîé òîïîëîãèè â H1(t0, T ;R2n+2), à çíà÷èò è ïîëóíåïðåðûâ-
íîé ñíèçó. Ïîñëå çàìåíû ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé ôóíêöèåé øòðàôà β(x) çàäà-
÷à (3.14)�(3.15) áóäåò èìåòü âèä:

inf
(u,x)∈Ξ1

1
T − t0

∫ T

t0

B̃ε(u, x)dt, (3.17)

Ξ1 =
{
(u, x) ∈ L2(t0, T ;Rn+1)×H1(t0, T ;R2n+2)|ẋ = f(u, x),

x(t0) = x0, u ∈ U∂} , (3.18)

ãäå B̃ε(u, x) = B̃(u, x) + ε−1
2n+2∑

k=n+2

(|µ+
1 (xk(t))|2 + |µ+

2 (xk(t))|2); ε � ïàðàìåòð

øòðàôà.
Ïðèìåíÿÿ ê çàäà÷å (3.17)�(3.18) ëåììó 3, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð (uε, xε), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèÿìè çàäà÷è (3.17)�(3.18) ïðè ðàçëè÷íûõ ìîíîòîííî óáûâàþùèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà øòðàôà ε, ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (3.12)�(3.13) ïðè
ε → 0.

4. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

Êàê èçâåñòíî, äëÿ çàäà÷è (3.17)�(3.18) ïðè ôèêñèðîâàííîì ε > 0 íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Ââåäåì äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà â âèäå:

Hε(t, x, u, p, λ) = (p | f(u, x))R2n+2 − λB̃ε(u, x), (4.1)

è ôóíêöèþ Hε(t, x, p, λ) â âèäå:

Hε(t, x, p, λ) = sup
u∈U∂

Hε(t, x, u, p, λ), (4.2)

ãäå (.|.)R2n+2 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå R2n+2.
Ïðèâåäåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà:
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Òåîðåìà 4.1. [3] Ïóñòü (uε(t), xε(t)) � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ â
çàäà÷å (3.17)�(3.18), îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå [t0, T ]. Òîãäà ñóùåñòâóþò
íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ÷èñëî λ > 0, âåêòîðû l0 ∈ R2n+2, l1 ∈ R2n+2 è
âåêòîð-ôóíêöèÿ p(t) òàêèå, ÷òî:

1) âåêòîð-ôóíêöèÿ p(t) óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæåííîìó óðàâíåíèþ

ṗ = −f∗x(uε, xε) · p + λB̃ε(uε, xε); (4.3)

2) âåêòîð-ôóíêöèÿ p(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè (ïî-
ñêîëüêó ïðàâûé êîíåö ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñâîáîäíûé)

p(T ) = −h∗1x(x(T )) · l1 = 0; (4.4)

3) ïî÷òè ïðè âñåõ t ∈ [t0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Hε(t, x, u, p, λ) = Hε(t, x, p, λ). (4.5)

Åñëè λ = 0, òî âñëåäñòâèå óñëîâèÿ (4.4) âñå ìíîæèòåëè áóäóò ðàâíû íó-
ëþ, ÷òî èñêëþ÷åíî ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Òîãäà äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ïðèìåì λ = 1.

Äëÿ çàäà÷è (3.17)�(3.18) ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà èìååò âèä:

Hε(t, x, u, p, λ) =
2n+2∑

i=1

pifi(x) +
n∑

i=1

pi+n+1
ui

I1∂
+ p2n+2

un+1

M(x)
− B̃ε(u, x), (4.6)

ãäå fi(x) = fi(u, x), ∀i ∈ [1, n + 1], fi(x) = fi(u, x)− ui−n−1

Ii−n−1∂
, ∀i ∈ [n + 2, 2n + 1],

f2n+2(x) = f2n+2(u, x)− un+1

M(x) , ∀i ∈ [n + 1, 2n + 1].
Óðàâíåíèÿ (4.3) èìåþò âèä:

ṗ =
2n+2∑

i=1

pifixj (x) + p2n+2un+1

(
1

M(x)

)

xj

+ B̃εxj (u, x), ∀j = 1, 2n + 2. (4.7)

Îïóñêàÿ ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ, âûðàæåíèå (4.6) ìîæíî ïðèâåñòè ê
âèäó:

Hε(t, x, u, p, λ) = Fε(x, p) +
n+1∑

i=1

uiϕi(t, x), (4.8)

ãäå

Fε(x, p) =
n+1∑

i=1

pixn+1+i +
2n+2∑

i=n+2

(pi(fi(x))−
n∑

i=1

(mi[x2
2n+2Ri cosxn+1+

+(f2n+2(x))Ri sinxn+1 + x2
n+i+1ri cosxi + (fi+n+1(x))ri sinxi+

+mizv
Ri

2
[(f2n+2(x)) sin(xn+1 + λ(i− 1)) + x2

2n+2 cos(xn+1 + λ(i− 1))])+

+ε−1
2n+2∑

k=n+2

(|µ+
1 (xk(t))|2 + |µ+

2 (xk(t))|2),
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ϕi(t, x) =
1

Ii∂
(pi+n+1 −miri sinxi), (4.9)

ϕn+1(t, x) =
1

M(x)
(p2n+2 − sin(xn+1)

n∑

i=1

miRi+

+
n∑

i=1

mizv
Ri

2
sin(xn+1 + λ(i− 1))). (4.10)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè (4.5) â çàäà÷å (3.17)�(3.18) ïðè-
ìåò âèä:

ui = αmaxsign[ϕi(t, x)], i = 1, n + 1. (4.11)

5. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà áûëà ðàññìîòðåíà âèáðîñèñòåìà ñ äâóìÿ îäèíàêî-
âûìè äåáàëàíñàìè è îäèíàêîâûìè çâåíüÿìè âîäèëà (n = 2). Äèíàìèêà ñèñòå-
ìû íàáëþäàëàñü â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè [0, 40] ñåêóíäû. Ìàññà îäíîãî
äåáàëàíñà m = 4 êã, ìàññà îäíîãî çâåíà âîäèëà mzv = 2 êã, äëèíà çâåíà
êàæäîãî âîäèëà R = 0, 35 ì, ðàäèóñ äåáàëàíñà E = 0, 12 ì, ýêñöåíòðèñè-
òåò äåáàëàíñà r = 0, 072 ì, ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùå-
íèÿ äåáàëàíñîâ è âîäèëà αmax = −αmin = 150ðàä/ñ, ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò
âðàùåíèÿ ïðèâîäîâ äëÿ äåáàëàíñîâ mmax = 2 Íì, à äëÿ âîäèëà mmax = 1 Íì,
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå âèáðîñèñòåìû îïðåäåëÿåò âåêòîð x0 = (π, π, 0, 0, 0, 0)T .

Çàìå÷àíèå 5.1. Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî äåáàëàíñîâ
÷åòíîå, òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî
âîçìóùàþùèå ñèëû îò âðàùåíèÿ çâåíüåâ âîäèëà êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë (2.8) äëÿ çàäàííîé âèáðîñèñòåìû áóäåò èìåòü
âèä:

L(x(·), u(·)) =
1
40

40∫

0

[
2mR(x2

6 cosx3 + ẋ6 sinx3)+

+mr(x2
4 cosx1 + ẋ4 sinx1 + x2

5 cosx2 + ẋ5 sinx2)
]
dt.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ
ìåòîä ëîêàëüíûõ âàðèàöèé. Ïîëó÷åííûå çàêîíû îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé
u1, u2, u3 èìåþò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 1.
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Ðèñ. 1. Ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ

Êðèâàÿ èçìåíåíèÿ âåðòèêàëüíîé âîçìóùàþùåé ñèëû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ, ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 2. Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà
íà îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ðàâåí � 26,95 Í.
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Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ ñóììàðíîé âîçìóùàþùåé ñèëû B(u, x)
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Ïðè äåéñòâèè íà âàëû äåáàëàíñîâ è âîäèëà íàéäåííûõ ìîìåíòîâ âðàùå-
íèÿ u1, u2, u3 ôàçîâûå êîîðäèíàòû x1, x2, x3, x4, x5, x6 èçìåíÿþòñÿ ïî êðèâûì,
ïîêàçàííûì íà ðèñóíêå 3.
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(b) Ôóíêöèÿ ôàçîâîé êîîðäèíàòû x2(t)
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(c) Ôóíêöèÿ ôàçîâîé êîîðäèíàòû x3(t)
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(d) Ôóíêöèÿ ôàçîâîé êîîðäèíàòû x4(t)
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(e) Ôóíêöèÿ ôàçîâîé êîîðäèíàòû x5(t)
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(f) Ôóíêöèÿ ôàçîâîé êîîðäèíàòû x6(t)

Ðèñ. 3. Ôóíêöèè èçìåíåíèÿ óãëîâ ïîâîðîòà äåáàëàíñîâ è âîäèëà

Ðàññìàòðèâàÿ êðèâóþ èçìåíåíèÿ ñóììàðíîé âîçìóùàþùåé ñèëû, ïðèõî-
äèì ê âûâîäó, ÷òî ñðåäíåå åå çíà÷åíèå íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè
îòðèöàòåëüíî, îäíàêî, êàê âèäíî èç ðèñóíêà 2, ñóùåñòâóþò âðåìåííûå èíòåð-
âàëû, ãäå ñóììàðíàÿ âîçìóùàþùàÿ ñèëà ïîëîæèòåëüíàÿ, ò. å., äàâëåíèå ìà-
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øèíû íà ãðóíò ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåæåëàòåëüíûì.

6. Âûâîäû

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âèáðîñèñòåìîé
ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé è îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ. Ñ èñïîëü-
çîâàíèåì èäåîëîãèè ìåòîäà øòðàôîâ ïîëó÷åíî àïïðîêñèìàöèîííîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå èñõîäíîé çàäà÷è è ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ çàäà÷
áëèçêè ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé.

Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî çà-
êîíû îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ïðèíèìàþò âèä óïðàâëåíèé òèïà bang-bang.

Ðàññìîòðåíà ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà
âèáðîñèñòåìà îñíàùåíà äâóìÿ äåáàëàíñàìè. Íà îñíîâàíèè ìåòîäà ëîêàëü-
íûõ âàðèàöèé ïîëó÷åíû çàêîíû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ôîðìå bang-
bang óïðàâëåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïðèìå÷àòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå âîçìóùàþùåé
ñèëû, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà â èñõîäíîé çàäà÷å, ÿâ-
ëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Îäíàêî çàêîí åå èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïîêàçûâàåò
íàëè÷èå òàêèõ âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, ãäå îíà ïðèíèìàåò ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ áîëüøåãî êà÷åñòâà â
óïðàâëåíèè òàêîé âèáðîñèñòåìîé íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü èäåîëîãèþ òåîðèè
çàäà÷ âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè.
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