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Îòðèìàíî àëãîðèòì ñàìîðåãóëÿðèçàöi¨ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåä-
ãîëüìà ïåðøîãî ðîäó i êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: áiãàðìîíi÷íå ðiâíÿííÿ, êðàéîâà çàäà÷à, íåêàíîíi÷íà ôîðìà îáëàñòi.

1. Âñòóï

Äëÿ ïîñòàíîâêè i ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñêëàäíèõ çàäà÷ îïòèìiçàöi¨ [7], ìåõàíiêè
[2], òåîði¨ êåðóâàííÿ [8] íåîáõiäíi åôåêòèâíi îá÷èñëþâàëüíi àëãîðèòìè ðîç-
â'ÿçêó êðàéîâèõ çàäà÷ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Íà âiäìiíó âiä òî÷íèõ
(àíàëiòè÷íèõ) ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ êàíîíi÷íèõ îáëàñòåé, îòðèìàòè òàêèé ðîçâ'ÿçîê
ó âèïàäêó ñêëàäíî¨ ôîðìè îáëàñòi äîñèòü ñêëàäíî. Äàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàáëè-
æåíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà iíòåãðàëüíî-
ìó ïðåäñòàâëåííi ïåâíîãî òèïó i, ãîëîâíå, ïðè öüîìó åôåêòèâíî âðàõîâó¹òü-
ñÿ ñêëàäíiñòü îáëàñòi. Îá÷èñëþâàëüíà åôåêòèâíiñòü öüîãî ìåòîäó, ÿêèé ìà¹
íàçâó ìåòîäó ïîòåíöiàëó,  ðóíòó¹òüñÿ íà äâîõ âiäîìèõ îáñòàâèíàõ. Ïåðøà
ç íèõ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êðàéîâà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè iíòåãðàëü-
íèõ ðiâíÿíü. Öå îçíà÷à¹, ùî àïðîêñèìàöi¨ ïðè ÷èñåëüíié ðåàëiçàöi¨ ìåòîäiâ
ïîòåíöiàëó ïiäëÿãàþòü iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè, à íå äèôåðåíöiàëüíi. À òàêà
àïðîêñèìàöiÿ ìîæå áóòè çäiéñíåíà ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ ïðè ìàëèõ çàòðàòàõ
÷àñó íà îá÷èñëåííÿ. Äðóãèé ìîìåíò � çâåäåííÿ âèõiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äî
êîíòóðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü � ïðèâîäèòü äî ñêîðî÷åííÿ íà îäèíèöþ ðîç-
ìiðíîñòi ìíîæèíè, íà ÿêié âiäøóêóþòüñÿ íåâiäîìi.

Ìåòîä ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ÿäðàìè âiäïîâiäíèõ ïîòåíöiàëiâ ¹ ôóíäàìåí-
òàëüíi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ñàìå òàêèé âàðiàíò
ìåòîäó ïîòåíöiàëó áóâ âèêîðèñòàíèé. Â ïðîöåñi ðîçðîáêè, çàñâî¹ííÿ i ïîãëè-
áëåííÿ óÿâëåíü ïðî îá÷èñëþâàëüíi ìîæëèâîñòi öüîãî ïiäõîäó âèÿâëåíi éîãî
iñòîòíi ïåðåâàãè i ïîìiòíà êîíêóðåíòîñïðîìîæíiñòü ïîðiâíÿíî ç iíøèìè íàá-
ëèæåíèìè ìåòîäàìè � ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ i êiíöåâèõ ðiçíèöü [2, 9].

2. Êðàéîâà çàäà÷à äëÿ áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ

∆∆w(x, y) = 0, (2.1)
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w|Γ = ϕ,
dw

dn

∣∣∣∣
Γ

= ψ, (2.2)

w = w(x, y) � íåâiäîìà ôóíêöiÿ; Γ � êîíòóð ñêëàäíî¨ ôîðìè, ÿêèé îáìåæó¹
îáëàñòü Ω; ϕ, ψ � íåïåðåðâíi â Ω ôóíêöi¨. Íà âiäìiíó âiä òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ
äëÿ êàíîíi÷íèõ îáëàñòåé, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íàáëèæåíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ. Îñòàííié áàçó¹òüñÿ íà iíòåãðàëüíî-
ìó ïðåäñòàâëåííi ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi ñóìè áiãàðìîíi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ, ÿäðà
ÿêèõ ¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2.1). Îòæå, ðîçâ'ÿçîê çàäà-
÷i (2.1)�(2.2) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi:

w(x, y) =
∫

Γ

[
µ1(s)r2 ln r + µ2(s)

∂

∂ν
(r2 ln r)

]
dΓ(s), (2.3)

äå µ1, µ2 � íåâiäîìi ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi, r =
√

(x− ξ)2 − (y − η)2. Äàëi êðàéî-
âà çàäà÷à (2.1)�(2.2) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà
ïåðøîãî ðîäó

∫

Γ
r2 ln rµ1(s) dΓ +

∫

Γ

∂

∂ν
(r2 ln r)µ2(s) dΓ(s) = ϕ(x, y),

∫

Γ

∂

∂n
(r2 ln r)µ1(s) dΓ +

∫

Γ

∂2

∂n∂ν
(r2 ln r)µ2(s) dΓ(s) = ψ(x, y), (2.4)

ÿêi ¹ íåêîðåêòíèìè çà òðåòüîþ óìîâîþ Àäàìàðà [9]. Ñèñòåìó (2.4) ïîäàìî ó
âèãëÿäi, çðó÷íîìó äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ. Äëÿ öüîãî òðåáà
çíàéòè ïîõiäíi ïî íîðìàëi, ïîäàòè ¨õ ó âèãëÿäi, çðó÷íîìó äëÿ çàñòîñóâàííÿ
âiäîìèõ ôîðìóë àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ [6] äëÿ çíàõîäæåííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ
ôóíêöié êóòiâ:

∫

Γ
r2 ln rµ1(s) dΓ +

∫

Γ
−r(2 ln r + 1) cos (r, ν)µ2(s) dΓ(s) = ϕ(x, y),

∫

Γ
r(2 ln r + 1) cos(r, n)µ1(s) dΓ +

∫

Γ
[(2 ln r + 3) cos(r, ν) cos (r, n)+

+ k1k2(2 ln r + 1) sin(r, n) sin (r, ν)]µ2(s) dΓ(s) = ψ(x, y), (2.5)

äå k1 = sign (Ïðoz[n×r]), k2 = sign (Ïðoz[ν×r]). Íàÿâíiñòü â ÿäðàõ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (2.5) ëîãàðèôìi÷íèõ îñîáëèâîñòåé äîçâîëÿ¹ äîìîãòèñÿ ðåãóëÿðèçóþ÷îãî
åôåêòó ¨õ ðîçâ'ÿçêó ïðÿìèìè îá÷èñëþâàëüíèìè ìåòîäàìè, ùî ïiäòâåðäæåíî
äîñâiäîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïîäiáíîãî òèïó [5]. �õ ñóòü ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.5) çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè
Ñèìïñîíà çâîäèìî äî ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ. Äëÿ öüîãî êîíòóð Γ ðîçáèâà¹ìî
íà n åëåìåíòàðíèõ äóã, íà êîæíié ç ÿêèõ îáèðà¹ìî ïðîìiæíó òî÷êó. Ñèñòåìó
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü íàáëèæåíî, çàìiíîþ iíòåãðàëiâ ïî åëåìåíòàðíèõ äóãàõ,
ïîäà¹ìî ó âèãëÿäi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü:

n∑

i=1

I1iµ1i +
n∑

i=1

I ′1iµ2i = ϕ1,
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.................................................
n∑

i=1

Iniµ1i +
n∑

i=1

I ′niµ2i = ϕn,

n∑

i=1

I ′′1iµ1i +
n∑

i=1

I ′′′1iµ2i = ψ1, (2.6)

..................................................
n∑

i=1

I ′′niµ1i +
n∑

i=1

I ′′′niµ2i = ψn,

äå µ1, µ2 � íåâiäîìi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi, ϕi i ψi � âiäîìi çíà÷åííÿ
ôóíêöié ϕ i ψ íà i-é ÷àñòèíi êîíòóðó, Iij , I ′ij , I ′′ij , I ′′′ij � êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè
ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, îá÷èñëåíi çà ôîðìóëîþ Ñèìïñîíà. Â ðåçóëü-
òàòi ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.6) âèçíà÷à¹ìî µ1 i µ2 íà äiëÿíêàõ êîíòóðó. Ïiñëÿ
öüîãî ìîæíà ïiäðàõóâàòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ w(x, y) â áóäü-ÿêié âíóòðiøíié
òî÷öi îáëàñòi. Ïðèêëàäè ÷èñåëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ ìåòîäó ïîòåíöiàëó ñâiä÷àòü ïðî
éîãî âèñîêó îá÷èñëþâàëüíó åôåêòèâíiñòü (òî÷íiñòü ó ìîäåëüíèõ çàäà÷àõ ñòà-
íîâèòü ïîíàä 99 %). Äëÿ ïåðåâiðêè ÷èñåëüíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçãëÿäà¹ìî ðiçíi
áiãàðìîíi÷íi â îáëàñòi Ω ôóíêöi¨ f(x, y), òîáòî ∆∆ f(x, y) = 0. Òàêi ôóíê-
öi¨ äàëi íàçèâàþòüñÿ ìîäåëüíèìè. Âîíè íàâåäåíi â äðóãié êîëîíöi òàáëèöi 2.
Ïîòiì ôîðìóëþ¹ìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó:

w|Γ = f , dw
dn

∣∣∣∣
Γ

=
df
dn

∣∣∣∣
Γ

.

Â ñèëó ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó îñòàííüî¨, çíàéäåíà ôóíêöiÿ w(x,y) ó âíóòðiøíiõ
òî÷êàõ îáëàñòi ïîâèííà òîòîæíî çáiãàòèñÿ ç ìîäåëüíîþ ôóíêöi¹þ. Â òàáëè-
öi 1, íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó, ÿêi ñâiä÷àòü ïðî
ÿâèùå ñàìîðåãóëÿðèçàöi¨ â ñèñòåìi iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.4).

Ôîðìà êîíòóðó f(x,y) (x,y)∈ Ω Òî÷í. ðîçâ. Íàáë. ðîçâ.
Êîëî ðàäióñà R=6 x2/2 + y2/2 (0,1) 0.500000 0.497914
Êîëî ðàäióñà R=8 3 (3,0) 3.00000 3.00007
Åëiïñ a=10, b=8 x2/2 + y2/2 (0,5) 12.5000 12.5009
Åëiïñ a=3, b=15 5 (0,4) 5.00000 4.99949
Åëiïñ a=7, b=5 x+y (3,4) 7.00000 7.00142

Òàáëèöÿ 1.
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3. Êðàéîâà çàäà÷à äëÿ íåîäíîðiäíîãî áiãàðìîíi÷íîãî
ðiâíÿííÿ. Ôiçè÷íèé ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Ñîôi Æåðìåí, òîáòî ðiâíÿííÿ çãèíó ñåðåäèííèõ òî-
÷îê òîíêî¨ ïðóæíî¨ ïëàñòèíè

∆∆w(x,y) =
q

D
, (3.1)

w|Γ = 0,
dw
dn

∣∣∣∣
Γ

= 0, (3.2)

äå w = w(x, y) � íåâiäîìà ôóíêöiÿ çãèíó ñåðåäèííî¨ òî÷êè (x,y) ïëàñòèíè
(ïðèçìàòè÷íå òiëî, òîâùèíà ÿêîãî ìàëà ïîðiâíÿíî ç iíøèìè ãåîìåòðè÷íèìè
ïàðàìåòðàìè), Γ � êîíòóð ïëàñòèíè, ÿêèé îáìåæó¹ ¨¨ îáëàñòü Ω, q = const �
iíòåíñèâíiñòü ïîïåðå÷íîãî íàâàíòàæåííÿ; D = Eh2

12(1−σ2)
� öèëiíäðè÷íà æîðñò-

êiñòü ïëàñòèíè, h � òîâùèíà ïëàñòèíè, E � ìîäóëü ïðóæíîñòi ïåðøîãî ðîäó,
σ � êîåôiöi¹íò Ïóàññîíà ¨¨ ìàòåðiàëó. Êðàéîâi óìîâè (3.2) ôiçè÷íî âiäïîâiäà-
þòü âèïàäêó, êîëè ïëàñòèíà â ãðàíè÷íèõ òî÷êàõ æîðñòêî çàêðiïëåíà. Ëåãêî
ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòàíîâêîþ, ùî ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3.1) áóäå

w1(x, y) =
q(x2 + y2)2

D
. (3.3)

Òîäi
∆∆w1(x, y) =

q

D
. (3.4)

Äàëi ðîçâ'ÿæåìî îäíîðiäíó çàäà÷ó ç íåîäíîðiäíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

∆∆w2(x, y) = 0, (3.5)

w2|Γ = −w1(x, y),
dw2

dn

∣∣∣∣
Γ

= −∂w1(x, y)
∂n

. (3.6)

Òîáòî ïðè ôîðìóâàííi êðàéîâèõ óìîâ (3.6) ìè ôàêòè÷íî îá÷èñëþ¹ìî íà êîí-
òóði Γ âiäîìó ôóíêöiþ w1(x, y) òà ¨¨ íîðìàëüíó ïîõiäíó. Àëãîðèòì ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i (3.5)�(3.6) ¹ òàêèì ñàìèì, ÿê i äëÿ çàäà÷i (2.1)�(2.2). Çíàéøîâøè ôóíê-
öi¨ ùiëüíîñòi µ1, µ2, ìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1)�(3.2):

w(x, y) = w1(x, y) + w2(x, y),

w(x, y) =
q(x2 + y2)2

D
+

∫

Γ
(r2 ln r)µ1(ξ, η) dΓ(ξ, η)+

+
∫

Γ
−r(2 ln r + 1)µ2(ξ, η) dΓ(ξ, η),

äå r =
√

(x− ξ)2 − (y − η)2, à (x, y)� âíóòðiøíÿ òî÷êà îáëàñòi Ω. Íàâåäåìî
êîíêðåòíi ïðèêëàäè ðîçðàõóíêó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïëàñòèí,
ÿêi áóäåìî îá÷èñëþâàòè çà òàêèìè ïàðàìåòðàìè: h = 0, 07 ì, q = 3 êí/ì2,
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σ = 0.3, E= 21.5 1010 Íì2. Çàóâàæèìî, ùî â ïðèêëàäàõ 1, 2 i 3 ðîçãëÿäàþòü-
ñÿ ïëàñòèíè êàíîíi÷íî¨ ôîðìè i ðåçóëüòàòè (çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ w(x, y)) çáiãà-
þòüñÿ ç âiäîìèìè [10], à â ïðèêëàäàõ 4 i 5 ïðîâåäåíî ðîçðàõóíîê íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïëàñòèí, äëÿ ÿêèõ òî÷íå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ çãèíó ñåðå-
äèííèõ òî÷îê w(x, y) íå âiäîìå.

Ïðèêëàä 1. Äëÿ åëiïñà (çîêðåìà, êðóãà) îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà
ïîðiâíÿòè ç âiäîìèìè, îá÷èñëåíèìè àíàëiòè÷íî. Â òàáëèöi 2 íàâåäåíî òàêi
ïîðiâíÿííÿ äëÿ ïëàñòèíè, ÿêà ìà¹ ôîðìó êðóãà ðàäióñà 5. Äàíi òàáëèöi ñâiä-
÷àòü ïðî âèñîêó òî÷íiñòü ìåòîäó.

Êîîðä. òî÷îê ïëàñò. Îòðèì. ðîçâ. Òî÷íèé ðîçâ. Ïîõèáêà
(5,0) 0.00000 0.00000 -.131861E-08
(4,0) 0.331926E-06 0.332885E-06 0.958352E-09
(2,0) 0.181387E-05 0.181237E-05 -.150112E-08
(0,0) 0.257184E-05 0.256856E-05 -.328873E-08
(-1,0) 0.236998E-05 0.236718E-05 -.279783E-08
(-3,0) 0.105203E-05 0.105208E-05 0.518412E-10
(-4,0) 0.331929E-06 0.332885E-06 0.956305E-09
(-5,0) 0.00000 0.00000 -.748359E-09

Òàáëèöÿ 2.

Ïðèêëàä 2. Ïëàñòèíà ìà¹ ôîðìó åëiïñà
x2

a2
+

y2

b2
= 1,

äå a = 5 ì, b = 4 ì (äèâ. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1.
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Ïðèêëàä 3. Ïëàñòèíà ìà¹ ôîðìó êâàäðàòà çi ñòîðîíîþ 4 (äèâ. ðèñ. 2).

Ðèñ. 2.

Ïðèêëàä 4. Ïëàñòèíà ìà¹ ôîðìó ãiïîöèêëî¨äè

x = (R− r) cos ϕ + d cos
(

R− r

r
ϕ

)
,

y = (R− r) sinϕ + d sin
(

R− r

r
ϕ

)

ç ïàðàìåòðàìè R = 7 ì, r = 1.2 ì, d = 0.6 ì (äèâ. ðèñ. 3).

Ðèñ. 3.
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Ïðèêëàä 5. Ïëàñòèíà ìà¹ ôîðìó îâàëà Êàññiíi

ρ2 = c2 cos 2ϕ +
√

a4 − c4 sin2 2ϕ,

äå a = 6 ì, c = 5.5 ì (äèâ. ðèñ. 4).

Ðèñ. 4.

Öi ïðèêëàäè ïiäòâåðäæóþòü âèñîêó îá÷èñëþâàëüíó åôåêòèâíiñòü i äî-
ñòàòíþ äëÿ ïðàêòèêè òî÷íiñòü òà çðó÷íiñòü ó çàñòîñóâàííi ìåòîäó ïîòåí-
öiàëiâ. Ðîçãëÿíåìî äàëi áiëüø ñêëàäíó çàäà÷ó.

4. Êðàéîâà çàäà÷à äëÿ íåîäíîðiäíîãî áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ
ç íåîäíîðiäíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

∆∆w(x,y) = f (4.1)

w|Γ = ϕ,
dw
dn

∣∣∣∣
Γ

= ψ, (4.2)

äå w = w(x, y) � íåâiäîìà ôóíêöiÿ, f , ϕ, ψ � çàäàíi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨,
Γ� êîíòóð, ÿêèé îáìåæó¹ îáëàñòü Ω [2]. Çà òåîðåìîþ Ãiëüáåðòà [1] ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (4.1) ìà¹ âèãëÿä:

w(x, y) =
1

8πD

∫∫

Ω
r2 ln rf(ξ, η) dΩ(ξ, η), (4.3)

äå w1(x, y), çíàéäåíà ÷åðåç ïîäâiéíèé iíòåãðàë, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.1),
àëå íå çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íèì óìîâàì (4.2). Îòæå,

∆∆w1 = f. (4.4)
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Äëÿ òîãî, ùîá çàäîâîëüíèòè ãðàíè÷íèì óìîâàì, ôîðìóëþ¹ìî òàêó çàäà÷ó:

∆∆w2 = 0, (4.5)

w|Γ = (ϕ− w)|Γ,
dw
dn

∣∣∣∣
Γ

=
(

ψ − ∂w1

∂n

)∣∣∣∣
Γ

, (4.6)

äå ïðè ôîðìóâàííi êðàéîâèõ óìîâ (4.6) òðåáà çíàéòè ðiçíèöþ çíà÷åíü ôóíê-
öié ϕ, ψ, w1(x, y) òà ¨¨ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà ãðàíèöi Γ âiäïîâiäíî. Äëÿ çíà-
õîäæåííÿ ôóíêöi¨ w1(x, y) òà ¨¨ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ òðåáà îá÷èñëèòè âiäïî-
âiäíi ïîäâiéíi iíòåãðàëè ïî îáëàñòi ïðÿìîêóòíî¨ ôîðìè, ùî îõîïëþ¹ êîíòóð Γ.
Öþ îáëàñòü ïîêðèâà¹ìî ïðÿìîêóòíîþ ñiòêîþ. Äàëi çàäà÷à (4.5)�(4.6) àíàëî-
ãi÷íà çàäà÷i (2.1)�(2.2), äåòàëüíî âèêëàäåíié â ïàðàãðàôi 2. ßê i â ïàðàãðàôi
3, ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.1)�(4.2) áóäå

w = w1 + w2,

w(x, y) =
1

8πD

∫∫

Ω
r2 ln rf(ξ, η) dΩ(ξ, η)+

+
∫

Γ
(r2 ln r)µ1(ξ, η) dΓ(ξ, η) +

∫

Γ
−r(2 ln r + 1)µ2(ξ, η) dΓ(ξ, η),

äå r =
√

(x− ξ)2 − (y − η)2, à (x,y) � âíóòðiøíÿ òî÷êà îáëàñòi Ω.

5. Âèñíîâîê

Àíàëiç îäåðæàíèõ äàíèõ ñâiä÷èòü ïðî îá÷èñëþâàëüíó åôåêòèâíiñòü àëãî-
ðèòìó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Ïðè éîãî ðåàëiçàöi¨ âèêîðèñòîâóâàëèñü ðiçíi ìîäåëü-
íi ôóíêöi¨ i äîñèòü ñêëàäíi ôîðìè îáëàñòåé. Ïðè öüîìó òî÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ
ó ðîçãëÿíóòèõ ìîäåëüíèõ çàäà÷àõ ñòàíîâèòü ïîíàä 99 %, ùî ïiäòâåðäæó¹
îá'¹êòèâíiñòü äîñëiäæåíü i äàíèõ îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó. Ðåçóëüòàòè
ìîæóòü áóòè áàçîþ äëÿ ïîñòàíîâêè i ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñêëàäíèõ çàäà÷ îïòèìi-
çàöi¨, êðàéîâèõ çàäà÷ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè â íåëiíiéíié ïîñòàíîâöi ç
ïîáóäîâîþ ðiçíèõ ñõåì iòåðàöiéíèõ ïðîöåñiâ òà äîñëiäæåííÿ ¨õ çáiæíîñòi.
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