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Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé Âîëüòåððà ñ ïîçèöèé âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà óðàâíåíèé åñòü ïðèíàäëåæíîñòü èõ ðåøåíèé êëàññó
ëîêàëüíî p-èíòåãðèðóåìûõ ïî Áîõíåðó ôóíêöèé Lp

loc(0,∞;X).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà, óñòîé÷èâîñòü ïî ñîñòîÿíèþ, èí-
òåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà, âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíîâà.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðå-
øåíèþ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè è îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ðàçëè÷íûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå è ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì (ñì., íàïð., [3, 10,
14, 16�18]). Âìåñòå ñ òåì ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû, ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì ìî-
ãóò áûòü ëåãêî ïðåîáðàçîâàíû ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì òèïà Âîëüòåð-
ðà (ÈÓ), àïïàðàò êîòîðûõ íåóêëîííî ðàñøèðÿåò îáëàñòü ñâîèõ ïðèëîæåíèé
(ñì., íàïð., [1, 3, 8]). Ê òîìó æå, åñòü çàäà÷è [3, 6], äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ
ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü êàêèå-ëèáî äðóãèå òèïû óðàâíåíèé.
Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ñàìîñòîÿòåëüíûõ
ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì óñòîé÷èâîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Âîëüòåððà.

Îáùåèçâåñòíî, ÷òî îïèñàíèå ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ÈÓ ñóùåñòâåííî îãðà-
íè÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ òåîðèè óñòîé÷èâî-
ñòè, â ÷àñòíîñòè, âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà. Ïðè÷èíîé òàêîãî îáñòîÿòåëüñòâà
ñëóæèò íå òåõíè÷åñêàÿ ñòîðîíà âîïðîñà, à ñïåöèôèêà ñòðóêòóðû ñîñòîÿíèÿ
òàêèõ ïðîöåññîâ. Ê òîìó æå, ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà
òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâàì íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé. Êàê ïðàâèëî, òèïè÷íûì èõ ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ èí-
òåãðèðóåìîñòü.

Àíàëèç ëèòåðàòóðû ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äëÿ ÈÓ, äîïóñ-
êàþùèõ ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ, ñ ïîçèöèé ïðèìåíåíèÿ èäåé âòîðîãî ìåòîäà Ëÿ-
ïóíîâà ÿâëÿþòñÿ íåèçó÷åííûìè. Âìåñòå ñ òåì ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàêèì îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ
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�èíåðòíîñòü� (èíûìè ñëîâàìè, óñòîé÷èâîñòü) âûáðàííîãî ðåæèìà èõ ðàáîòû.
Òðàäèöèîííî òàêàÿ îöåíêà îïèðàåòñÿ íà íàäëåæàùèì îáðàçîì îïðåäåëåííîå
ïîíÿòèå îáîáùåííîé ìåòðèêè, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü, ñóùåñòâåííî ëè èç-
ìåíÿåòñÿ ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, è ëåæèò â
îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ïðè ýòîì íåïðåìåííûì óñëîâèåì âû-
ñòóïàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, îïðåäåëåííàÿ íà èññëå-
äóåìîé òðàåêòîðèè èëè ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé, äîëæíà îáëàäàòü ñâîéñòâîì
íåïðåðûâíîñòè. Ýòèì, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îáúÿñíèòü òîò ôàêò, ÷òî â ïîäàâ-
ëÿþùåì áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè ÈÓ ïðåäïîëàãà-
åòñÿ íåïðåðûâíîñòü èõ ðåøåíèé (ñì., íàïðèìåð, [3, 7, 11, 12, 14, 16, 17]). Ïðè
ýòîì â êà÷åñòâå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ îáîáùåííîé ìåòðè-
êîé, ðàññìàòðèâàëèñü íåðåôëåêñèâíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà C(−∞, 0;X)
[3, 17], X × C(−∞, 0;X) [11, 12], ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ
ôóíêöèé CB(−∞, 0;X) [9], ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W 1,p(−∞, 0;X) [12].

Â ñâÿçè ñ ýòèì â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå àñïåêòû êà÷å-
ñòâåííîé òåîðèè ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíå-
íèÿìè Âîëüòåððà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Îòëè÷èòåëüíîå ñâîéñòâî
ðàññìàòðèâàåìûõ ÈÓ â òîì, ÷òî êëàññîì èõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî Lp

loc(0,∞; X), âñëåäñòâèå ÷åãî ÈÓ ìîãóò äîïóñêàòü ñóùåñòâîâàíèå
ðàçðûâíûõ ðåøåíèé. Äëÿ èçó÷åíèÿ êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ,
â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâî-
ñòè èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ, ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñîîáðàæå-
íèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì [5] è èäåÿõ âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà.
Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êîíñòðóèðîâàíèþ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé äëÿ
êëàññà ëèíåéíûõ ÈÓ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îñíîâíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðî-
öåññå, íåîáõîäèìàÿ äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î åãî óñòîé÷èâîñòè, çàêëþ÷åíà
â ïîñëåäîâàòåëüíîé ñìåíå ñîñòîÿíèé [2, 5, 11, 13, 15]. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèë
ââåñòè äëÿ ÈÓ ðÿä íåòðàäèöèîííûõ îïðåäåëåíèé óñòîé÷èâîñòè è ïîëó÷èòü
íîâûå ðåçóëüòàòû â ðåøåíèè çàäà÷ êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ ñ ïîñëåäåéñòâèåì.

2. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Íîðìó è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â X áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü
êàê | · |X è (·, ·)X , ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü L(X,Y ) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé L : X → Y ñ åñòåñòâåííîé íîðìîé
‖L‖ = sup{|Lx|Y : |x|X = 1}. Â ñëó÷àå, êîãäà X = Y , áóäåì ïèñàòü L(X).
Òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â L(X) îáîçíà÷èì êàê IX .

Ïóñòü F � îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â Rn, E � ïðîèçâîëüíîå áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. ×åðåç Lp(F ; E) îáîçíà÷èì
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ïî Áîõíåðó îòîáðàæåíèé f : F → E, äëÿ

êîòîðûõ ‖f‖Lp(F ;E) :=
(∫

F
|f(x)|pE dx

)1/p

< +∞. Çäåñü è âñþäó äàëåå ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî 1 < p < ∞. Ïóñòü äàëåå C(F ;E) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
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íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ϕ : F → E, à W 1,p(F ; E) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
âñåõ f ∈ Lp(F ; E) ñ îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè Dif = ∂f/∂xi èç Lp(F ; E),
i = 1, 2, . . . , n. Ïðè ýòîì

‖f‖W 1,p =

[
n∑

i=1

‖Dif‖p
Lp(F ;E) + ‖f‖p

Lp(F ;E)

]1/p

.

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç Lp
loc(F ; E), W 1,p

loc (F ;E) è Cloc(F ; E) áóäåì îáîçíà÷àòü
ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà âñåõ f : F → E, ñóæåíèÿ êîòîðûõ íà ïðî-
èçâîëüíûé êîìïàêò K èç F ïðèíàäëåæàò êëàññàì Lp(K; E), W 1,p(K;E), è
C(K; E), ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü äàëåå I(a, b) = {(t, s) : t ∈ (a, b), s ∈ (a, t)}.
Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X × Lp(a, b;X), íàäåëåííîå íîðìîé

‖h‖ :=
[
|h0|pX + ‖h1‖p

Lp(a,b;X)

]1/p
,

îáîçíà÷èì êàê Mp(a, b; X).
Ðàññìîòðèì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñëåäóþùåå ÈÓ òèïà Âîëüòåð-

ðà:

x(t) = h(t) +
∫ t

−∞
K(t, γ)x(γ) dγ ∀ t > 0. (2.1)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñëåäóþùåå:

x(γ) = ξ(γ), ∀ γ ∈ (−∞, 0), ξ ∈ Lp(−∞, 0;X), (2.2)
h ∈ W 1,p

loc (0,∞;X), 1/p + 1/q = 1, (2.3)

K ∈ L∞(0,∞; Lq(−∞, 0;L(X))),

f0 ∈ L∞loc(0,∞), ãäå f0(t) :=
∫ t

0
‖K(t, γ)‖q

L(X) dγ.





(2.4)

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (2.1) (ñì. [8, 12]):

Òåîðåìà 2.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.4), äëÿ êàæäîé ïàðû ôóíêöèé
ξ ∈ Lp(−∞, 0;X) è h ∈ W 1,p

loc (0,∞; X) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1) â êëàññå Lp

loc(0,∞; X). Ïðè ýòîì, åñëè îòîá-
ðàæåíèå t → ‖K(t, s)‖ ïðè ïî÷òè âñåõ s ∈ (−∞, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó
Cloc(0,∞), òî x ∈ Cloc(0,∞; X).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà Êà÷÷è-
ïîëè � Áàíàõà è íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà.

Ñ öåëüþ êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé äëÿ äèíàìè÷åñêîãî
ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî ÈÓ (2.1), ââåäåì äåêîìïîçèöèþ îïåðàòîðà K(t, γ) ∈
L(X) â âèäå:

K(t, γ) = U(t, γ) + Q(t, γ), (2.5)
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ãäå îñíîâíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (2.5) âûñòóïàþò ñëåäóþùèå
òðåáîâàíèÿ:

f1 ∈ L∞loc(0,∞), ãäå f1(t) := ‖Q(t, t)‖L(X),

Q ∈ L∞(0,∞; Lq(−∞, 0;L(X))),

f2 ∈ L∞loc(0,∞), ãäå f2(t) :=
∫ t

0
‖Q(t, γ)‖q

L(X) dγ,

Q(t, γ) ∈ L(X)− ñèëüíî äèôôåðåíöèðóåì ïî t,
[∂Q

∂t

]
t
∈ L∞loc(0,∞;Lq(−∞, +∞;L(X))).





(2.6)

Çäåñü
[f ]s(t, γ) =

{
f(t, γ), −∞ < γ < s,
0, s < γ < ∞,

}

è âñþäó äàëåå áóäåì ïîëàãàòü xt(γ) = x(t + γ), ∀ γ ∈ (−∞, 0), ∀ t > 0.
Îñíîâûâàÿñü íà ïðåäñòàâëåíèè (2.5) ââåäåì, â êà÷åñòâå îáúåêòà äàëüíåé-

øåãî èññëåäîâàíèÿ, ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé:

d

dt
y(t) = A(t)y(t) +

∫ 0

−∞
G(t, γ)xt(γ) dγ + f(t), (2.7)

xt(0) = y(t) +
∫ 0

−∞
U(t, t + γ)xt(γ) dγ (2.8)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y(0) = y0 ∈ X, x(γ) = ξ(γ), ∀ γ ∈ (−∞, 0). (2.9)

Çäåñü

A(t) = Q(t, t), (2.10)

G(t, γ) = A(t)U(t, t + γ) +
∂

∂s
Q(s, t + γ)

∣∣∣∣
s=t

. (2.11)

Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé è áåðÿ çà îñíîâó ñõåìó äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1 èç [12], ëåãêî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.2)�(2.4), (2.6) è ïðè ýòîì

ξ = (y0, ξ) ∈ Mp(−∞, 0;X), u ∈ Ll
loc(0,∞;U) è f ∈ Lp

loc(0,∞; X).

Òîãäà çàäà÷à Êîøè (2.7)�(2.9) äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (y(t), x(t)) â
êëàññå W 1,p

loc (0,∞; X)× Lp
loc(0,∞; X) ñî ñëåäóþùèìè àïðèîðíûìè îöåíêàìè:

|y(t)|X ≤ C1 expC2t
[
|y(0)|pX + ‖ξ‖p

Lp(−∞,0;X)

]1/p
, ∀ t > 0, (2.12)

‖xt(·)‖Lp(−∞,0;X) ≤ C1 expC2t
[
|y(0)|pX + ‖ξ‖p

Lp(−∞,0;X)

]1/p
, ∀ t > 0, (2.13)

∫ T

0
‖(y(t), xt(·))‖p

Mp(−∞,0;X) dt ≤ C5

[
|y(0)|pX + ‖ξ‖p

Lp(−∞,0;X)

]
. (2.14)
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Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè â ñîîòíîøåíèÿõ (2.7) è (2.9) ïîëîæèòü

f(t) =
d

dt
h(t), y0 = h(0) +

∫ 0

−∞
Q(0, γ)ξ(γ) dγ, (2.15)

òî ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.7)�(2.9) áóäåò ïàðà ôóíêöèé (y(t), x(t)), â êî-
òîðîé ôóíêöèÿ x(t) åñòü ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (2.7) íà îòðåçêå
[0, t] è ïîäñòàâèòü íàéäåííóþ ôóíêöèþ y(t) â ñîîòíîøåíèå (2.8).

Çàìå÷àíèå 2.1. Âñþäó äàëåå óñëîâèÿ (2.15) ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè.

3. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé è åãî ñâîéñòâà

Ñ öåëüþ êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé äëÿ äèíàìè÷åñêîãî
ïðîöåññà (2.1) áóäåì èñõîäèòü èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, ïðè-
âåäåííîãî â [5, ñ. 35], è îáùèõ ïîëîæåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì.
Îñíîâûâàÿñü íà èäåÿõ ðàáîòû [11], ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
(äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [15]).

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 2.1. Òîãäà ñî-
ñòîÿíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1) â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
t > 0 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò z(t) òàêîé, ÷òî:

z(t) ∈ Mp(−∞, 0; X) ∀ t ≥ 0,

z(t) =
(
z0(t),

{
z1(t)(α), −∞ < α < 0

})
,

ãäå îáîçíà÷åíî:

z0(t) = y(t), z1(t)(α) =
{

x(t + α), −t < α < 0
ξ(t + α), −∞ < α < −t

}
.

Çäåñü (x(·), y(·)) ∈ Lp
loc(0,∞; X)×W 1,p

loc (0,∞; X) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çà-
äà÷è (2.7)�(2.9) ïðè óñëîâèÿõ (2.15).

Âñþäó äàëåå Mp(−∞, 0, X) áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé äëÿ
óðàâíåíèÿ (2.1).

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïðè âñåõ h ∈ W 1,p(0, T ;X) è ξ ∈ Lp(−∞, 0;X) îòîáðàæåíèå
t → ‖z(t)‖Mp(−∞,0;X), ïîñëå èñïðàâëåíèÿ, áûòü ìîæåò, íà ìíîæåñòâå ìåðû
íóëü, ïðèíàäëåæèò êëàññó C(0, T ), ∀T < ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìàì âëîæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [4, ëåììà
1.1.2]), çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ y ∈ W 1,p

loc (0,∞;X), êàê ðåøåíèå çàäà÷è (2.7)�
(2.9), ïîñëå èñïðàâëåíèÿ, ïðè íåîáõîäèìîñòè, íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü, áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü âêëþ÷åíèþ y ∈ C([0, T ];X) ∀T < ∞. Òîãäà, â ñèëó óñëîâèé
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(2.2)�(2.4), îòîáðàæåíèå t →
∫ 0

−∞
|x(t + γ)|p dγ òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó

C([0, T ]), ∀T < ∞. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

t → ‖z(t)‖Mp(−∞,0;X) =
(
|y(t)|p +

∫ 0

−∞
|x(t + α)|p dα

)1/p

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ëþáîì êîìïàêòå [0, T ].

Çàìå÷àíèå 3.1. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàäàííîãî îïåðàòîðà
K(t, γ), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (2.4), îïåðàòîðû U(t, γ) è Q(t, γ) ìîãóò
áûòü îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó ñîñòîÿíèå z(t) òàêæå áóäåò çàâèñåòü
îò âûáîðà óêàçàííûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Âìåñòå ñ òåì, íåñìîòðÿ íà îïðåäåëåí-
íûé ïðîèçâîë â äåêîìïîçèöèè (2.5), ïðè ðàçëè÷íûõ U(t, γ) ñîñòîÿíèÿ z(t)|U
äëÿ îäíîãî è òîãî æå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ áóäóò ýêâèâàëåíòíûìè â òîì
ñìûñëå, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâóþ z1(t)|U (·)-ñîñòàâëÿþùóþ, à çíà÷èò îíè
îïðåäåëÿþò îäèíàêîâîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû (2.1) â áóäóùåì.
Çàìå÷àíèå 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

K(t, γ) = K(γ), ξ = 0, h(t) = h = const,
K ∈ L∞loc(0,∞;L(X)).

Òîãäà óðàâíåíèå (2.1) ïðè t > 0 ýêâèâàëåíòíî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ ẋ = K(t)x, ñîñòîÿíèåì êîòîðîãî â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
t ≤ 0 ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x(t) ∈ X. Ïîëîæèâ â (2.5) U(t, γ) := 0, íàõîäèì,
÷òî y(t) = x(t), à çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, ñîñòîÿíèåì èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (2.1) áóäåò ïàðà z(t) = (x(t), 0) ∈ X (ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå
îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà (2.7)�(2.9) âûðîæäàåòñÿ â îäíî äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå).
Çàìå÷àíèå 3.3. Åñëè â (2.5) ïîëîæèòü U(t, γ) = K(t, γ) è ïðè ýòîì ñ÷èòàòü,
÷òî h(t) = const, u = 0, òî ïî òåîðåìå 3.1 ñîñòîÿíèåì ïðîöåññà (2.1) áó-
äåò âåêòîð z(t) = (const, {x(t + α),−∞ < α < 0}). Òàê êàê êà÷åñòâåííûå
ñâîéñòâà ñîñòîÿíèÿ, åãî ýâîëþöèÿ ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ïî îòíîøåíèþ
ê àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
y(t) = const = 0. Òîãäà z(t) = (0, x(t + ·)), ãäå x(t + ·) ∈ Lp(−∞, 0;X). Àíàëî-
ãè÷íûé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â ðàáîòå [3], ãäå ïîä ñîñòîÿíèåì èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Âîëüòåððà, äîïóñêàþùèõ òîëüêî íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ, ïðåäëî-
æåíî ïîíèìàòü åãî ïðåäûñòîðèþ x(t + ·).
Ïðèìåð 3.1. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

x(t) = c−
∫ t

1

x(s)
s

ds, c = const, t > 1. (3.1)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åãî ðåøåíèåì åñòü ôóíêöèÿ x(t) = c/t. Ñëåäóÿ âûøåèçëî-
æåííîìó ïîäõîäó, ïîî÷åðåäíî áóäåì ïîëàãàòü:

U1(t, γ) = 0, U2(t, γ) = t− γ, U3(t, γ) =
sin t

γ
, U4(t, γ) =

1
γ

.
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Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà (3.1) ïðè-
ìóò âèä:

z1(t) =
(c

t
, 0

)
∈ R1, (3.2)

zi(t) =
(

yi(t),
{

c

t + α
, 1− t < α < 0

})
∈ R1 × Lp(1− t, 0), i = 2, 3, 4, (3.3)

ãäå îáîçíà÷åíî:

y2(t) = c
t2(ln t− 1)− t + 1

t
, y3(t) = c

[
1 + sin t

t
− sin t

]
,

y4(t) = c = const.

Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî óêàçàííûå ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå ðå-
øåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.1). Âìåñòå ñ òåì ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ýòèõ
ñîñòîÿíèé ðàçëè÷íà, ïîñêîëüêó

lim
t→∞ ‖z1(t)‖Mp(−∞,0;R) = lim

t→∞

∣∣∣c
t

∣∣∣ = 0, lim
t→∞ ‖z2(t)‖Mp(−∞,0;R) = ∞,

lim
t→∞ ‖zi(t)‖Mp(−∞,0;R) = const < ∞, i = 3, 4.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ óñòîé÷èâîñòè èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé â ìåòðèêå èõ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé íåîáõî-
äèìî â ïåðâóþ î÷åðåäü îïðåäåëèòü òî ñîñòîÿíèå èëè ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïîâåäåíèå ñèñòåìû (2.7)�(2.9) ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëü-
øèé èíòåðåñ. Âî-âòîðûõ, âñëåäñòâèå íåîäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà
U(t, γ), ñîñòîÿíèå z(t) â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ èç ñîîáðà-
æåíèé åãî åñòåñòâåííîé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, à òàêæå ñ ó÷åòîì òàêèõ
âàæíûõ ñâîéñòâ èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿåìîñòü,
íàáëþäàåìîñòü, èäåíòèôèöèðóåìîñòü. Âìåñòå ñ òåì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
ïðîáëåìà âûáîðà îïåðàòîðà U(t, γ) â äåêîìïîçèöèè (2.5), ïðè êîòîðîé ñîîò-
âåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) áûëî áû â îïðåäåëåííûì ñìûñëå
�îïòèìàëüíûì�, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé è íå èçó÷åííîé íà ñåãîäíÿ. Ïî-âèäèìîìó,
ýòó çàäà÷ó ñëåäóåò ðåøàòü â îïòèìèçàöèîííîé ïîñòàíîâêå, âûáèðàÿ â êà÷å-
ñòâå êëàññà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ

Qad = {Q(t, γ) ∈ L(X) : |Q(t, y)|X ≤ C ∀ t > 0, ∀ γ ∈ (−∞, t)} ,

êîòîðîå áûëî áû çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ (2.6).

4. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè

Áóäåì ïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî h(t) = const. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ñëåäó-
åò èç óñëîâèé (2.15), èìååì f(t) ≡ 0. Ïóñòü ïàðà (y(t), {x(t+ ·)) åñòü ðåøåíèåì
çàäà÷è Êîøè (2.7)�(2.8) ïðè t > s ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

z(s) = (y(s), {x(s + α),−∞ < α < 0}) ∈ Mp(−∞, 0;X). (4.1)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Φ(t, s, z(s)) := z(t) = (y(t), {x(t + α),−∞ < α < 0}), R(t, s, z(s)) := x(t).

Êàê ñëåäóåò èç àïðèîðíûõ îöåíîê (2.12)�(2.14), îïåðàòîðû

Φ(t, s, ·) : Mp(−∞, 0;X) → Mp(−∞, 0;X), R(t, s, ·) : Mp(−∞, 0;X) → X

ëèíåéíû è íåïðåðûâíû äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R òàêèõ, ÷òî 0 ≤ s < t, ò. å.

Φ(t, s, ·) ∈ L(
Mp(−∞, 0;X)

)
, R(t, s, ·) ∈ L(

Mp(−∞, 0;X), X
)
. (4.2)

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.7)�(2.8), (4.1) è òîãî îá-
ñòîÿòåëüñòâà, ÷òî Mp(−∞, 0;X) � ïðîñòðàíñòâî åå ñîñòîÿíèé, à çíà÷èò, è
ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1), áóäóò ñïðàâåäëèâûìè ñëåäóþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

R(t, s, z(s)) = R(t, r,Φ(r, s, z(s))), Φ(t, s, z(s)) = Φ(t, r,Φ(r, s, z(s))),
Φ(t, t, z(t)) = z(t), ∀ t, r, s ∈ R (0 < s < r < t).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð Λ : Mp(−∞, 0;X) → X, êîòîðûé îïðå-
äåëèì ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

Λ(t, z(t)) := y(t) +
∫ 0

−∞
U(t, γ + t)x(t + γ) dγ. ∀ t > 0.

Âñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è îöåíîê (2.12)�(2.14), èìååì:

|Λ(t, z(t))|X ≤ |y(t)|X + ess sup
t∈[0,T ]

‖U(t, ·)‖Lq(−∞,0;X)‖ξ‖Lp(−∞,0;X)+

+ ess sup
t∈[0,T ]

‖U(t, ·)‖Lq(0,t;X)‖xt(·)‖Mp(−∞,0;X) äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, T ]. (4.3)

Ñëåäîâàòåëüíî Λ(t, ·) : L(
Mp(−∞, 0;X) → X � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïå-

ðàòîð.
Äàëåå çàìåòèì, ÷òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ÈÓ (2.1) è ñëåäñòâèÿ

2.1 èç òåîðåìû 2.2, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

x(t) = R(t, s, z(s)) = Λ(t,Φ(t, s, z(s))), ∀ t, s ∈ R (0 < s < t).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé t, s ∈ R òàêèõ, ÷òî 0 < s < t < ∞,
áóäåò êîììóòàòèâíîé äèàãðàììà:

Mp(−∞, 0;X) R(t, s, z(s)) X

Mp(−∞, 0;X)

Φ(t, s, z(s)) Λ(t, z(t))

-HHHHHHHHHj©©©©©©©©©*
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÷òî, ñîãëàñíî [5, c. 62], îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ äëÿ ÈÓ (2.1). Òàêèì îáðàçîì, ââèäó êîììóòàòèâíîñòè ïðèâåäåííîé äèà-
ãðàììû è ñâîéñòâ (4.2)�(4.3), ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: ýâîëþöèÿ âî
âðåìåíè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1), åãî êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà
ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþòñÿ îòîáðàæåíèåì

Φ(t, s, ·) ∈ L(Mp(−∞, 0;X)). (4.4)

Ýòîò âûâîä îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ z(t) ∈
Mp(−∞, 0;X) ôóíêöèÿ Λ(t, z(t)) ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêîé â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà
îïðåäåëÿåò ëèøü, êàê ñîñòîÿíèå z(t) ∈ Mp(−∞, 0;X) ïðåîáðàçóåòñÿ â ðå-
øåíèå ÈÓ (2.1). Ïîýòîìó âîïðîñû êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Âîëüòåððà åñòåñòâåííî èçó÷àòü â òåðìèíàõ ìåðû îòêëîíåíèÿ âîç-
ìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ (à íå ðåøåíèÿ) îò íåâîçìóùåííîãî, ò. å. ïî ñâîéñòâàì
îòîáðàæåíèÿ (4.4). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèâåäåì íåêîòîðûå âîçìîæíûå ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.1) íàçîâåì óñòîé÷èâûì ïî
ñîñòîÿíèþ z(t) = (y(t), x(t + ·)) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Mp(−∞, 0;X), åñëè
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü âåëè÷èíû δ(ε) > 0 è η(ε) > 0, òàêèå, ÷òî
íåðàâåíñòâî

(
|y(t)|pX +

∫ 0

−∞

[|x(t + γ)− x(t− η(ε) + γ)|pX
]

dγ

)1/p

≤ ε (4.5)

áóäåò âûïîëíåíî äëÿ âñåõ t ≥ 0, åñëè òîëüêî |y0| ≤ δ(ε) è ξ ∈ Lp(−∞, 0;X).
Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü x(γ) = ξ(γ) íà ìíîæåñòâå −∞ < γ < 0.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.1) íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì ïî ñîñòîÿíèþ â ìåòðèêå Mp(−∞, 0;X), åñëè äëÿ âñÿêîãî s > 0
íàéäåòñÿ ∆ = ∆(s) > 0 òàêîå, ÷òî

lim
t→∞ |y(t, s, z(s))|X = 0, (4.6)

sup
t>0

‖z(t, s, z(s))‖Mp(−∞,0;X) < +∞, (4.7)

åñëè òîëüêî

‖z(s)‖Mp(−∞,0;X) =
(
|y(s)|pX +

∫ 0

−∞
|x(s + γ)|pX dγ

)1/p

≤ ∆(s).

Çàìå÷àíèå 4.1. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ïî
ñîñòîÿíèþ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.1 âûñòóïàåò ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

sup
t∈[0,∞)

‖z(t)‖Mp(−∞,0;X) = sup
t∈[0,∞)

(
|y(t)|pX +

∫ 0

−∞
|x(t + α)|pX dα

)1/p

< ∞.

(4.8)
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Åñëè ïðè ýòîì òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y(t) ≡ 0 çàäà÷è ((2.7)) óñòîé÷èâî ïî
Ëÿïóíîâó è ôóíêöèÿ |x(t)|2X ýêâè-èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì êîìïàêòå S ⊂
(0, +∞), ÷òî îçíà÷àåò: äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåòñÿ τ = τ(δ) > 0 òàêîå, ÷òî∫

S
|x(t)|2X dt < δ äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ S ⊂ [0, +∞) ñ ëåáåãîâîé

ìåðîþ |S| < τ , òî âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ óñòîé÷èâî-
ñòè ÈÓ (2.1) ïî ñîñòîÿíèþ.

Âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì áóäóò èãðàòü ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ óñòîé÷è-
âîñòüþ èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâ âèäà

∣∣x(t)−
∫ t

−∞
U(t, γ)x(γ) dγ

∣∣
X
≤ g(t), t > 0, (4.9)

ãäå x(γ) = ξ(γ), −∞ < γ < 0, ξ ∈ Lp(−∞, 0;X) è g(t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ
íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.
Îïðåäåëåíèå 4.3. Èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî (4.9) íàçîâåì Lp- óñòîé÷èâûì,
åñëè êàæäîé íåïðåðûâíîé íà [0, +∞) ôóíêöèè g(t) ñ êîíå÷íîé L∞(0,∞)-
íîðìîé íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ x ∈ Lp(−∞,+∞; X), ïðè êîòîðîé
íåðàâåíñòâî (4.9) áóäåò èñòèííûì ïî÷òè âñþäó íà [0, +∞).

Ïðèâåäåì ðÿä êðèòåðèåâ, îáåñïå÷èâàþùèõ óêàçàííîå ñâîéñòâî.
Óòâåðæäåíèå 4.1. Ïóñòü

ζ(t) =
∫ t

0
‖U(t, γ)‖q

L(X) dγ ∈ L∞(0,∞) è ïðè ýòîì ‖ζ‖L∞ < 1, (4.10)

ãäå q = p/(p− 1). Òîãäà íåðàâåíñòâî (4.9) Lp-óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç óñëîâèé (2.4), (2.6) è ïðåäñòàâëåíèÿ (2.5),
äëÿ îïåðàòîðà U(t, γ) ∈ L(X) ñïðàâåäëèâî:

U ∈ L∞(0,∞; Lq(−∞, 0;L(X))),
∫ t

0
‖U(t, γ)‖q

L(X) dγ ∈ L∞loc(0,∞).

Òîãäà èç (4.9) ñëåäóåò, ÷òî

|x(t)|X ≤ g(t) +
∫ t

0
‖U(t, γ)‖L(X)|x(γ)|X dγ +

∫ 0

−∞
‖U(t, γ)‖L(X)|ξ(γ)|X dγ

ïî÷òè âñþäó íà [0,∞). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, íàõî-
äèì:

‖x(t)‖Lp(0,t;X) ≤ ‖g(t)‖Lp(0,∞;X)+

+

(
ess sup
t∈[0,∞)

∫ t

0
‖U(t, γ)‖q

L(X) dγ

)1/q

‖x‖Lp(0,t;X)+

+ ‖U‖L∞(0,∞;Lq(−∞,0;L(X)))‖ξ‖Lp(−∞,0;X).

Âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4.10), ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó çàêëþ÷åíèþ:
x ∈ Lp(0,+∞; X).
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Ïðèâëåêàÿ ëåììó Ãðîíóîëëà � Áåëëìàíà, ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò ìîæíî
óòî÷íèòü â ñëåäóþùåé ðåäàêöèè.

Óòâåðæäåíèå 4.2. Åñëè äëÿ îïåðàòîðà U(t, γ) ∈ L(X) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

max

(
ess sup
t∈[0,∞)

∫ t

0
‖U(t, γ)‖L(X) dγ, ess sup

t∈[0,∞)

∫ ∞

t
‖U(t, γ)‖L(X) dγ

)
< 1,

òî íåðàâåíñòâî (4.9) L2-óñòîé÷èâî.

Óòâåðæäåíèå 4.3. Åñëè U(t, γ) = U(t − γ), òî èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî
(4.9) L2-óñòîé÷èâî ïðè óñëîâèè, ÷òî U ∈ L1(0,∞;L(X)) è ‖U‖L1(0,∞;L(X)) < 1.

5. Âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíîâà è îñíîâíûå òåîðåìû óñòîé÷èâîñòè

Ïóñòü V (t, z) : [0,∞)×Mp(−∞, 0;X) → R1 � íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë,
îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé Mp(−∞, 0;X). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
K êëàññ íåïðåðûâíûõ íåóáûâàþùèõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé w(u), òàêèõ, ÷òî
w(0) = 0 è w(u) > 0 ïðè u > 0. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
V (t, 0) = 0.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ôóíêöèîíàë V áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ w1 ∈ K, ïðè êîòîðîé áóäåò ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî:

V (t, z) ≥ w1(|y|),
z = (y, xt = x(t + ·)) ∈ Mp(−∞, 0;X), ∀t ≥ 0

}
. (5.1)

Îïðåäåëåíèå 5.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèîíàë V äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî
ìàëûé âûñøèé ïðåäåë, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ w2 ∈ K, ÷òî

V (t, z) ≤ w2(‖z‖Mp(−∞,0;X)), ∀t ≥ 0. (5.2)

Ââåäåì â ôóíêöèîíàëå V (t, z) = V (t, y, xt(·)) çàìåíó ïåðåìåííûõ òàê, ÷òî-
áû xt(γ) := x(t + γ) 7→ x(α) ïðè α ∈ (−∞, t) è âûäåëèì â êà÷åñòâå ÿâíî-
ãî àðãóìåíòà "ïåðåìåííûé ïðåäåë" {t} (çà ñ÷åò îáëàñòè èçìåíåíèÿ xt(·) =
{x(γ), −∞ < γ < t}). Ðåçóëüòàò îáîçíà÷èì ÷åðåç Ṽ (t, {t}, y, xt).

Ïóñòü äàëåå z0 = (y0, ξ(·)) � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå îáúåêòà (2.7)�(2.8), ãäå
y0 ∈ X è ξ ∈ L2(−∞, 0;X) îïðåäåëåíû â (2.9). Îáîçíà÷èì ÷åðåç y(t) = y(t, z0)
è xt(γ) = xt(γ, z0) � ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.7)�(2.9), ãäå
xt(γ) = x(t + γ) ïðè γ ∈ (−∞, 0). Òîãäà çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà V (t, z) =
V (t, y, xt(·)) íà ñîñòîÿíèè z(t) = (y(t, z0), xt(·, z0)) èñõîäíîé çàäà÷è áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç V [t, y(t), x(t + ·)].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèîíàë V (t, z) = Ṽ (t, {t}, y, xt) äèôôåðåíöèðóåì
ïî t, {t} è èìååò ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå ïî âåêòîðó ñîñòîÿíèé z = (y, xt(·)) ∈
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Mp(−∞, 0;X). Òîãäà ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà V (t, z) â ñèëó çàäà÷è
(2.7)�(2.8) íàçîâåì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

dV

dt
= lim

∆t→0

V [t + ∆t, y(t + ∆t), x(t + ∆t + ·)]− V [t, y(t), x(t + ·)]
∆t

. (5.3)

Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

dV

dt
= lim

∆t→0+

V [t + ∆t, z(t + ∆)]− V [t, z(t)]
∆t

=
∂Ṽ

∂t
+

+
∂Ṽ

∂{t} +
∫ 0

−∞

(
∇xt(·)Ṽ , xt(γ)

)
X

dγ+

+ (∇yṼ , A(t)y(t) +
∫ t

−∞
G(t, γ − t)x(γ) dγ)X . (5.4)

Îäíàêî äëÿ èäåíòèôèêàöèè ñîñòàâëÿþùèõ

∂Ṽ /∂{t} è
∫ 0

−∞

(
∇xt(·)Ṽ , xt(γ)

)
X

dγ

â (5.4), ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ.
Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèîíàëà V (t, z) íàõîäèì:

V [t + ∆t, z(t + ∆)]− V [t, z(t)] =
∂Ṽ

∂t
∆t+

+ Φ[t, y(t), x(t + ·), ∆y, ∆xt(·)] + o(∆t,∆y, ∆xt(·)), (5.5)

ãäå ∆y = y(t + ∆t), ∆xt = {x(t + ∆t + γ)− x(t + γ) : −∞ < γ < 0}, Φ �
äèôôåðåíöèàë Ôðåøå,

o(∆t, ∆y, ∆xt(·))/
(|∆t|+ ‖(∆y, ∆xt(·))‖Mp(−∞,0;X)

) → 0

ïðè |∆t|+ ‖(∆y, ∆xt(·))‖Mp(−∞,0;X) → 0.

Òàê êàê Φ � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð îòíîñèòåëüíî (∆y, ∆xt(·)) ∈
X ×Lp(−∞, 0;X), òî, â ñèëó òåîðåìû Ðèññà, äëÿ íåãî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâ-
ëåíèå:

Φ[t, y(t), x(t + ·), ∆y, ∆xt(·)] =

=
(
q0(t), ∆y(t)

)
X

+
〈
q1(t, ·), ∆xt(·)

〉
Lq(−∞,0;X),Lp(−∞,0;X)

, (5.6)

ãäå îáîçíà÷åíî q0(t) = Φ0[t, y(t), x(t + ·)], q1(t, ·) = Φ1[t, ·, y(t), x(t + ·)] �
ïðîèçâîäíûå Ôðåøå ôóíêöèîíàëà V [t, y(t), x(t+ ·)] îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòîâ
y = y(t) è xt(γ) = x(t + γ) (γ ∈ (−∞, 0)), ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëåíèå 5.3. V (t, z) = Ṽ (t, {t}, y, xt) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèîíàëîì
Ëÿïóíîâà, åñëè îí äèôôåðåíöèðóåì ïî t, {t}, èìååò ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå ïî
âåêòîðó ñîñòîÿíèé z = (y, xt(·)) ∈ Mp(−∞, 0;X) è ïðåäñòàâëåíèå (5.6) ñïðà-
âåäëèâî ïðè

q0(·) ∈ W 1,q
loc (0, +∞; X), q1(t, ·) ∈ W 1,q

loc (−∞, +∞;X) ï.â. ïðè t > 0. (5.7)
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Òåïåðü óñòàíîâèì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Ëåììà 5.1. Ïóñòü V (t, z) : [0,∞)×Mp(−∞, 0;X) → R ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèî-
íàëîì Ëÿïóíîâà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.3. Òîãäà ïîëíàÿ åãî ïðîèçâîäíàÿ â
ñèëó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2.7)�(2.8) ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâèìà â âèäå:

dV

dt
= lim

∆t→0+

V [t + ∆t, z(t + ∆)]− V [t, z(t)]
∆t

=
∂V

∂t
+

+ (Φ0[t, y(t), x(t + ·)], A(t)y(t) +
∫ 0

−∞
G(t, γ)xt(γ) dγ)X+

+
(
Φ1[t, 0, y(t), x(t + ·)], y(t) +

∫ 0

−∞
U(t, t + γ)xt(γ) dγ

)
X
−

−
∫ 0

−∞

(∂Φ1[t, α, y(t), x(t + ·)]
∂α

, xt(α)
)
X

dα. (5.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü è y(t) è xt(·) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.7)�(2.9)
(â ñèëó èñõîäíûõ ïðåäïîñûëîê f(t) ≡ 0). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w ∈
W 1,q

loc (0,∞; X) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
∫ t+∆t

t

(
w(s), ẏ(s)

)
X

ds =
∫ t+∆t

t

(
w(s), A(s)y(s)

)
X

ds+

+
∫ t+∆t

t

(
w(s),

∫ 0

−∞
G(s, γ)xs(γ) dγ

)
X

ds.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

(w(s), y(s))X |t+∆t
t =

=
∫ t+∆t

t

( d

ds
w(s), y(s)

)
X

ds +
∫ t+∆t

t

(
w(s), A(s)y(s)

)
X

ds+

+
∫ t+∆t

t

(
w(s),

∫ 0

−∞
G(s, γ)xs(γ) dγ

)
X

ds. (5.9)

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî
(
q0(t), ∆y(t)

)
X

=
(
q0(t), y(t)

∣∣t+∆t

t

)
X

=

=
(
q0(t), y(t)

)
X

∣∣∣
t+∆t

t
− (

q0(t)
∣∣t+∆t

t
, y(t + ∆t)

)
X

(5.10)

è ïîëîæèâ â (5.9) w(t) = q0(t), íàõîäèì:

Φ[t, y(t), x(t + ·), ∆y, ∆xt(·)] =

=
∫ t+∆t

t

( d

ds
q0(s), y(s)

)
X

ds +
∫ t+∆t

t

(
q0(s), A(s)y(s)

)
X

ds+

+
∫ t+∆t

t

(
q0(s),

∫ 0

−∞
G(s, γ)xs(γ) dγ

)
X

ds−

− (
q0(t)

∣∣t+∆t

t
, y(t + ∆t)

)
X

+
〈
q1(t, ·),∆xt(·)

〉
Lq(−∞,0;X),Lp(−∞,0;X)

. (5.11)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

〈
q1(t, ·), ∆xt(·)

〉
Lq(−∞,0;X),Lp(−∞,0;X)

=

=
∫ 0

−∞

(
q1(t, γ), x(t + ∆t + γ)− x(t + γ)

)
X

dγ =

=
∫ 0

−∞

(
q1(t, γ), x(t + ∆t + γ)

)
X

dγ −
∫ 0

−∞

(
q1(t, γ), x(t + γ)

)
X

dγ =

=
∫ 0

−∞

(
q1(t, γ − t−∆t), ξ(γ)

)
X

dγ +
∫ t+∆t

0

(
q1(t, γ − t−∆t), x(γ)

)
X

dγ−

−
∫ 0

−∞

(
q1(t, γ − t), ξ(γ)

)
X

dγ −
∫ t

0

(
q1(t, γ − t), x(γ)

)
X

dγ =

=
∫ 0

−∞

(
q1(t, γ − ·)∣∣t+∆t

t
, ξ(γ)

)
X

dγ+

+
∫ t+∆t

0

(
q1(t, γ − t−∆t), x(γ)

)
X

dγ −
∫ t

0

(
q1(t, γ − t), x(γ)

)
X

dγ (5.12)

è ïðè ýòîì

∫ t+∆t

0

(
q1(t, γ − t−∆t), x(γ)

)
X

dγ =

=
∫ 0

−∆t

(
q1(t, γ − t), x(γ + ∆t)

)
X

dγ+

+
∫ t

0

(
q1(t, γ − t), x(γ + ∆t)

)
X

dγ, (5.13)

òî èç (5.12)�(5.13), (5.10) ïîëó÷àåì:

〈
q1(t, ·), ∆xt(·)

〉
Lq(−∞,0;X),Lp(−∞,0;X)

=

=
∫ 0

−∞

(
q1(t, γ − ·)∣∣t+∆t

t
, ξ(γ)

)
X

dγ+

+
∫ 0

−∆t

(
q1(t, γ − t), x(γ + ∆t)

)
X

dγ +
∫ t

0

(
q1(t, γ − t), x(·)∣∣γ+∆t

γ

)
X

dγ =

=
∫ 0

−∞

(
q1(t, γ − ·)∣∣t+∆t

t
, ξ(γ)

)
X

dγ +
∫ 0

−∆t

(
q1(t, γ − t), x(γ + ∆t)

)
X

dγ+

+
∫ t

0

(
q1(t, · − t), x(·))

X

∣∣∣
γ+∆t

γ
dγ−

−
∫ t

0

(
q1(t, · − t)

∣∣γ+∆t

γ
, x(γ + ∆t)

)
X

dγ. (5.14)
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Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè ζ èìååì:
∫ t

0
[ζ(γ + ∆t)− ζ(γ)] dγ =

∫ t+∆t

∆t
ζ(γ) dγ −

∫ t

0
ζ(γ) dγ =

= −
∫ ∆t

0
ζ(γ) dγ +

∫ t+∆t

t
ζ(γ) dγ,

òî
∫ t

0

(
q1(t, · − t), x(·))

X

∣∣∣
γ+∆t

γ
dγ =

= −
∫ ∆t

0

(
q1(t, γ − t), x(γ)

)
X

dγ +
∫ t+∆t

t

(
q1(t, γ − t), x(γ)

)
X

dγ.

Â ðåçóëüòàòå ñîîòíîøåíèå (5.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

Φ[t, y(t), x(t + ·), ∆y, ∆xt(·)] =

=
∫ t+∆t

t

( d

ds
q0(s), y0(s)

)
X

ds− (
q0(t)

∣∣t+∆t

t
, y(t + ∆t)

)
X

+

+
∫ t+∆t

t

(
q0(s), A(s)y(s) +

∫ 0

−∞
G(s, γ)xs(γ) dγ

)
X

ds+

+
∫ 0

−∞

(
q1(t, γ − ·)∣∣t+∆t

t
, ξ(γ)

)
X

dγ −
∫ t

0

(
q1(t, · − t)

∣∣γ+∆t

γ
, x(γ + ∆t)

)
X

dγ+

+
∫ 0

−∆t

(
q1(t, γ − t), x(γ + ∆t)

)
X

dγ −
∫ ∆t

0

(
q1(t, γ − t), x(γ)

)
X

dγ+

+
∫ t+∆t

t

(
q1(t, γ − t), x(γ)

)
X

dγ. (5.15)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èñõîäíûå ïðåäïîëîæåíèÿ è óñëîâèÿ (5.7) è (2.8),
íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ:

1
∆t

(∫ t+∆t

t

( d

ds
q0(s), y0(s)

)
X

ds− (
q0(t)

∣∣t+∆t

t
, y(t + ∆t)

)
X

)
∆t→0→ 0,

1
∆t

∫ 0

−∞

(
q1(t, γ − ·)∣∣t+∆t

t
, ξ(γ)

)
X

dγ
∆t→0→ −

∫ 0

−∞

(∂q1(t, α)
∂α

∣∣∣
α=γ−t

, ξ(γ)
)
X

dγ,

1
∆t

∫ t

0

(
q1(t, · − t)

∣∣γ+∆t

γ
, x(γ + ∆t)

)
X

dγ
∆t→0→

∫ t

0

(∂q1(t, α)
∂α

∣∣∣
α=γ−t

, x(γ)
)
X

dγ,

1
∆t

[∫ 0

−∆t

(
q1(t, γ − t), x(γ + ∆t)

)
X

dγ −
∫ ∆t

0

(
q1(t, γ − t), x(γ)

)
X

dγ

]
∆t→0→ 0,

1
∆t

∫ t+∆t

t

(
q1(t, γ − t), x(γ)

)
X

dγ
∆t→0→

∆t→0→ (
q1(t, 0), y(t) +

∫ 0

−∞
U(t, t + γ)xt(γ) dγ

)
X

.
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Â ðåçóëüòàòå, ïîäñòàâèâ (5.15) â ñîîòíîøåíèå (5.5), è ðåàëèçîâàâ çàòåì ïåðå-
õîä ê ïðåäåëó â (5.3) ïðè ∆t → 0 è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ïðèâåäåííûå âûøå
òîæäåñòâà, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôîðìóëû ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèîíàëà V (t, z) : [0,∞) ×Mp(−∞, 0;X) → R â âèäå (5.8), ÷òî è òðåáîâàëîñü
óñòàíîâèòü.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò (ñì. äëÿ
ñðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíèå (5.4)) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

∂Ṽ

∂{t} = (Φ0[t, y(t), x(t + ·)], A(t)y(t) +
∫ 0

−∞
G(t, γ)xt(γ) dγ)X ,

∫ 0

−∞

(
∇xt(·)Ṽ , xt(γ)

)
X

dγ = −
∫ 0

−∞

(∂Φ1[t, α, y(t), x(t + ·)]
∂α

, xt(α)
)
X

dα,

÷òî ãîâîðèò î íåòðèâèàëüíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ôóíê-
öèîíàëîâ òèïà V (t, z) : [0,∞)×Mp(−∞, 0;X) → R.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ÈÓ (2.1) â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèé 4.1�4.2.
Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü äëÿ ÈÓ (2.1) íàéäóòñÿ ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà V (t, z) :
[0,∞)×Mp(−∞, 0;X) → R, ôóíêöèè wi ∈ K (i = 1, 2, 3) è ïîñòîÿííàÿ k3 > 0
òàêèå, ÷òî:

w1(|y|X) ≤ V (t, z) ≤ w2(‖z‖Mp(−∞,0;X)); (5.16)
dV

dt

∣∣∣
(1.1)

≤ w3(|y|X); (5.17)

w3(|u|) ≥ k3|u|p ∀u ∈ R; (5.18)
èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî (4.9) Lp-óñòîé÷èâî. (5.19)

Òîãäà ÈÓ (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî ñîñòîÿíèþ z(t) â ìåòðèêå
Mp(−∞, 0;X).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèíòåãðèðóåì íåðàâåíñòâî (5.17) â ïðåäåëàõ îò 0 äî t.
Òîãäà óñëîâèÿ (5.16) è (5.18) ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî íåðàâåí-
ñòâà:

∫ t

0
|y(s)|pX ds ≤ k−1

3 [V (0, y0, ξ(·))− V [t, y(t), xt(·)]] ≤ Cw2(‖ξ‖Mp(−∞,0;X))

ïðè íåêîòîðîì C > 0 è ïðîèçâîëüíîì t > 0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ y(t) = y(t, y0, ξ(·)), êàê åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.7)�(2.9)
â êëàññå W 1,p

loc (0,∞; X), óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ y ∈ Lp(0,∞; X). Ñëåäî-
âàòåëüíî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ W 1,p

loc (0,∞; X) ↪→ Cloc([0,∞);X),
èìååì limt→∞ |y(t)|X = 0. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäìíîæåñòâà
ìåðû íîëü, íà ìíîæåñòâå [0, +∞) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî (2.8).
Ïåðåõîäÿ â íåì ê íåðàâåíñòâó, ïîëó÷èì:

∣∣x(t)−
∫ t

−∞
U(t, γ)x(γ) dγ

∣∣
X
≤ |y(t)|X , ∀ t > 0.
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Îòêóäà, â ñèëó óñëîâèÿ (5.19), íàõîäèì x ∈ Lp(0,∞;X). Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
t>0

‖z(t)‖Mp(−∞,0;X) = sup
t>0

(
|y(t)|pX +

∫ 0

−∞
|x(t + α)|pX dα

)1/p

< +∞,

òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü â (2.7) èìåþò ìåñòî äåêîìïîçèöèÿ A(t) = A + A1(t)
è îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå A∗Π + ΠA = −IX ñâîèì ðåøåíèåì èìååò ñàìîñî-
ïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð Π ∈ L(X). Òîãäà, åñëè:
1) ξ = 0; 2) A1 ∈ L∞(0,∞;L(X));
3) U(t, γ) = U(t− γ), U ∈ L1(0,∞;L(X)) ∩ L∞(0,∞;L(X));
4) G̃ ∈ L∞(I(0,∞);L(X)),

∫ t
0 ‖G̃(t, γ)‖L(X) dγ ∈ L∞(0,∞),

ess sup
[0,∞)

∫∞
t ‖G̃(γ, t)‖ dγ < ∞, ãäå G̃(γ, t) = G(t, γ − t);

5) δ = ‖Π‖(2‖A1‖L∞ + ess sup
[0,∞)

∫ t
0 ‖G̃(γ, t)‖ dγ) < 1;

6) τ = ‖U‖L1(0,∞;L(X)) +
√

(1− δ)−1ess sup
[0,∞)

∫∞
t ‖G̃(γ, t)‖ dγ < 1,

òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî ñîñòîÿíèþ
z(t) â ìåòðèêå M2(−∞, 0; X).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà âûáðàòü â âèäå

V (t, z) = (y, Πy)X +
∫ ∞

t
‖Π‖L(X)

∫ 0

−s
‖G(s, γ)‖L(X)|x(s + γ)|2X dγds

è ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ 1)�6) ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå âñåõ ïðåäïîñûëîê
òåîðåìû 5.1 (ñì., íàïð., [2, 13,15]).
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