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Аннотация 
В работе доказывается ряд утверждений, позволяющих существенно уменьшить сложность 

доказательств классификационных теорем для квазиканонических систем счисления в мнимых 
квадратичных полях. Доказываются теоремы сходимости алгоритмов, реализующих сложение 
целых алгебраических чисел в квазиканонических системах счисления. 
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Введение 

Наметившаяся в последние годы тенденция к расши-
рению возможностей машинной (компьютерной) ариф-
метики определяется в основном двумя факторами. 

Во-первых, это возможность создания надёжных 
аппаратных средств, позволяющих обрабатывать ве-
щественные и комплексные цифровые данные, пред-
ставленные в системах счисления, отличных от став-
шей уже классической двоичной системы. 

Во-вторых, это теоретические результаты, касаю-
щиеся собственно систем счисления, имеющих «дру-
жественную» структуру по отношению к упомянутым 
выше аппаратным средствам. 

В частности, в работах И. Катаи и Б. Ковача [1, 2] 
введено понятие канонических систем счисления, экст-
раполирующее теорию систем счисления на случай 
квадратичных алгебраических полей и дискретных ре-
шёток в них. Следует отметить, что И. Катаи, Б. Ковач и 
их последователи рассматривают только тот случай, ко-
гда конечное множество «цифр» состоит из целых (ра-
циональных) чисел. В работах [1 – 3] ими получены 
классификационные теоремы для канонических систем 
счисления во всех квадратичных полях. Кроме того, Ко-
вачем [4] найдены эффективные нелинейные рекур-
рентные алгоритмы вычисления цифр представления 
элементов в канонических системах счисления. 

Системы счисления, в которых вместо целых ра-
циональных чисел, образующих допустимое множе-
ства цифр (алфавит) канонических систем счисления, 
рассматриваются целые квадратичные числа, изучены 
в меньшей степени. В частности, в работах [5 – 8] бы-
ло введено понятие квазиканонических систем счис-
ления, которые являются одним из естественных 
обобщений систем счисления в поле комплексных 
или действительных чисел, в частности, на случай 
дискретных решёток квадратичных полей. В этих ра-
ботах приведена классификация всех бинарных и 
тернарных квазиканонических систем счисления в 
мнимых квадратичных полях, а также рассмотрены 
некоторые приложения таких систем счисления. 

В отличие от рекуррентных нелинейных алгорит-
мов работы [1] в работах [5 – 7] для нахождения пред-
ставления элементов в квазиканонических системах 
счисления используется алгоритм деления с остат-
ком, который имеет место не во всех квадратичных 

кольцах, а только в кольцах целых элементов мнимых 

полей ( )Q d . 

Такой подход сталкивается со значительной вычис-
лительной трудностью, связанной с тем, что при деле-
нии с остатком вычисляется не остаток, а только его 
норма. Нахождение же из конечного множества элемен-
тов с одинаковой нормой необходимого остатка (то есть 
«цифры» разложения) требует дополнительного иссле-
дования, которое может включать в себя достаточно 
громоздкий перебор, а именно: выбор такого остатка, 
при котором неполное частное имеет норму, меньшую, 

чем делимое (в частности, для кольца ( 3)S i  целых 

элементов поля ( 3)Q i  существует 6 элементов с нор-

мой 1 и 6 элементов с нормой 3, что приводит к иссле-
дованию 90 вариантов пар «основание системы счисле-
ния – цифровое множество»). В настоящей работе полу-
чены и систематизированы аналитические соотноше-
ния, позволяющие оптимизировать такой перебор. 

Кроме того, в работе формулируются условия 
сходимости алгоритмов сложения целых алгебраиче-
ских чисел в произвольных квазиканонических систе-
мах счисления. 

1. Основные определения  

Пусть ( )Q d  есть квадратичное поле [9]: 

{ }( ) ; , ,Q d z a b d a b Q= = + ∈  

где d – целое число, свободное от квадратов. Если 
0d < , то квадратичное поле называется мнимым, ес-

ли 0d >  – действительным. 
Определение 1. Если у элемента 

( )z a b d Q d= + ∈  его норма ( )Norm z  и след 

( )Tr z  есть целые числа: 

2 2( ) ( )( ) ,

( ) ( ) ( ) 2 ,

Norm z a b d a b d a db Z

Tr z a b d a b d a Z

= + − = − ∈

= + + − = ∈
 

то этот элемент называется целым алгебраическим 

числом поля ( )Q d [10]. 

Известен следующий критерий целостности алгеб-
раических чисел для мнимых квадратичных полей [9]. 

Утверждение. Если d Z∈ , ( )1, 2, 3 mod 4d ≡ , то 
целыми алгебраическими числами мнимого квадратич-
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ного поля ( )Q d  являются числа ; ,a b d a b Z+ ∈  при 

( )2,3 mod 4d ≡  и числа ( ) 2; ,a b d a b Z+ ∈ , 

( )mod 2a b≡  при ( )1 mod 4d ≡ . 

Кольцо целых элементов (целых алгебраических 

чисел) поля ( )Q d  будем обозначать ( )S d . 
Определение 2. Целое алгебраическое число α  

называется основанием квазиканонической системы 
счисления в мнимом кольце ( )S d  целых элемен-

тов поля ( )Q d , если любой целый элемент этого 
поля однозначно представим в виде конечной сум-

мы 
( )

0

k z
j

j
j

z a
=

= α∑ , ja I∈ , ( ) { }0k z N∈ ∪ , где множе-

ство I  состоит из целых алгебраических чисел коль-
ца ( )S d , абсолютная величина нормы которых 
меньше модуля нормы основания α . 

Пара { }; Iα  называется квазиканонической сис-

темой счисления в кольце ( )S d , а I – алфавитом 
этой системы.  

Определение 3. Если множество I  состоит из всех 
целых неотрицательных рациональных чисел, мень-
ших нормы основания, то есть 

{ }0,1,..., ( ) 1I Norm= α − , то пара { }; Iα  называется 

канонической системой счисления в мнимом кольце 

( )S d  [10]. 

Определение 4. Квазиканоническая система счисле-
ния с основанием α  и алфавитом I  называется бинар-

ной системой счисления в мнимом кольце ( )S d , если 

( ) 2Norm α =  и алфавит I  состоит из двух цифр. 

Определение 5. Квазиканоническая система счисле-
ния с основанием α  и алфавитом I  называется тернар-

ной системой счисления в мнимом кольце ( )S d , если 

( ) 3Norm α =  и алфавит I  состоит из трёх цифр. 

2. Представление чисел  
в квазиканонических системах счисления 

В работах [6, 7] рассматривались классификаци-
онные теоремы для всех бинарных и тернарных ква-
зиканонических систем счисления в мнимых квадра-
тичных полях. Доказательство таких теорем можно 
оптимизировать, если опираться на некоторые утвер-
ждения, справедливые для всех мнимых квадратич-
ных полей. Эти утверждения необходимы для обос-
нования единственности и конечности представления 

каждого целого элемента поля ( )Q d  в рассматри-

ваемых квазиканонических системах счисления. 
Лемма 1. Если ( ) 0Norm α ≠ , то равенство 

rβ = αγ +  равносильно равенству  

( ) ( ).r Normγ = β − α α  (1) 

Лемма 2. Если для пары { }; Iα  представление 

произвольного целого алгебраического числа 0γ  в 

форме 0 1 0rγ = γ α +  единственно, где 0r I∈ , то для 

того, чтобы пара { }; Iα  образовывала систему счис-

ления в кольце ( )S d , необходимо и достаточно, 

чтобы процесс деления с остатком [9]: 

0 1 0

1 2 1

1

,

,

.....................,

,l l l

r

r

r+

γ = γ ⋅α +
γ = γ ⋅α +

γ = γ ⋅α +

 (2) 

где 0 1, , , lr r r I∈… , был конечен. 

Лемма 3. Если ( ) ( )1m mNorm Norm+γ < γ  

0,1,m∀ = … , то процесс деления с остатком (2) конечен. 

Лемма 4. Если, 1m+γ  и mγ  – целые алгебраические 

числа мнимого кольца ( )S i ∆  ( d∆ = − ) на m  шаге 

процесса деления с остатком (2), то для выполнения 
неравенства ( ) ( )1m mNorm Norm+γ ≥ γ  необходимо и 

достаточно, чтобы 

( )
( ) ( )

( )( )21 1

mm
m

Norm r Normr
Norm

Norm Norm

  ⋅ α
γ + ≤  α − α − 

. 

Определение 6. Пару { }; Iα , где α  – целое алгебраи-

ческое число мнимого кольца ( )S d , а множество I  

состоит из целых алгебраических чисел кольца ( )S d , 

абсолютная величина нормы которых меньше модуля 

нормы α , назовём α-системой в кольце ( )S d .  

Очевидно, что любая квазиканоническая система 
счисления является α-системой, обратное утвержде-
ние неверно. 

Теорема 1. Если для каждого ( )S iγ ∈ ∆ , удовле-

творяющего условию 

( )
( ) ( )

( )( )21 1

jj
Norm r Normr

Norm
Norm Norm

⋅ α 
γ + ≤  α − α − 

, 

хотя бы при одном элементе jr  множества I  сущест-

вует конечное представление γ  в α-системе { }, Iα , 
то любое целое алгебраическое число также конеч-
ным образом представимо в α-системе { }, Iα .  

Если представление произвольного целого алгеб-
раического числа 0γ  единственно и конечно, то α-

система { }, Iα  будет являться квазиканонической 

системой счисления. Стоит отметить, что для остатка 
0mr =  последнее неравенство записывается в виде 

( ) 0mNorm γ ≤ . Это означает, что для остатка 0mr =  

существует лишь одно число 0mγ = , удовлетворяю-

щее неравенству ( ) ( )1m mNorm Norm+γ ≥ γ , появление 

которого свидетельствует об окончании процесса де-
ления с остатком (2). 
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Лемма 5. Если ( ), Iα  – квазиканоническая систе-

ма счисления в мнимом кольце ( )S d , то множество 
I  содержит один и только один остаток с нулевой 
нормой, а именно, 0 0r = . 

Определение 7. Пусть { }; Iα  и { }; I′ ′α  – две α-

системы в мнимом кольце ( )S d , где 

( ) ( )Norm Norm ′α = α , 

и существует взаимно однозначное отображение  

( ) ( ):f S d S d→ , 

причём ( )f I I ′= , а для любого числа ( )S dγ ∈  

( ) ( )( )Norm Norm fγ = γ . 

Тогда если из представления числа γ  в α-системе 

{ }; Iα  в виде 1 rγ = γ α + , где  

( ) ( )Norm r Norm< α , 

следует справедливость представления 

( ) ( ) ( )1 'f f f rγ = γ α +  в α-системе { }; I′ ′α , то α-

система { }; Iα  называется эквивалентной α-системе 

{ }; I′ ′α . 

Из определения 7 следует, что если α-система 

{ }; Iα  является квазиканонической системой счисле-

ния в мнимом кольце ( )S d , то и все эквивалентные 

ей α-системы тоже будут квазиканоническими систе-

мами счисления в кольце ( )S d . Если же α-система 

{ }; Iα  не является квазиканонической системой 

счисления в кольце ( )S d , то и все эквивалентные 

ей α-системы также не являются квазиканоническими 

системами счисления в кольце ( )S d . 

Рассмотрим некоторые примеры эквивалентности 
α-систем. 

Лемма 6. Пусть n – количество чисел единичной 

нормы в кольце ( )S d .
 
Если r  – первообразный ко-

рень из единицы степени n , то α-системы { }; Iα
 
и 

{ }; kI rα ⋅  в кольце ( )S d
 
эквивалентны, где 

0,1, 2,k = … . 
Лемма 7. Если α  – число комплексно-

сопряжённое числу α , а I  состоит из чисел ком-
плексно-сопряжённых числам из I , то α-системы 

{ }; Iα и { }; Iα эквивалентны. 

Лемма 8. Пусть ( ) ( ): , , kf I I rα → α ⋅ –

эквивалентность α-систем ( ), Iα  и ( ), kI rα ⋅ . Тогда 

для любых γ  и ( )S dβ ∈  справедливы равенства: 

1) ( ) ( ) ( )f f fγ + β = γ + β , 

2) ( ) ( )f f−γ = − γ . 

Лемма 9. Пусть ( ) ( ): , ,f I Iα → α  – эквивалент-

ность α-систем ( ), Iα  и ( ), Iα . Тогда для любых γ  и 

( )S dβ ∈  справедливы равенства: 

1) ( ) ( ) ( )f f fγ + β = γ + β , 

2) ( ) ( )f f−γ = − γ , 

3) ( ) ( ) ( )f f fγ ⋅β = γ ⋅ β . 

Из леммы 8 следует, что алгоритмы сложения и 
инверсии знака в системах счисления ( ), Iα  и 

( ), kI rα ⋅  имеют одинаковый вид. 

Из леммы 9 следует, что алгоритмы сложения, ин-
версии знака и умножения в системах счисления 

( ), Iα  и ( ), Iα  имеют одинаковый вид. 

3. Сходимость алгоритмов арифметических 
операций в квазиканонических системах счисления 

В работах [6, 7] была рассмотрена реализация 
арифметических операций в бинарных и тернарных 
квазиканонических системах счисления. Приведён-
ные ниже утверждения позволяют получить алгорит-
мы арифметических операций в произвольных квази-
канонических системах счисления. 

Пусть представления чисел 1β , 2β  и 1 2β + β  в ква-

зиканонической системе счисления (α, I) имеют вид 

1

1 1
0

M
i

i
i

r
=

β = α∑ , 
2

2 2
0

M
i

i
i

r
=

β = α∑  и 
3

1 2 3
0

M
i

i
i

r
=

β + β = α∑ . 

Тогда 

( )
( )1 23 max ,

1 2 3 1 2
0 0

M MM
i j

i j j
i j

r r r
= =

β + β = α = + α∑ ∑ , 

а следовательно, 

( )
( )

( )
( )

1 2 3

1 2 3

max ,

1 2 3
0 0

max , ,

1 2 3
0

0

или 0.

M M M
j i

j j i
j i

M M M
j

j j j
j

r r r

r r r

= =

=

+ α − α =

+ − α =

∑ ∑

∑
 

Последнее равенство можно переписать в виде 

0

0
M

j
j

j

c
=

α =∑ , где M = max(M1, M2, M3) и cj =  r1j+r 2j-r3j. 

Таким образом, если выделить в сумме 

( )
( )1 2max ,

1 2 1 2
0

M M
j

j j
j

r r
=

β + β = + α∑  

выражение 
0

0
M

j
j

j

c
=

α =∑  и заменить его нулём, то ре-

зультат сложения 1 2β + β  будет совпадать с результа-

том представления 1 2β + β . Введём следующее обо-

значение ( ) ( ) ( )2
2P Tr Normα = α − α ⋅α + α . 
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Лемма 10. Если 
0

0
M

i
i

i

c
=

α =∑ , где ic C∈ , 2M ≥ , 

constα = , ( )Im 0α ≠ , то это равенство может быть 

представлено в виде ( )
2

2
0

0
M

i
M i

i

c P c
−

=

 ′⋅ α ⋅ α = 
 
∑ , где 

ic C′ ∈ . 
Замечание. Если все условия леммы выполнены, 

но 1M = , то равенство 
1

0

0i
i

i

c
=

α =∑  может быть пред-

ставлено в виде 
0

0
M

i
i

i

c
=

′α =∑ , где 0 jc r′ =  и 1 sc r′ = , 

,j sr r I∈ , 2M ≥ . Действительно, из равенства 
1

0

0i
i

i

c
=

α =∑  следует ( ) ( )0 1Norm c Norm c− = α  или 

( ) ( ) ( ) ( )0 1Norm c Norm Norm c Norm= α ⋅ ≥ α , тогда 0c  
может быть представлено в системе счисления 

{ }, Iα . Подставим его в выражение 
1

0

0i
i

i

c
=

α =∑ . Тогда 

значение 1c  изменится, и, подставив его представле-

ние, получим, что 
1

0 0

0
M

i i
i i

i i

c c
= =

′α = α =∑ ∑ , где 0 jc r′ =  и 

1 sc r′ = , ,j sr r I∈ . 
Лемма 11. Если числа 1β , 2β  и 1 2β + β  в системе 

счисления ( ), Iα  имеют представления 
1

1 1
0

M
i

i
i

r
=

β = α∑ , 

2

2 2
0

M
i

i
i

r
=

β = α∑  и 
3

1 2 3
0

M
i

i
i

r
=

β + β = α∑  соответственно, то 

выражение  

( )
( )1 2 3max , ,

1 2 3
0 0

M M M M
j j

j j j j
j j

r r r c
= =

+ − α = α∑ ∑ , 2M ≥ , 

может быть представлено в виде 

( )
( ) 1

2
0 0

,
Norm M

j
i ij

i j

P r c
α − ′

= =

  
′α ⋅ ⋅ α   

  
∑ ∑  

где ijc Z′ ∈ , 0ijc′ ≥ , ir I∈ . 

Выражение из леммы 11 может быть записано 
следующим образом  

( )
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( )
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Norm M
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Norm M
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′= ⋅ α ⋅ α 

 

∑ ∑

∑ ∑

  

Так как ( ) ( )2 2
j

i ir P r P⋅ α = ⋅ α ⋅α , то обнулять 

2( )ir P⋅ α  в сумме 1 2β + β  можно на любой позиции. 
Это означает, что, обнуляя в сумме 1 2β + β  выраже-

ния 2( )ir P⋅ α  конечное число раз, равное 
0

M

ij
j

c
′

=
∑  для 

каждого ir , получаем результат, совпадающий с за-

писью числа 1 2β + β  в системе счисления { }, Iα .  

Теорема 2. Если в произвольной квазиканониче-
ской системе счисления { }, Iα  для любых двух эле-

ментов 
1j

r  и 
2j

r  множества I  выполняется условие 

1 21 2j jk r k r⋅ ≠ ⋅ , 1 2j j≠ , 1 2,k k Z∈ , 1 2 0k k⋅ <  и в этой 

системе счисления существует алгоритм сложения 
произвольных чисел 1β  и 2β , обнуляющий все выра-

жения вида 2( )ir P⋅ α , то такой алгоритм сложения 

будет конечен и его результат будет совпадать с ре-
зультатом представления числа 1 2β + β  в системе 

счисления { }, Iα . 

Теорема 3. Если в произвольной квазиканониче-
ской системе счисления { }, Iα  существуют хотя бы 

два элемента 
1j

r  и 
2j

r  множества I , для которых вы-

полняется условие 
1 21 2j jk r k r⋅ = ⋅ , 1 2j j≠ , 1 2,k k Z∈ , 

1 2 0k k⋅ < , и в этой системе счисления существует ал-
горитм сложения произвольных чисел 1β  и 2β , обну-

ляющий все выражения вида 2( )ir P⋅ α , причём для 
этого алгоритма все ic  ограничены, где 

0

M

i ij
j

c c
′

=

′=∑ , и ijc′  

берутся из формулы в лемме 11, то такой алгоритм 
сложения будет конечен и его результат будет совпа-
дать с результатом представления числа 1 2β + β  в 

системе счисления { }, Iα . 

Теорема 2 означает, что при выполнении условия 

1 21 2j jk r k r⋅ ≠ ⋅ , 1 2j j≠ , 1 2,k k Z∈ , 1 2 0k k⋅ <  для про-

извольных 
1j

r  и 
2j

r  из множества I  алгоритм сложе-

ния, обнуляющий все выражения вида ( )2ir P⋅ α , бу-

дет сходиться, причём сходиться он будет независимо 
от способа обнуления этих выражений.  

В теореме 3 говорится, что при выполнении усло-
вий 

1 21 2j jk r k r⋅ = ⋅ , 1 2j j≠ , 1 2,k k Z∈ , 1 2 0k k⋅ <  схо-

диться будет лишь та вариация алгоритма, для кото-
рой выполняется условие, и все ic  ограничены. Не-

сложно убедиться в том, что если какие либо ic  не 

ограничены, то их можно сделать ограниченными за 
счёт формулы 

1 21 2j jk r k r⋅ = ⋅ , то есть для этого случая 

всегда найдётся такая вариация алгоритма сложения, 
которая будет сходиться. 

Всё сказанное выше применимо не только к 
сложению чисел, но и к другим операциям. Учиты-
вая эти требования, можно составлять различные 
алгоритмы арифметических операций. Так, альтер-
нативной версией описанного в работе [5] алгорит-
ма сложения чисел в бинарных системах счисления 
кольца ( )S i  является алгоритм сложения, начи-

нающий свою работу со старшего разряда. Сходи-
мость этих алгоритмов гарантируется теоремой 2. 
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Введём следующие обозначения. Количество раз-
рядов в записи суммы обозначим l . Значение в раз-

ряде с номером { }0,1, , 1j l∈ −…  обозначим как jx , 

{ }0, , 2 ,jx r r∈ … . 

Алгоритм 1. 
Шаг 1. Складываем по разрядам два данных числа. 

При этом в записи суммы может присутствовать цифра 
2r, не входящая в алфавит системы счисления. Если есть 
такие { }0,1, , 1sj l∈ −… , что 2

sj
x r= , то k = max(Js) и 

переходим к шагу 2, иначе алгоритм закончен. 
Шаг 2. Если 0k < , то алгоритм закончен. Иначе, 

если { }, 2kx r r∈ , то переходим к шагу 3, если 0kx = , 

то переходим к шагу 2, при 1k k= − . 
Шаг 3. Если 2 0k − ≥ , то  
– если kx r= , 1kx r− = , 2 0kx − =  или kx r= , 

1 0kx − = , 2 0kx − = , то переходим к шагу 2, при 

3k k= − ; 
– если kx r= , 1kx r− = , 2kx r− =  или kx r= , 

1 0kx − = , 2kx r− = , то переходим к шагу 2, при 

2k k= − ; 
– если kx r= , 1 2kx r− = , 2 2kx r− = , то 

1 20k k kx x x− −= = =  и переходим к шагу 2, при 3k k= − . 

Если при этом l k= , то присваиваем l  значение 3l − ; 
– если kx r= , 1 2kx r− = , 2kx r− =  или kx r= , 

1 2kx r− = , 2 0kx − = , то 2 2k kx x r+ += + , 1 1k kx x r+ += + , 

1 0kx − =  и переходим к шагу 2, при 3k k= + . Если 

при этом 3l k< + , то присваиваем l  значение 3k + ; 
– если kx r= , 1kx r− = , 2 2kx r− =  или kx r= , 

1 0kx − = , 2 2kx r− = , то 1 1k kx x r+ += + , k kx x r= + , 

2 0kx − =  и переходим к шагу 2, при 2k k= + . Если 

при этом 2l k< + , то присваиваем l  значение 2k + ; 
– если 2kx r= , 1 2kx r− = , 2 2kx r− = , то kx r= , 

1 0kx − = , 2 0kx − =  и переходим к шагу 2, при 3k k= − . 

Заключение 

В работе приведены утверждения, позволяющие уп-
ростить доказательство классификационных теорем для 
квазиканонических систем счисления в мнимых квадра-
тичных полях. Большая часть из этих утверждений 
справедлива и для действительных квадратичных полей, 
за исключением леммы 4 и, соответственно, теоремы 1, 
что позволяет исследовать квазиканонические системы 
счисления и в этих полях. Кроме того, в работе сформу-
лированы леммы, позволяющие реализовать арифмети-
ческие операции в произвольных квазиканонических 
системах счисления. 

Основные результаты работы представлены в тео-
ремах 1, 2 и 3. Теорема 1 является критерием сходи-
мости алгоритма представления целого алгебраиче-
ского числа в квазиканонической системе счисления, 
а теоремы 2 и 3 – критериями сходимости алгоритма 
сложения в такой системе счисления. 
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ON THE CONVERGENCE OF SOME ALGORITHMS OF BINARY OR TERNARY MACHINE 
ARITHMETIC FOR CALCULATIONS IN IMAGINARY QUADRATIC FIELDS  
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Samara State Aerospace University  

Abstract 

The paper proves a number of statements that significantly reduce the complexity of proofs of 
the classification theorems for quasicanonical number systems in imaginary quadratic fields. Theo-
rems on convergence of algorithms that implement the addition of algebraic integers in quasican-
onical number systems are proved. 
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