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Аннотация 

Рассмотрено применение модификации метода согласованных квадрик, предназначен-
ной для расчёта функции эйконала светового поля из условия фокусировки в набор точек, к 
расчёту дифракционных оптических элементов. Представлены результаты расчёта функции 
эйконала для фокусировки в набор точек, образующих изображение калькулятора. Иссле-
дованы характеристики формируемого изображения в рамках скалярной теории дифракции. 
Показано, что метод может быть применён для расчёта дифракционных оптических элемен-
тов, формирующих заданные непрерывные распределения освещённости в рамках скаляр-
ной теории дифракции. На примерах показано, что рассчитанная функция эйконала являет-
ся хорошим начальным приближением при расчёте дифракционных элементов на основе 
итерационного алгоритма Герчберга–Секстона. 
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Введение 

Задача расчёта оптического элемента из условия 
формирования заданного распределения освещённо-
сти относится к классу обратных задач неизобра-
жающей оптики и является крайне сложной [1]. Од-
ним из универсальных методов, широко используе-
мых для расчёта оптических элементов неизобра-
жающей оптики, является метод согласованных квад-
рик (МСК, англ. — supporting quadric method) [2–7]. 
Первоначально МСК был предложен для расчёта зер-
кал и преломляющих поверхностей, формирующих 
дискретные распределения интенсивности в виде на-
бора точек. В рамках метода оптическая поверхность, 
в зависимости от решаемой задачи, определяется в 
виде огибающей семейства квадрик: параболоидов, 
эллипсоидов или гиперболоидов. В частности, при 
расчёте зеркал поверхность представляется в виде 
набора сегментов параболоидов (задача формирова-
ния диаграмм направленности) или эллипсоидов (за-
дача фокусировки в набор точек) с определёнными 
параметрами. Расчёт параметров параболоидов (эл-
липсоидов) осуществляется итерационным методом, 
при этом сходимость метода строго доказана [2, 3]. 
Интересно отметить, что задача расчёта параметров 
параболоидов, образующих зеркало, может быть рас-
смотрена как транспортная задача [5, 6]. При этом 
расчёт рефлектора сводится к решению задачи ли-
нейного программирования.  

В работе [7] авторов статьи была предложена мо-
дификация метода согласованных квадрик для реше-
ния задачи расчёта эйконала светового поля, заданно-
го в некоторой плоскости, обеспечивающего фокуси-
ровку в требуемый набор точек. В предложенном ме-
тоде функция эйконала представляется в виде оги-
бающей семейства эйконалов сходящихся сфериче-
ских пучков с фокусами в требуемых точках. Задача 

расчёта эйконала является важной при расчёте ди-
фракционных оптических элементов (ДОЭ), в осо-
бенности дифракционных многофокусных линз и де-
лителей пучка [8–10]. При этом высота дифракцион-
ного микрорельефа пропорциональна функции эйко-
нала. Кроме того, по функции эйконала может быть 
восстановлена рефракционная или отражающая оп-
тическая поверхность, формирующая заданное рас-
пределение эйконала [11]. Это позволяет применять 
метод [7] для расчёта преломляющих оптических 
элементов.  

В методе согласованных квадрик [7] функция эй-
конала рассчитывается в приближении геометриче-
ской оптики. В связи с ориентированностью метода 
на задачу расчёта ДОЭ представляет интерес иссле-
дование характеристик изображения, формируемого в 
приближении скалярной теории дифракции. Такое 
исследование впервые представлено в настоящей ра-
боте. При этом показано, что метод согласованных 
квадрик может быть применён к расчёту ДОЭ, фор-
мирующих заданные непрерывные распределения ос-
вещённости. 

1. Расчёт функции эйконала для фокусировки 
в набор точек 

Для полноты изложения привёдем формулировку 
задачи расчёта эйконала светового поля для форми-
рования заданного дискретного распределения осве-
щённости и кратко повторим основные положения 
метода расчёта из работы [7]. Будем предполагать, 
что в плоскости z = 0 в области G задано распределе-
ние освещённости ( )0 ,E G∈u u , где ( ),u v=u  – де-

картовы координаты в плоскости z = 0. Область G бу-
дем называть апертурой. Требуется рассчитать рас-
пределение эйконала ( ), GΨ ∈u u  из условия форми-

рования в плоскости z = f заданного дискретного рас-
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пределения освещённости, соответствующего набору 
точек ( , ), 1,...,i i ix y i N= =x  с заданной энергией 

, 1,...,iI i N=  (рис. 1). 

 
Рис. 1. Геометрия задачи фокусировки в набор точек 

В работе [8] функция эйконала для фокусировки в 
требуемый набор точек была получена в виде: 

( )2 2
,( ) m f mfΨ = − − + + Ψu u x ,  (1) 

где , , 1,...,f i i NΨ =  — константы, соответствующие 

значениям эйконала в точках фокусировки, а индекс 
m соответствующей константы при каждом u  опре-
деляется из соотношений: 

{ }1,...,
argmin ( ; )l i
i N

m
∈

= Ψ u x   (2) 

или 

{ }1,...,
argmax ( ; )l i

i N
m

∈
= Ψ u x ,  (3) 

где функция ( ; )lΨ u x  соответствует эйконалу сходя-

щегося сферического пучка с фокусом в точке x , за-
писанному в плоскости 0z = : 

( )2 2( ; ) ( )l ffΨ = − − + + Ψu x u x x .  (4) 

Условие минимума (2) используется при расчёте 
эйконала эллиптического типа (в этом случае лучи 
пересекают оптическую ось), а условие максимума 
(3) – при расчёте эйконала гиперболического типа 
(лучи не пересекают оптическую ось).  

Согласно (1)–(4), функция эйконала для фокуси-
ровки в набор точек образована сегментами функций 
эйконала сходящихся сферических пучков. При этом 
расчёт значений , , 1,...,f i i NΨ =  в (1) осуществляется 

итерационным методом из условия формирования за-
данного распределения энергии , 1,...,iI i N=  в точках 

фокусировки ( , ), 1,...,i i ix y i N= =x . Итерационный 

метод расчёта значений ,f iΨ  на основе метода согла-

сованных квадрик подробно описан в работе [7] и да-
лее используется в расчётных примерах настоящей 
статьи. 

Отметим, что метод расчёта функции эйконала, 
обеспечивающей фокусировку в набор точек в плос-

кости, очевидным образом обобщается на случай, ко-
гда точки расположены на произвольной поверхно-
сти. В этом случае вместо постоянного значения f в 
(1), (4) следует использовать заданный набор значе-
ний , 1,...,mf m N= . 

Для демонстрации возможностей метода согласо-
ванных квадрик [7] при формировании сложных изо-
бражений была рассчитана функция эйконала из ус-
ловия фокусировки в набор точек, образующих изо-
бражение калькулятора (рис. 2). Изображение каль-
кулятора задано на двумерной эквидистантной сетке 
из 56×82 точек и содержит Nim = 1414 белых точек, 
образующих изображение.  

 
Рис. 2. Изображение калькулятора на эквидистантной 

сетке из 56×82 точек 

Расчёт функции эйконала проводился из условия 
фокусировки в набор точек на рис. 2 с постоянной 
энергией (I i =  I0, i =  1,…,N), расположенный в плоско-
сти z = 100 мм. При этом шаг сетки, на которой было 
задано изображение калькулятора, составлял 

xy 0,2586 ммδ = . Функция эйконала была задана в 

плоскости z = 0 в квадратной области G с размером 
стороны 8,192ммa =  на эквидистантной сетке из 

256×256 точек с шагом duv = 32 мкм. Освещённость 
E0(u) в области G считалась постоянной.  

Функция эйконала, рассчитанная методом согла-
сованных квадрик, приведена на рис. 3 и обеспечива-
ет формирование заданного постоянного распределе-
ния энергии в точках фокусировки со среднеквадра-
тичной ошибкой менее 6 % (рис. 4). Отметим, что 
разрешение рис. 3 не позволяет увидеть детали рас-
считанной функции эйконала. В следующем пункте 
на рис. 6а показан центральный фрагмент данной 
функции, показывающий, что она образована из сег-
ментов функций эйконала сферических пучков (4), 
соединённых непрерывным образом. 

По рассчитанной функции эйконала была восста-
новлена преломляющая поверхность. Точные анали-
тические формулы для расчёта преломляющей по-
верхности, формирующей заданное распределение 
эйконала, представлены в работе [11].  

В то же время при указанных «параксиальных» 
параметрах функция высоты преломляющей поверх-
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ности может быть рассчитана в приближении тонкого 
оптического элемента [9]: 

( ) ( ) / ( 1)h n= Ψ −u u ,  (5) 

где n = 1,6 – показатель преломления материала опти-
ческого элемента. 

 
Рис. 3. Функция эйконала для фокусировки  

в набор точек на рис. 2 

 
Рис. 4. Распределение освещённости,  

формируемое в плоскости фокусировки z=100 мм  
при функции эйконала на рис. 3 

Для проверки правильности приведённых расчётных 
формул было проведено моделирование работы оптиче-
ского элемента (5) в программе для светотехнических 
расчётов TracePro® с использованием метода трасси-
ровки лучей [12]. Для этого поверхность (5) была ап-
проксимирована системой неоднородных рациональных 
сплайнов Безье (NURBS) в программе автоматизиро-
ванного проектирования Rhinosceros® [13]. В качестве 
первой поверхности оптического элемента использова-
лась плоская поверхность, перпендикулярная падающе-
му плоскому пучку с постоянной освещённостью. На 
рис. 5 показаны преломляющий оптический элемент и 
рассчитанное в программе TracePro® распределение ос-
вещённости, которое формируется при освещении оп-
тического элемента коллимированным пучком с посто-
янной освещённостью. Распределение освещённости 
рассчитано при 1000000 лучей и показывает фокусиров-
ку в набор точек, образующих требуемое изображение 
калькулятора.  

Некоторая неравномерность распределения энер-
гии в точках фокусировки объясняется погрешностью 
метода трассировки лучей, а также погрешностью ап-
проксимации поверхности (5) с помощью системы 
сплайнов. 

 
Рис. 5. Преломляющий оптический элемент и полутоновое 
распределение освещённости, формируемое оптическим 

элементом для фокусировки в набор точек на рис. 2 

2. Исследование дифракционных эффектов 

Задача расчёта фазовых ДОЭ часто формулирует-
ся как задача расчёта функции эйконала (или связан-
ной с ней фазовой функции ( ) ( )kϕ = Ψu u , где 

2 /k = π λ – волновое число, λ  – длина волны) из ус-
ловия формирования заданного распределения осве-
щённости в некоторой плоскости [9]. При этом высо-
та микрорельефа ДОЭ определяется по формуле: 

( ) [ ]( ) 1 ( 1) mod ( )h n λ= − ⋅ Ψu u .  (6) 

Функция эйконала на рис. 3 для фокусировки в 
набор точек на рис. 2 была рассчитана в приближении 
геометрической оптики. В этой связи представляет 
интерес исследование характеристик изображения, 
формируемого ДОЭ (6) в рамках скалярной теории 
дифракции. Исследуем распределение освещённости, 
формируемое при рассчитанной функции эйконала 
(рис. 3) в приближении Френеля–Кирхгофа. Ком-
плексная амплитуда светового поля в плоскости зада-
ния эйконала (z = 0) определяется выражением 

( )0 0( ) ( ) exp ( ) ,w E ik G= Ψ ∈u u u u . В приближении 

Френеля–Кирхгофа распределение освещённости, 
формируемое в плоскости z =  f, имеет вид [8]: 

( ) ( )
2

2 2
0

1
( )exp

2G

ik
E w d

f f

 = − λ  
∫∫x u x u u .  (7) 

Для удобства вычисления интеграла (7) представим 
функцию эйконала в виде: 

2
add( ) ( 2 ) ( )fΨ = − + Ψu u u ,  (8) 

где первое слагаемое соответствует эйконалу пара-
ксиальной линзы [12]. В этом случае расчёт E(x) сво-
дится к вычислению интеграла Фурье: 

( )
2

2
0 add

1
( ) exp ( )

G

ik
E E ik d

f f

 = Ψ − λ  
∫∫x u u xu u .  (9) 

На рис. 6а приведён центральный фрагмент функ-
ции add( )Ψ u  по модулю 532нмλ = .  

Для вычисления интеграла (9) данная функция была 
рассчитана на эквидистантной сетке из 4096×4096 от-
счётов с шагом duv = 2 мкм. Расчётное распределение ос-
вещённости, формируемое в приближении Френеля, 
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приведено на рис. 6г и соответствует изображению 
калькулятора. Расчёт освещённости E(x) на рис. 6г осу-
ществлялся на эквидистантной сетке, содержащей 

4096×4096 отсчётов. Шаг сетки был задан в виде 

xy /d f a= λ .  

а)   б)   в)   

г)    д)   е)  
Рис. 6. (a)–(в) – фрагменты функций эйконала add( )Ψ u , add0,5 ( )Ψ u , add0,25 ( )Ψ u в центральных областях  размером 3×3 мм2; 

(г)–(е) – Распределения освещённости, формируемые в приближении Френеля–Кирхгофа для функций эйконала на рис. (а)-(в) 

Отметим, что в приближении Френеля величина 
2 2 /f a∆ = λ  соответствует размеру пятна, формируе-

мого линзой с фокусом f и квадратной апертурой G [8]. 
При заданных параметрах ( 532нмλ = , 100ммf = , 

8,192ммa = ) xy 6,5мкмd = ∆ ≈ . На рис. 6г, в отличие 

от рис. 5, фактически не видно отдельных точек. Это 
связано с тем, что вследствие дифракции точки фоку-
сировки превратились в пятна конечного размера, ко-
торые слились и образовали «непрерывное» изображе-
ние калькулятора. Получим качественную оценку 
среднего размера дифракционных пятен для приведён-
ного примера. Согласно использованному методу рас-
чёта, функция эйконала на рис. 3 и 6а соответствует 
набору сегментов эйконалов сферических пучков (4), 
имеющих одинаковую площадь и соединённых между 
собой непрерывным образом. В качестве оценки сред-
него размера пятна возьмём величину: 

sub im2
im

2
2

/

f
N

a N

λ∆ = = ∆ ,  (10) 

соответствующую размеру дифракционного пятна 

линзы с размером стороны апертуры 2
im/subb a N= , 

где Nim – число точек фокусировки. Оценка (10) пред-
полагает, что расстояние между точками изображения 
больше величины sub∆ , так что субапертуры между 

собой не взаимодействуют. При заданных параметрах 
получим sub 0,24мм∆ ≈ . Напомним, что шаг прямо-

угольной сетки, на которой было задано изображение 

калькулятора, составлял xy 0,2586 ммδ = . Таким обра-

зом, для рассмотренного примера sub xy∆ ≈ δ , что и объ-

ясняет непрерывный характер распределения осве-
щённости на рис. 6б.  

Приведённое объяснение позволяет применять 
метод расчёта функции эйконала для расчёта ДОЭ, 
формирующих заданные непрерывные распределения 
освещённости. При этом непрерывность распределе-
ния достигается за счёт выбора расстояния между 
точками фокусировки при расчёте функции эйконала. 

Исследуем величину дифракционных эффектов 
при уменьшении шага сетки xyδ  относительно вели-

чины sub∆ . Несложно показать [8], что в параксиаль-

ном приближении функция эйконала: 

( )2
add( ) 2 ( )p f pΨ = − + Ψu u u   (11) 

обеспечивает фокусировку в масштабированный на-
бор точек с координатами xp,i = pxi, i  = 1,…,N, где p –
 масштабный коэффициент. На рис. 6б,в показаны 
функции эйконала add( )pΨ u  при p = 0,5 и p = 0,25 со-

ответственно. Расчёт распределений освещённости, 
формируемых в приближении геометрической опти-
ки, показал, что для функций (11) при p = 0,5 и 
p = 0,25 формируются масштабированные изображе-
ния калькуляторов, аналогичные рис. 4. Распределе-
ния освещённости, формируемые в приближении 
Френеля при указанных функциях p( )Ψ u , приведены 

на рис. 6д,е. Данные рисунки показывают, что при 
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уменьшении расстояния между точками качество 
изображения калькулятора ухудшается. В частности, 
при p = 0,25 изображения цифр становятся неразли-
чимыми. Ухудшение качества изображения объясня-
ется перекрытием дифракционных пятен от различ-
ных сегментов (причём не только от соседних) и со-
ответствующей интерференцией между ними.  

Таким образом, применение метода расчёта функ-
ции эйконала для расчёта ДОЭ, формирующих не-
прерывные распределения освещённости, имеет ог-
раничения. В рассматриваемом примере получить 
распределение приемлемого качества удаётся только 
при расстоянии между точками [ ]xy sub sub/ 2,δ ∈ ∆ ∆ . 

В рамках скалярной теории дифракции для расчё-
та ДОЭ широко используются итерационные и гради-
ентные методы [8, 14]. Наиболее известными являют-
ся алгоритм Герчберга–Секстона и его модификации 

[8, 14]. Сходимость указанного алгоритма и качество 
получаемого решения существенно зависят от на-
чального приближения для фазовой функции ДОЭ. 
Исследуем работоспособность алгоритма Герчберга–
Секстона при использовании в качестве начального 
приближения фазы геометрооптического решения 

add( ) ( )kϕ = Ψu u . В качестве требуемого распределе-

ния освещённости для алгоритма Герчберга–
Секстона зададим «непрерывное» изображение каль-
кулятора на рис. 2. При этом вместо точек будем ис-
пользовать квадратные пиксели с размером стороны 

xy 0,2586 ммδ = , равным расстоянию между точками 

фокусировки. 
На рис. 7а – в представлены функции эйконала, 

полученные после 30 итераций по алгоритму Герч-
берга–Секстона.  

а)   б)   в)   

г)    д)    е)  
Рис. 7. (a)–(в) – фрагменты функций эйконала после выполнения 30 итераций в алгоритме Герчберга–Секстона; (г)-(е) – 

распределения освещённости, формируемые в приближении Френеля-Кирхгофа для функций эйконала на рис. (a)-(в) 

В качестве начальных приближений использова-
лись функции эйконалов на рис. 6а-в. Распределения 
освещённости, формируемые при функциях эйкона-
лов на рис. 7а-в, приведены на рис. 7г-е и соответст-
вуют заданным изображениям калькулятора с раз-
личным масштабом. Во всех трёх случаях средне-
квадратичное отклонение между сформированными 
распределениями освещённости и заданными распре-
делениями не превышает 5 %. Таким образом, ис-
пользование в качестве начального приближения 
геометрооптического решения обеспечивает быструю 
сходимость итерационного алгоритма. 

Для сравнения были рассчитаны фазовые функции 
(не показаны в статье) для формирования изображения 
калькулятора при использовании случайной начальной 
фазы. При использовании случайной начальной фазы в 

итерационном алгоритме среднеквадратичное откло-
нение между сформированными распределениями ос-
вещённости и заданными распределениями после 50–
100 итераций составляет 10–15 % (при указанном чис-
ле итераций ошибка стабилизируется и далее не 
уменьшается с ростом числа итераций). Аналогичная 
ситуация имеет место и при использовании в качестве 
начального приближения постоянной фазы. При этом 
стабилизация ошибки также происходит при 50–100 
итерациях при несколько большем значении средне-
квадратичной ошибки в 15–20 %. 

Отметим, что уменьшение числа итераций алго-
ритма Герчберга–Секстона при использовании в ка-
честве начального приближения фазы геометроопти-
ческого решения не является преимуществом с точки 
зрения вычислительных затрат. Это связано с тем, что 
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геометрическое решение также получается в итера-
ционном алгоритме. Для рассмотренного примера 
(рис. 3–5) указанный итерационный алгоритм для 
расчёта геометрооптического решения требует на по-
рядок большего времени расчёта, чем выполнение 
50–100 итераций алгоритма Герчберга–Секстона. По 
мнению авторов, основные преимущества использо-
вания начального геометрооптического решения про-
являются в задачах, где алгоритм Герчберга–
Секстона не может быть использован или где его 
применение связано со значительно большими вы-
числительными затратами. В частности, задача выбо-
ра хорошего начального приближения является осо-
бенно актуальной в задачах формирования заданных 
распределений освещённости на неплоских поверх-
ностях. В этом случае пересчёт поля между аперту-
рой и освещаемой областью уже не может быть опи-
сан интегралом Фурье (9), для вычисления которого 
разработаны быстрые алгоритмы. В то же время, как 
указано в пункте 1, алгоритм расчёта функции эйко-
нала фактически без изменений обобщается на слу-
чай, когда точки расположены на произвольной по-
верхности. Кроме того, важно отметить, что после 
выполнения итераций фазовые функции на рис. 7а-в 
имеют регулярную структуру, что облегчает требова-
ния к технологии производства дифракционного мик-
рорельефа. 

Заключение 

На основе модификации метода согласованных 
квадрик рассчитана функция эйконала, обеспечи-
вающая фокусировку в набор из 1414 точек, обра-
зующих изображение калькулятора. Данный пример 
показывает работоспособность метода при формиро-
вании сложных изображений. Исследованы характе-
ристики формируемого изображения в рамках ска-
лярной теории дифракции. Показано, что метод мо-
жет быть применён для расчёта ДОЭ, формирующих 
заданные непрерывные распределения освещённости 
в рамках скалярной теории дифракции. При этом не-
прерывность формируемого распределения достига-
ется за счёт выбора расстояния между точками фоку-
сировки на этапе расчёта функции эйконала. На чис-
ленных примерах продемонстрировано, что функция 
эйконала является хорошим начальным приближени-
ем при расчёте ДОЭ на основе итерационного алго-
ритма Герчберга–Секстона. 
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Abstract  

Application of a modified supporting quadric method in diffractive optical element design is 
described. As an example, we compute the eikonal function to focus into a calculator's image rep-
resented by a set of points. Properties of the produced image are analyzed using the scalar diffrac-
tion theory. It is shown that the proposed method can be used for the design of diffractive optical 
elements focusing into a continuous required illuminance distribution. Numerical examples also 
show that the computed eikonal function is a good initial estimate for the iterative Gerchberg-
Saxton algorithm. 
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