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Введение 

Кристаллы могут быть найдены в природе повсюду. 
Как правило, мы представляем их себе в виде минера-
лов (драгоценных камней, графита и т.д.), однако при-
мерами кристаллов являются снежинки, лёд и кусочки 
соли. С древних времен кристаллы интригуют людей 
своей красотой – симметричной формой и разнообрази-
ем цвета, им приписываются магические свойства.   

Однако только в начале 20-го века были сделаны 
открытия, позволившие «увидеть» внутреннюю струк-
туру кристаллов через дифракционную картину рент-
геновских лучей. 

В 2014 году международное научное сообщество 
отметило 100-летие кристаллографии [1].  

Ещё в 1611 году немецкий математик и астроном Ио-
ганн Кеплер, наблюдая симметричную форму снежинок, 
озадачился объяснением их внутренней структуры.  

Лишь почти 200 лет спустя французский минера-
лог Рене Джюст Гаюи вывел геометрический закон 
кристаллизации [2], из которого следовала периодич-
ность кристаллической структуры. Закон Гаюи раз-
решал только 2-, 3-, 4- и 6-кратную симметрию вра-
щения. На основе этих ограничений Мориц Франкен-
гейм (в 1826 году) и Иоганн Хессел (в 1830 году) 
пришли к выводу, что возможны 32 типа кристаллов. 

Однако в 1850 году Август Бравэ на основе пред-
ставлений Людвига Зеебера (в 1824 году) и Габриэля 
Делафосса (в 1840 году) о кристалле как массиве точек 
получил только 14 возможных типов решёток [3].  

Это противоречие разрешил Леонард Зонке, введя 
65 пространственных групп в 1879 году. Через не-
сколько лет русский учёный Евграф Степанович Фе-
доров обобщил этот результат до 230 пространствен-
ных групп [4, 5]. Нужно ли было столько групп? Чья 
концепция правильнее? На эти вопросы удалось отве-
тить только после экспериментальных исследований. 

Открытие рентгеновских лучей Вильгельмом 
Конрадом Рентгеном в 1895, награждённым в 1901 
году первой Нобелевской премией по физике, и экспе-
рименты по дифракции рентгеновских лучей на кри-

сталлах, проведённые немецкими физиками М. Лауэ, 
В. Фридрихом и П. Книппингом в 1912 году, явились 
основополагающими событиями для развития такой 
области научных исследований, как кристаллография. 

Не менее важным было открытие Уильяма Генри 
Брэгга и Уильяма Лоуренса Брэгга в 1913, что рент-
геновские лучи могут быть использованы для опре-
деления положения атомов внутри кристалла и рас-
шифровки его трёхмерной структуры [6 – 9]. Извест-
ное как закон Брэгга, это открытие в значительной 
степени способствовало современному развитию всех 
естественных наук, поскольку атомная структура оп-
ределяет химические и биологические свойства мате-
рии, а кристаллическая структура – физические свой-
ства вещества.  

Макс фон Лауэ получил Нобелевскую премию по 
физике в 1914 году, а отец и сын Брэгги были удо-
стоены этой премии в 1915 году. Разработанная ими 
теория получила название геометрической или кине-
матической теории. 

Кинематическая теория рассеяния была впослед-
ствии дополнена более правильными расчётами ин-
тенсивностей и атомных амплитуд с учётом влияния 
тепловых колебаний, определения фаз структурных 
амплитуд на основе аномальной дисперсии и других 
усовершенствований. Большой обзор по истории раз-
вития кристаллографии до 70-х годов имеется в мо-
нографии З.Г. Пинскера [10].  

Характерной чертой кинематической теории явля-
ется учёт взаимодействия каждого атома только с пер-
вичной волной в кристалле. При этом не учитывается 
многоволновое рассеяние, которое является актуаль-
ным при исследовании структуры белковых кристал-
лов. Также недостатком кинематической теории явля-
ется пренебрежение законом сохранения энергии, так 
как энергия проходящей через кристалл первичной 
волны считается неизменной, хотя часть её сообщается 
рассеянным волнам.  

Глубокий анализ явлений, протекающих при рас-
пространении рентгеновских волн в кристаллах, был 
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проведён Эвальдом. Основы динамической теории 
Эвальда изложены в книге Р. Джеймса [11]. В этой тео-
рии кристалл рассматривался как периодическая струк-
тура, состоящая из точечных резонаторов, или диполей. 
Теория Эвальда включала дисперсию падающей волны 
внутри кристалла и естественный переход к многовол-
новому рассеянию, что позволило предугадать ано-
мальное прохождение в поглощающих кристаллах; 
симметричное и асимметричное отражения; отражение 
по Лауэ; а также основные интерференционные эффек-
ты при рассеянии в идеальных кристаллах. 

В конце двадцатых годов Бете по аналогии с ди-
намической теорией рассеяния рентгеновских лучей 
Эвальда предложил динамическую теорию рассеяния 
электронов, что послужило открытию дифракции 
электронов в 1927 г. Аналогичный подход с ясным и 
кратким объяснением динамического рассеяния рент-
геновских лучей рассмотрен в монографии В. Заха-
риасена [12]. Последующие формы теории Эвальда 
получили широкое распространение [13]. 

Основные различия между кинематической и ди-
намической теорией рассеяния рентгеновских лучей в 
кристаллах можно свести к двум пунктам: 1) направ-
ления и угловая ширина дифрагированных пучков, 2) 
величины интегрального отражения. 

Однако в результате множества эксперименталь-
ных исследований было показано [10] лишь неболь-
шое отличие результатов, полученных в рамках ди-
намической теории, от значений углов, предсказы-
ваемых кинематической теорией (порядка нескольких 
угловых секунд). Это привело к мысли о том, что ди-
намическая теория имеет весьма узкую и специаль-
ную область применения. Что касается интенсивно-
стей, значения которых различаются в некоторых 
случаях больше, чем на порядок величин, то и это 
различие не играет существенной роли, так как имеет 
место лишь для редчайших экземпляров кристаллов. 

В период между 20-ми и 60-ми на основе рентге-
новской кристаллографии удалось узнать многое о 
строении живых организмов, что имело очень важное 
значение для здравоохранения. Были выяснены 
структуры множества биологических молекул, вклю-
чая холестерин, пенициллин, витамин В12 и инсулин. 
После первых исследований в 1962 году были опре-
делены кристаллические структуры 90 000 белков, 
нуклеиновых кислот и других биологических моле-
кул. Одной из самых больших вех 20-го столетия бы-
ло открытие структуры ДНК на основе дифракцион-
ных эффектов. Белковая кристаллография является 
основным инструментальным средством современ-
ных биологической и медицинских наук. 

В послевоенный период были достигнуты боль-
шие успехи в технологии получения сверхчистых по-
лупроводниковых материалов и в особенности в из-
готовлении довольно совершенных монокристаллов, 
таких как Ge, Si и GaAs. Большое практическое зна-
чение в квантовой электронике и радиотехнике также 
приобрели монокристаллы кварца и других веществ. 
Это послужило новым толчком к развитию методов 

исследования подобных монокристаллов, в частно-
сти, в динамическом рассеянии рентгеновских лучей, 
как к одному из основных методов исследования и 
контроля степени совершенства кристаллов.  

Важным этапом в разработке динамической тео-
рии было рассмотрение случая поглощающего кри-
сталла и вывод формул для коэффициентов и инте-
гральных величин отражения и прохождения. Одним 
из важнейших эффектов, наблюдаемых при динами-
ческом рассеянии в идеальных кристаллах, является 
явление аномального прохождения в области макси-
мума. Этот эффект был обнаружен чисто экспери-
ментально и назван эффектом Бормана, по имени ав-
тора этих работ [14 – 16]. Фактически в работе 
М. Лауэ [17] эффект Бормана показан как очевидный 
вывод из динамической теории. 

Аномальное прохождение рентгеновских лучей в 
толстом поглощающем кристалле имеет важное 
принципиальное и практическое значение. В основе 
динамической теории Эвальда–Лауэ лежит квазиклас-
сическое уравнение Максвелла, решением которого 
является так называемая блоховская волна, которая в 
двухволновом приближении аппроксимируется двумя 
плоскими волнами. Эффект Бормана заключается в 
том, что для одного из полей поглощение резко воз-
растает, а для другого – резко снижается против нор-
мального, что и приводит для этого поля к аномально-
му прохождению. Аномальное прохождение одного 
поля и поглощение другого отражаются в своеобраз-
ных формах максимумов прохождения при различ-
ных условиях эксперимента. 

Интересный и важный класс явлений, обнаружен-
ных сначала экспериментально [18 – 19], а впоследст-
вии исследованных теоретически Эвальдом и други-
ми авторами [20 – 22], относится к динамическому 
рассеянию с учётом нескольких взаимодействующих 
волн в кристалле. При этом наблюдается заметное 
изменение характера и величины эффектов аномаль-
ного прохождения в поглощающих кристаллах.  

Существенную роль в рассеянии рентгеновских 
лучей в кристаллах, в том числе и в динамическом 
рассеянии, играют тепловые движения атомов, а так-
же диффузное рассеяние, частично также зависящее 
от тепловых колебаний [23 – 24]. 

Динамическая теория рассеяния рентгеновских лу-
чей в кристаллах с дефектами начала разрабатываться 
с 60-х годов. По аналогии с геометрической оптикой 
было развито лучевое приближение теории Эвальда–
Лауэ и были получены удовлетворительные результа-
ты в построении динамической теории рассеяния в уп-
руго-деформированных кристаллах [25 – 27]. Более 
общей и строгой является теория, основанная на 
уравнениях С. Такаги, выведенных из уравнений 
Максвелла, в которых волновое поле в кристалле за-
висит от двух переменных х и z, отвечающих плоско-
сти, образованной векторами преломленной и дифра-
гированной волн [28 – 29]. Этот результат можно рас-
сматривать, в частности, как доказательство эквива-
лентности двух форм динамической теории для иде-
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ального кристалла: Эвальда–Лауэ и обобщённой. 
Вместе с тем эта последняя имеет по меньшей мере два 
существенных преимущества. Прежде всего, она непо-
средственно позволяет перейти от приближения пло-
ской падающей волны к общему случаю падающего 
волнового пакета, возбуждающего в кристалле про-
странственно неоднородное волновое поле [30 – 31]. 
Схема построения обобщённой теории применитель-
но к идеальному кристаллу изложена в обзоре [32].  

В настоящее время увидеть строение веществ в 
наномасштабе можно средствами сканирующих тун-
нельных или атомно-силовых микроскопов  [33, 34]. 
Наномасштабные изображения позволяют изучать 
свойства наноматериалов на основе анализа их ато-
марной структуры [35]. Трёхмерная кристаллическая 
решётка является математической моделью, которая 
не только позволяет описать структуру любого кри-
сталлического вещества, но и определяет его основ-
ные физико-химические свойства. Задача структур-
ной идентификации кристаллических решёток по сей 
день остаётся одной из основных задач рентгеност-
руктурного анализа [36]. 

С точки зрения обрабатываемого образца могут 
быть идентифицированы два метода рентгеновской 
кристаллографии, а именно: 1) монокристаллической 
рентгеновской дифракции; 2) порошковой рентгенов-
ской дифракции. 

Метод монокристаллической дифракции использует 
относительно крупные кристаллы и даёт набор разроз-
ненных данных, с помощью которых можно определить 
структуру. Тем не менее, большинство материалов, ис-
пользуемых в технической сфере, не могут использо-
вать крупные кристаллы, так что приходится прибегать 
к методу порошковой дифракции с использованием ма-
териалов в форме очень небольших кристалликов. Обе 
технологии хорошо дополняют друг друга, имея свои 
сильные и слабые стороны и области применения. 

Извлечение структурной информации из дифрак-
ционной картины представляет собой решение так 
называемой обратной задачи дифракции в особой по-
становке. Чтобы её решить, необходимо сначала в 
рамках той или иной структурной модели кристалла 
сформулировать прямую задачу дифракции и связать 
данные измерений с электронной плотностью и пара-
метрами атомного теплового движения.  

В данной работе дифракция рентгеновских лучей 
на идеальном кристалле рассмотрена в рамках ска-
лярной волновой теории. На основе решения уравне-
ния Гельмгольца получены асимптотические выра-
жения, справедливые в случае облучения кристалла 
жёстким рентгеновским излучением. Данная работа 
является первой из серии планируемых публикаций, 
посвящённых анализу дифракции рентгеновских лу-
чей в рамках электромагнитной теории.  

1. Приближение однократного рассеяния 

В рамках скалярной теории распространение из-
лучения в декартовой системе координат описывается 
уравнением [33]:  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 0,

W x y z W x y z W x y z

x y z

k x y z W x y z
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 (1) 

где ( ) ( )1 4x y z x y zε , , = + πχ , , , (2) 

( )x y zχ , ,  – пропорциональна электронной плотности, 

мала по сравнению с единицей. 
С учётом (2) перепишем (1), опустив координат-

ную зависимость, в виде: 
2 2 24W k W k W∇ + = − π χ . (3) 

Решение (3) представим в виде суммы падающего 
и рассеянного поля  

0W E E= + . (4) 

Падающее поле удовлетворяет однородному 
уравнению Гельмгольца  

2 2
0 0 0E k E∇ + = , (5) 

а рассеянное поле удовлетворяет неоднородному 
уравнению Гельмгольца  

2 2 2
04E k E k E∇ + = − π χ . (6) 

Таким образом, вместо (4) получим уравнение 
2 2 2 2 2

0 0 04E k E E k E k E∇ + + ∇ + = − π χ . (7) 

Обозначим  

( ) ( ) ( )2
0x y z k x y z E x y zρ , , = χ , , , , , (8) 

тогда из (6) получаем: 
2 2 4 .E k E∇ + = − πρ  (9) 

Решение (9) имеет вид:  

( ) ( ) exp( )
d d d

ikR
E x y z

R

∞

−∞
, , = ρ ξ,η,σ ξ η σ∫ , (10) 

где 2 2 2( ) ( ) ( )R x y z= + +− ξ − η − σ . (11) 

1.1. Представление поля в дальней зоне 

Пусть электронная плотность имеет вид  

( ) ( )1 1 1
, ,

expnml c
n m l

i n m lρ ξ,η,σ = ρ + +  ∑ a b c r , (12) 

где 1 1 1, ,a b c  – вектора обратной решётки кристалла, 

c x y z= ξ + η + σr e e e  – вектор произвольной точки 

внутри кристалла. 
Пусть плоская волна падает на структуру с распре-

делением электронной плотности (12). Согласно прин-
ципу Гюйгенса–Френеля каждая точка электронного 
облака излучает сферическую волну с амплитудой, про-
порциональной плотности электронного облака, и на-
чальной фазой, равной фазе падающей плоской волны:  

( ) ( )

( )0 0 0

, ,

exp ( )
exp d d d .

V

E x y z

ikR
ik

R

= ρ ξ,η,σ ×

× α ξ + β η + γ σ ξ η σ  

∫
 (13) 

Интегрирование производится по всему объёму 
кристалла.  

После известных преобразований выражение в 
дальней зоне приобретает следующий вид:  
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( )

( ) ( )( )
( )( )

0

0

0 0 0

0

exp( )
, ,

exp

exp ( / ) d d d ,

V

ikR
E x y z

R

ik

ik R x y z

= ×

× ρ ξ,η,σ α ξ + β η + γ σ ×

× − ξ + η + σ ξ η σ
∫  (14) 

где 2 2 2
0R x y z= + + . 

1.2. Представление решения в точках  
обратной решётки 

Преобразуем выражение для амплитуды дифраги-
рованного света в виде  

( ) ( )

[ ]{ }

0
0

0

0 0 0

exp( )

exp ( ) ( ) ( ) d d d ,

V

ikR
E

R

ik

− = ρ ξ,η,σ ×

× − α − α ξ + β −β η+ γ − γ σ ξ η σ

∫α α
(15) 

где ( )
0 0 0

, , , ,
x y z

R R R

 
α β γ =  

 
. 

Из (15) очевидно, что амплитуда есть Фурье-
преобразование от плотности электронного облака в 
рассматриваемой системе  

( ) ( )

( ) ( )

0
0

0

0

exp

exp d d d .cV

ikR
E

R

ik 
 
 

− = ×

× ρ ξ,η,σ − − ξ η σ∫

α α

α α r

 (16) 

Интегрирование по всему объёму кристалла заме-
ним интегрированием по элементарной ячейке eV :  

c e n m l= + + +r r a b c , (17) 

где , ,a b c – вектора кристаллической решётки. 

( ) ( )

[ ]

0
0

, ,0

0

exp( )

exp ( )( ) d d d .
e

n m lV

e

ikR
E

R

ik n m l

− = ρ ξ,η,σ ×

× − − + + + ξ η σ

∑ ∫α α

α α r a b c

 (18) 

Пусть теперь точки наблюдения находятся в точ-
ках обратной решётки  

0 1 1 1p s q− = + +α α a b c . (19) 

Амплитуда рассеянного сигнала в точках (19) бу-
дет равна:  

( ) ( )

( ) ( )

( )

0

, ,0

0

0

, ,0

1 1 1

exp( )
1

exp d d d

exp
1

exp d d d .

e

e

psq
n m l

e

V

n m l V

e

ikR
E

R

ik

ikR

R

ik p s q

 
= × 

 

× ρ ξ,η,σ − − ξ η σ =  

 
= ρ ξ,η,σ × 

 

× − + + ξ η σ  

∑

∫

∑ ∫

α α r

a b c r

 (20) 

Выражение 
, ,

( 1)
n m l
∑  означает, что интенсивность 

пропорциональна количеству элементарных ячеек. 
Анализируя выражение (20), видим, что амплитуда 
рассеянного сигнала в определённой точке обратной 
решётки есть соответствующий коэффициент в раз-
ложении ряда Фурье электронной плотности.  

2. Приближение многократного рассеяния 

В рамках многократного рассеяния дифракция 
рентгеновских лучей также описывается уравнением 
Гельмгольца (1). Запишем его в декартовой системе 
координат 1 2 3( )x x x, , : 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2 1 2 3 2 1 2 3

2 21 2

2 1 2 3

23

2 1 2 3 1 2 3 0.

W x x x W x x x

x x

W x x x

x

k x x x W x x x

∂ , , ∂ , ,
+ +

∂ ∂

∂ , ,
+ +

∂

+ ε , , , , =

 (21) 

В пространственно-частотном представлении:  
1 2 3 3

1 2

1 2
1 2 1 2exp d d ,

W x x x E x

ik x x

∞
   
   
   −∞

  
     

, , = α ,α , ×

× α + α α α

∫
 (22) 

1 2 3 3
1 2

1 2
1 2 1 2exp d d .

x x x e x

ik x x

∞
   
   
   −∞

  
     

ε , , = α ,α , ×

× α + α α α

∫
 (23) 

Подставляя эти выражения, получаем уравнение 
(21) в пространственно-частотном представлении:  

2 22 3
1 21 2

2 3
1 2

23

2 3
1 1 2 2

3
1 2 1 2

( )( ) ( )

( )

( )

( )

( )d d 0.

k E x

E x

x

k e x

E x

 
 
 

∞

−∞

− + α ,α , +α α

∂ α ,α ,
+ +

∂

+ α − ω ,α − ω , ×

× ω ,ω , ω ω =
∫

 (24) 

Рассмотрим частный случай кристаллического те-
ла. В случае монокристалла диэлектрическая прони-
цаемость представляется следующим образом  

( )1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 2 2 3 3
, ,

exp ,n n n

n n n

x x x

i n n n

 
 
 

ε , , =

= ε + +  ∑ B B B R
 (25) 

где 1 2 3, ,B B B  – вектора обратной решётки в произ-

вольной системе координат,  
1 2 3

1 2 3.x x x= + +R e e e  (26) 

Поперечные вектора в ортогональной декартовой 
системе имеют вид:  

1 2( 0)R R= , ,r , 1 2( 0)i i ib b= , ,b , 1 2( 0)= α ,α ,α .  

Представим выражение для диэлектрической про-
ницаемости в виде:  

( ) ( )1 2 3

1 2 3

1 2 3

3
1 1 2 2 3 3

, ,

( )

exp ,n n n

n n n

x x x

x i n n n

ε , , =

= ε + +  ∑ b b b r  (27) 

где  
1 2 3

1 2 3

3

3
1 13 2 23 3 33

( )

exp ( ) .

n n n

n n n

x

i n b n b n b x

ε =

 = ε + + 
 (28) 

Из (23) и (27) с точностью до коэффициента имеем: 
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( ) ( )

( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 1 2 3
1 2

1 2 1 2
1 2

3
1 1 2 2 3 3

, ,

1 2 1 2
1 2

3

, ,

31 2
1 2 3

exp d d

exp

exp d d

exp

n n n

n n n

n n n

n n n

e x x x x

ik x x x x

x i n n n

ik x x x x

x

ik n n n
k k k

∞   
   
   −∞

 
 
 

∞

−∞

 
 
 

∞

−∞


α ,α , = ε , , ×

 × − α + α = 

= ε + + ×  

 × − α + α = 

= ε ×

× + + −

∫

∑∫

∑

∫

b b b r

bb b
α d .


 
 
 



 
 
 

r r

 

Из вышеприведённых выкладок следует, что  

( )1 2 3

1 2 3

2
3

1 2 2

3 31 2
1 2 3

, ,

4

.n n n

n n n

k
e x

x n n n
k k k

 
 
 
α , α , = ×

π
  × ε δ − + +  

  
∑

bb b
α

 (29) 

Пусть поле в пространственно-частотном пред-
ставлении имеет вид  

( )1 2 3

1 2 3

3 3
1 2

, ,

31 2
0 1 2 3 .

m m m

m m m

E x E x

m m m
k k k

 
 
 
ω ,ω , = ×

  ×δ − + + +  
  

∑

bb b
ω α

 (30) 

Тогда интегральное слагаемое в (24) можно запи-
сать в виде: 

( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

3 3
1 1 2 2 1 2

3 33 31 2 1 2
1 2 3 0 1 2 3

, , , ,

3 3 1
1

, , , ,

d

dn n n m m m

n n n m m m

n n n m m m

n n n m m m

e x E x

x n n n E x m m m
k k k k k k

x E x n

∞
   
   
   −∞

∞

−∞

α − ω , α − ω , ω , ω , =

      = ε δ − − + + δ − + + + =      
      

= ε δ −

∫

∑ ∑∫

∑ ∑

ω

b bb b b b
α ω ω α ω

b
α

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 3

3 32 1 2
2 3 0 1 2 3

3 3 31 2
1 13 2 23 3 33 0 1 1 2 2 3 3

, , , ,

, ,3

, , ,

expm m m n n n

m m m n n n

m m m p m p m p m

m p p p

n n m m m
k k k k k k

E x i n b n b n b x m n m n m n
k k k

E x − − −

    + + − + + + =    
    

   = ε + + δ − + + + + + + =      

= ε

∑ ∑

∑

b bb b b
α

bb b
α α

( ) ( ) ( ){ }
2 3,

3 31 2
1 1 13 2 2 23 3 3 33 0 1 2 3exp .

m m

i p m b p m b p m b x p p p
k k k

×

  × − + − + − δ − + + +        

∑

bb b
α α

 

Подставляя выражение для поля и диэлектриче-
ской проницаемости в пространственно-частотном 
представлении в интегральное уравнение, получим 
систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний для E p1 p2 p3(x3):  

1 2 3

1 2 3

1 1 2 2 3 3 1 2 3

2

2 31 2
0 1 2 3

,2 3
, 3

23

, , ,2 3 3

d ( )
( )

d( )

( ) ( ) 0.

p p p
p p p

p m p m p m m m m

m

k p p p
k k k

E x
E x

x

k x E x

,
,

− − − ,

 − + + + × 
 

× + +

+ ε =∑

bb b
α

 (31) 

Выражение (31) можно переписать в более ком-
пактном виде: 

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

2
2

3 2

d
0

d ( )

p p p
p p p m m m
m m m

E
k H E

x
+ = , (32) 

где  

( ){
( ) ( ) }

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3

31 2

1 2 3

31 2

1 2 3

1 1 2 2 3 3

, ,
1 1 13

3
2 2 23 3 3 33

2

31 2
0 1 2 3

2

31 2
0 1 2 3

, ,
1

exp

1

4 exp

p p p p m p m p m
m m m

pp p
m m m

pp p
m m m

p m p m p m

H i p m b

p m b p m b x

p p p
k k k

p p p
k k k

i p m

− − −

− − −

= ε − +

+ − + − −

 −δ δ δ + + + =  

   = δ δ δ − + + + +     

+ πχ × −

bb b
α

bb b
α

( ){
( ) ( ) }

1 13

3
2 2 23 3 3 33 .

b

p m b p m b x

+

+ − + − 

 (33) 

3. Теория возмущений  
для решения системы уравнений 

Матрицу (32) системы дифференциальных урав-
нений можно представить в виде  

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
4p p p p p p p p p

m m m m m m m m mH I= + π∆ . (34) 

Пусть теперь поле внутри кристаллической ре-
шётки представляется в виде суммы падающего поля 
и поля, рассеянного кристаллической решёткой:  

1 2 3 1 2 3 1 2 3
0

p p p p p p p p p
sE E E= + . (35) 

Подставляя это представление для поля в систему 
дифференциальных уравнений (32), получаем:  

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

2
0

23

2
0

d

d ( )

4 0.

p p p p p p
s

p p p p p p m m m m m m
m m m m m m s

E E

x

k I E E

 
 
 
 

   
   
    

  

+
+

+ + π∆ + =

 (36) 

После раскрытия скобок и пренебрегая слагаемым 
1 2 3 1 2 3

1 2 3

24 p p p m m m
m m m sk Eπ ∆ , получим: 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

2 2
20

02 23 3

2 2
0

d d

d ( ) d( )

4 0.

p p p p p p
p p p m m ms
m m m

p p p m m m p p p m m m
m m m s m m m

E E
k I E

x x

k I E k E

+ + +

+ + π ∆ =

 (37) 

Полагая, что диэлектрическая проницаемость при-
близительно равна единице, и учитывая малость ампли-
туды рассеянной волны по сравнению с падающей, за-
пишем отдельно для каждой составляющей поля:  
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3
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20 31 2

0 1 2 323

0

22
2 31 2

0 1 2 323

2
0

d
1

d

0,

d
1

d

4 ,

p p p

p p p

p p p
s

p p p p p p m m m
s m m m

E
k p p p
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E

E
k p p p

k k kx

E k E

 
 
 

 
 
 

   + − + + + ×       

 × =


   + − + + + ×      
 × = − π ∆

bb b
α

bb b
α

 (38) 

где  

( ) ( ) ( ){ }
1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3

, ,

3
1 1 13 2 2 23 3 3 33exp .

p p p p m p m p m
m m m

i p m b p m b p m b x

− − −∆ = χ ×

× − + − + −  
 

Решение первого уравнения в (37) имеет вид:  
1 2 3 1 2 3

0 0

2
331 2

0 1 2 3exp 1 .

p p p p p pE A

ik p p p x
k k k

 
 
 
 
 
 
 

= ×

 × − + + + 
 

bb b
α

 (39) 

В случае, если падает плоская волна, то  

( ) ( )

31 2

1 2 3

1 2 3

000
0 0 0 0

2
331 2

0 0 1 2 3

2
331 2

0 0 1 2 3

2 23 3
0 00 0

exp 1

exp

exp 1 exp 1 .

pp p

p p p

p p p

E

A ik p p p x
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A ik p p p x
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A ik x A ik x

 
 

+  
 
 
 
 

−

   + −   
      
   

= δ δ δ ×

  × − + + + +  
 

   + − + + + =        

= − + − −

bb b
α

bb b
α

α α

 

Тогда уравнение для рассеянной волны имеет вид:  
1 2 3

1 2 3 1 2 3

2

23

2
2 31 2

0 1 2 3

2 000
000 0

d

d

1

4 .

p p p
s

p p p p p p
s

E

x

k p p p
k k k

E k E

 
 
 

+

  + − + + + ×     

× = − π ∆

bb b
α  (40) 

Для того, чтобы в выбранном направлении происхо-
дило усиление волн, необходимо выполнение условия: 

( ) 2

03 1 13 2 23 3 33

2

31 2
0 1 2 31 ,

p b p b p b

p p p
k k k

α + + + =  

 = − + + + 
 

bb b
α

 (41) 

из которого можно получить окончательное условие:  
2

31 2
0 1 2 3 1p p p

k k k

  + + + =  
  

BB B
α . (42) 

Это уравнение представляет собой известное в 
кристаллографии уравнение Лауэ, которое определя-
ет направление на максимумы дифракционной карти-
ны. В данном разделе это уравнение было получено 
на основе решения уравнения Гельмгольца, что не 
является классическим подходом. Развитый метод 
ориентирован на использование высокопроизводи-
тельных вычислительных средств. 

4. Моделирование дифракции  
для базовых типов кристаллических решёток 
При рентгенографических методах исследования 

строения твёрдых тел применяется жёсткое рентге-
новское излучение с длинами волн от 0,2 Å до 2,5 Å. 
Для анализа монокристаллов, как правило, использу-
ют излучения с непрерывным спектром. 

В данном разделе рассмотрено моделирование 
дифракции рентгеновского излучения на монокри-
сталлах с базовыми типами решёток (рис. 1) при раз-
личных соотношениях длины волны излучения и рас-
стояниями между атомами (размеры рёбер решёток).  

 
Рис. 1. Типы решёток: примитивная (P), 

базоцентрированная (C), объёмоцентрированная (I), 
гранецентрированная (F) 

Для примитивной решётки в декартовой системе 
координат: вектора равны a = (1, 0, 0), b = (0, 1, 0), 
с = ( 0, 0, 1), вектора обратной решётки равны 
a1

 = (1, 0, 0), b1
 = (0, 1, 0), с1

 = (0, 0, 1). 
Для объёмоцентрированной решётки вектора равны 

a = (1, 1, 0), b = (0, 1, 1), с = (1, 0, 1), вектора обратной ре-
шётки равны a1

 = (1, 1, –1), b1
 = (–1, 1, 1), с1

 = (1, –1, 1). 
Для гранецентрированной решётки вектора равны 

a = (1, 1, –1), b = (–1, 1, 1), с = (1, –1, 1), вектора обратной 
решётки равны: a1

 = (1, 1, 0), b1
 = (0, 1, 1), с1

 = (1, 0, 1). 
Моделирование выполнялось для плоской волны, 

распространяющейся вдоль оси Z, с диапазоном при-
ведённых длин волн ζ∈[λmin/a, λmax/a], где a – рас-
стояние между узлами кристаллической решётки.  

На рис. 2 показаны результаты моделирования для 
рассматриваемых трёх типов решёток для χ∈[0,2, 0,25]. 
В первом столбце приведены картины распределения 
возможных максимумов, вычисленных из условия Лауэ 
(42), а во втором столбце – с уменьшенным в 10 раз 
диапазоном приведённых длин волн. Картины пред-
ставляют собой плоские проекции с полусферы еди-
ничных направлений с максимальным углом θmax с 
осью z, близким к 90 градусам.  

Как видно из приведённых на рис. 2 результатов, 
картина дифракции существенно зависит от структуры 
элементарной ячейки кристалла. Сужение диапазона 
длин позволяет выделять только определённые дифрак-
ционные порядки из возможного набора максимумов. 

В табл. 1 приведены результаты моделирования 
для рассматриваемых трёх типов решёток с различ-
ными диапазонами приведённых длин волн.  

Как видно из результатов расчётов, увеличение от-
носительной длины волны рентгеновского излучения 
приводит к увеличению радиуса концентрации дифрак-
ционных порядков на полусфере регистрации. Если 
длина волны слишком мала по сравнению с расстоя-
ниями между атомами, то картина дифракции становит-
ся очень сложной. Поэтому оптимальным для анализа 
считается излучение, длины волн которого составляют 
от единиц до десятых долей межатомных расстояний.   
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a1)    б1)    в1)     

a2)    б2)     в2)  
Рис. 2. Результаты моделирования для примитивной (а), объёмоцентрированной (б) и гранецентрированной (в)  

решёток для χ∈[0,2, 0,25]: картины распределения максимумов Лауэ (42) (первая строка)  
и с уменьшенным диапазоном длин волн (вторая строка) 

Табл. 1. Моделирование для примитивной, объёмоцентрированной и гранецентрированной решёток для различных 
диапазонов длин волн (картины распределения дифракционных порядков) 

Диапазоны 
приведённых длин 

волн и область обзора 
Примитивная Объёмоцентрированная Гранецентрированная 

ζ∈[0,9, 1,1], 

maxsin 0,999θ =  

   

ζ∈[0,5, 0,55], 

maxsin 0,999θ =  

   

ζ∈[0,05, 0,0503], 

maxsin 0,2θ =  

   

ζ∈[0,05, 0,0503], 

maxsin 0,4θ =  

   
 

Заключение 
В данной работе приведён обзор основных исто-

рических экспериментальных и теоретических разра-
боток в области рентгеноструктурного анализа, по-
зволяющий получить представление о перспективных 
направлениях дальнейшего развития.  

В основной части рассмотрен дифференциальный 
подход решения задачи дифракции рентгеновских 
лучей в рамках скалярной теории. На основе этого 

подхода были получены классические формулы Лауэ, 
используемые в рентгеноструктурном анализе кри-
сталлов. В дальнейшем разработанный подход можно 
применить для получения приближённых решений 
задачи дифракции. Развитый метод ориентирован на 
использование высокопроизводительных вычисли-
тельных средств. 

Примеры численного моделирования для базовых 
типов кристаллических решёток иллюстрируют раз-



Дифференциальный метод расчёта дифракции рентгеновских лучей… Харитонов С.И., Волотовский С.Г., Хонина С.Н., Казанский Н.Л. 

476 Компьютерная оптика, 2015, том 39, №4 

личие в дифракционных картинах и позволяют по-
нять стратегию выбора диапазона длин волн рентге-
новского излучения. 

Приложения 

A. Вычисление коэффициентов ряда Фурье 
Пусть электронная плотность имеет вид  

( ) ( )( )1 1 1exp .nml i n m lρ = ρ + +∑r a b c r  (А1) 

Для того, чтобы найти коэффициенты этого ряда, ум-
ножим это выражение на 1 1 1exp( ( ) )i p s qc− + +a b r  и 

проинтегрируем по объёму элементарной ячейки:  

( ) ( )( )

( ) ( )(
( ) )

3
1 1 1

1

3
1

exp d

exp

d .

E

E

V

nml

V

i p s q

i n p m s

l q

ρ − + + =

= ρ − + − +

+ − 

∫

∑ ∫

r a b c r r

a b

c r r

 (А2) 

Далее, вычисляя интеграл  

( ) ( ) ( ) 3
1 1 1exp d

,
EV

p s q
e n m l

i n p m s l q

V

 
 
 

 − + − + − = 

= δ δ δ

∫ a b c r r
(А3) 

получаем:  

( ) ( )( ) 3
1 1 1

1
exp d .

E

psq

V
E

i p s qc
V

ρ = ρ − + +∫ r a b r r  (А4) 

Б. Решение дифференциального уравнения второго 
порядка с постоянными коэффициентами 

Пусть дано дифференциальное уравнение  

( )
2

2

d d

d d

y y
a b cy f x

x x
+ + = . (Б1) 

Представим решение в виде  

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x c x y x c x y x= + , (Б2) 

где 1 2( ) ( )y x y x,  – решения однородного уравнения. 

После подстановки выражения (Б2) в (Б1) и преобра-
зования получим: 

( )

2 2
1 1 1 2 2 2

1 22 2

2
1 2 1 1

1 2 1 12

2
2 2

2 22

d d d d d d
2 2

d d d d d d

d d d d

d d d d

d d
.

d d

c c y c c y
a y y

x x x x x x

c c y y
b y y c a b cy

x x x x

y y
c a b cy f x

x x

  
  
  
       

 
 
 
  
 

 
+ + + + 

 

+ + + + + +

+ + + =

 (Б3) 

Учитывая, что  
2

2

d d
0

d d
i i

i

y y
a b cy

x x
+ + = , (Б4) 

выражение (Б3) можно упростить  

( )

2 2
1 1 1 2 2 2

1 22 2

1 2
1 2

d d d d d d
2 2

d d d d d d

d d
.

d d

c c y c c y
a y y

x x x x x x

c c
b y y f x

x x

 
 
 
 
 

 
+ + + + 

 

+ + =
 (Б5) 

Представим уравнение (Б5) в виде  

( )

2 2
1 1 1 2 2 2

1 22 2

1 1 2 2

1 2
1 2

d d d d d d

d d d d d d

d d d d

d d d d

d d
,

d d

c c y c c y
a y y

x x x x x x
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( )

1 2 1 1 2 2
1 2

1 2
1 2

d d d d d dd

d d d d d d d

d d
.

d d

c c c y c y
a y y

x x x x x x x

c c
b y y f x

x x

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  + + + +    

+ + =
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Пусть теперь функции 1 2( ) ( )c x c x,  удовлетворяют 

уравнению  

1 2
1 2

d d
0

d d

c c
y y

x x

 
 
 
 
 

+ = . (Б8) 

Тогда исходное уравнение (Б1) сводится к сле-
дующему:  

( )1 1 2 2d d d

d d d d

c dy c y
a f x

x x x x
 + = 
 

. (Б9) 

Тогда для определения функций получим систему 
уравнений  

( )

1 2
1 2

1 1 2 2

d d
0,

d d

d d d d
,

d d d d

c c
y y

x x
f xy c y c

x x x x a

 + =

 + =


 (Б10) 

которую запишем в матричном виде: 

( )
1

1 2

1 2
2

d 0
d

d d
d

d d
d

c
y y

x
y y f x

c
x x ax

          =             

. (Б11) 

Систему (Б10) решаем методом Крамера  

( )
( )

( )
( )

2
2

1 2

1
1

2 1

0
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d

0

.d

d

y
y f x
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a
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∆ = = −
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В результате получаем  

( )
( )
( )
( )

21

12

d
,

d

d
,

d

y f xc

x a x

y f xc

x a x

−
=

∆

=
∆

 (Б13) 

где ( )
1 2

2 1
1 221

d d
dd d d
dd

y y
y y

x y yyy x x
xx

∆ = = − . 

Общее решение имеет вид 
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( ) ( )
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Пример 

( )
2

2
2

d

d

y
y f x

x
+ ω = . (Б15) 

В этом случае  

( ) ( )
( ) ( )

1

2

exp ,

exp .

y x i x

y x i x

= ω


= − ω
 (Б16) 

Общее решение имеет вид  

( )
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1

2

exp d
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y x
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Abstract 

In the Introduction section, we offer a historical overview of main experimental and theoretical 
developments in the field of X-ray crystal analysis. The main part contains a differential approach 
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