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GENERALIZAREA GRUPURILOR DISCRETE  

DE TABLETE CU 6 –SIMETRIA  

Alexandru LUNGU 

Departamentul Matematici Fundamentale 
 

În acest articol sunt deduse şi descrise grupurile tuturor tipurilor posibile ale 6 − simetriei ce au în calitate de grupuri 
generatoare pe cele de tablete.  

Cuvinte-cheie: simetrii generalizate, grupuri, cvasiomomorfisme de dreapta.   
 
THE GENERALIZATION OF THE DISCRETE TABLET GROUPS WITH THE 6 SYMMETRY  
In the present paper there are derived and described possible groups for all types of 6 − symmetry, who have in 

quality of generating groups those of the tablet groups.  
Keywords: generalized symmetries, groups, right quasi-homeomorphisms.  
 
  
1. Scopul studiului efectuat în această lucrare este de a analiza, în general, 6 − simetria (cazul când 6P C≅ ), 

apoi de a deduce grupurile de diferite tipuri posibile ale acestei generalizări din grupurile discrete de tablete 
(grupurile cristalografice de categoria ) în calitate de grupuri generatoare şi, în sfârşit, de a descrie struc-

tura concretă a grupurilor deduse. Bazele teoriei generale a 
320G

P − simetriei, inclusiv metode de deducere a di-
feritelor tipuri de grupuri din grupul de definire P  şi grupul său generator G , au fost elaborate într-un ciclu 
de lucrări [1-6], asigurând astfel un suport teoretic solid pentru diferite cercetări concrete ulterioare.  

2. Orice grup ( )PG  de P − simetrie cu grupul generator , nucleul  al omomor-
fismului însoţitor 

( ) ( ){ | }p PG g g G= ∈ H
AutPG →:ϕ  şi imaginea Φ  a grupului  (G Im AutPϕΦ = ≤ ) este subgrup în 

produsul semidirect de dreapta al grupului de definire P  (grup tranzitiv de substituţii pe o mulţime 
 de „indici”-calităţi ce reprezintă mărimi omogene orientate) cu grupul G , însoţit de omo-

morfismul fixat 
{1,2,..., }N = m

ϕ , unde ( ) ggϕ ϕ= v  pentru orice g G∈  şi 1( )g p gpgϕ −=v ; cu alte cuvinte, ( )PG P≤    

 Totalitatea componentelor-substituţii ( ) .H Gϕ Φ p  din elementele grupului ( )PG  formează mulţimea 

, care, în general, nu este grup, dar verifică condiţiile . Intersecţia  

a grupului 

( ) ( )' { | }p PP p g G= ∈ 'e P P⊆ ⊆ 'H
( )PG  cu grupul său generator G  reprezintă subgrupul lui de simetrie ( ), iar 

intersecţia  a grupului 

( )' PH G G= ∩
Q ( )PG  cu totalitatea  reprezintă subgrupul de transformări identice ale 

grupului 

'P P −
( )PG  ( , care coincide cu intersecţia grupului ( ) 'PQ G P= ∩ ( )PG  şi a grupului de definire ).  P

Pentru grupurile de substituţii P  finite orice grup de P –simetrie poate fi dedus din grupul său genera-
tor , cunoscând nucleul G H  al omomorfismului însoţitor AutPG →:ϕ  conform următorilor paşi: 1) se 
găsesc în P  toate subgrupurile Q  şi submulţimile P′  ce se descompun în clase de resturi de dreapta în 
raport cu Q , iar în  toate subgrupurile G H ′  de indice egal cu puterea mulţimii tuturor claselor de resturi de 
dreapta a lui P′  în raport cu , pentru care există izomorfismul grupurilor-factor  şi Q QP /′′ HH ′′/ , unde 

 şi , iar PP ′′Qe ′⊆≤≤ ′′ <<Q P P H H H′′ ′= ∩  şi ''H H< ; 2) se construieşte cvasiomomorfismul 
de dreapta generalizat ψ~  cu nucleul H ′  al grupului G  pe mulţimea tuturor claselor de resturi de dreapta a 
lui P′  în raport cu , însoţit de omomorfismul Q ϕ  cu nucleul H , şi care păstrează corespondenţa dintre 
elementele lui P ′′  şi H  obţinută în rezultatul izomorfismului grupurilor-factor  şi ; 3) se HH ′′/ QP /′′
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combină în perechi fiecare g din G cu fiecare p′  din )(~ gQp ψ=  şi în mulţimea acestor perechi se introduce 
operaţia , unde i i j j k kp g p g p g⋅ = ( )

ik i g jp p pϕ= v
, k i jg g g= , ( )

i iggϕ =ϕv  şi 1( )
ig j i j ip g p gϕ −=v  

(teorema principală a P –simetriei) [5,6].  
Pentru grupurile ( )PG  de P − simetrie sunt elaborate şi propuse simboluri polinomiale 

, care includ în sine o informaţie detaliată despre structura 

grupului respectiv, unde  este subgrupul staţionar al grupului concret de substituţii 

| '[{ , } | ( ') | '' | ; / '''/ '']iG H P P P P Q H H H

iP P , iar grupul factor 
 este izomorf cu intersecţia lui '''/ ''H H iP  cu ''P ;  este simbolul trinomial al subgrupului de / '''/ 'H H H '

P −simetrie [7,6] ( )PH  din ( )PG .  
3. În continuare vom analiza rezultatele concrete obţinute în procesul de deducere şi descriere a grupurilor 

de 6 −simetrie din grupurile discrete de tablete în calitate de grupuri generatoare . Grupurile cristalogra-
fice de tablete sunt prezentate în simbolica lui Şubnikov cu ajutorul unui sistem generator ireductibil. Con-
form lui Şubnikov, axele şi planele de simetrie se notează tot aşa ca şi în simbolica internaţională, pe când 
perpendicularitatea elementelor de simetrie se notează nu prin linie fracţionară, ci prin două puncte, iar 
paralelismul lor – printr-un punct. Axele de rotoreflexie de ordinul  se notează prin simbolul .  

G

N N%
Deoarece grupul  

este ciclic de ordinul 6, el conţine numai subgrupurile netriviale 

2 3{ , (123456), (135)(246), (14)(25)(36),P e p p p= = = = 4 (153)(264),=p
1 (165432)}− =p 3' { , }P e p=  de ordinul 2 

şi 2 4 2 1' { , , ( ) }P e p p p −= =  de ordinul 3. Prin urmare, pentru 6 −simetrie nu pot exista atât grupuri semi-
mijlocii, cât şi grupuri pseudomijlocii. Deci, în orice familie a grupurilor de 6 −simetrie cu grupul generator 
dat  pot exista numai grupuri majore, minore, 3G −mijlocii, 2 −mijlocii, 3− semimajore, semimajore, 

semiminore, semiminore sau pseudominore, unde  nu este subgrup în , dar verifică 
condiţiile . Întâi de toate, vom menţiona că grupurile majore de 

2 −
3− 2 − 'P − 'P P

'e P P⊂ ⊂ P−simetrie nedegenerată cu 
grupul generator G  (e Q ), în corespundere cu teorema principală a 'P P< = = P−simetriei, se deduc  
în formă de produs semidirect de dreapta nedegenerat al grupului de definire  cu grupul , însoţit de 
omomorfismul 

P G
: G AutPϕ →  cu nucleul .  H

În cazul concret cercetat, grupul tuturor automorfismelor {1 ,2 }AutP α α= , unde 1α  este automorfismul 

identic, iar automorfismul 2α  aplică unul pe celălalt elementele reciproc inverse p  şi , respectiv, 1p− 2p  şi 
4p  [8]. Ca consecinţă, nucleul H Kerϕ=  al omomorfismului însoţitor trebuie să fie un subgrup de 

indicele 2 în grupul generator G . În cele 31 grupuri discrete de tablete (1  1 ,  
 1:   

, 2, 3, 4, 6, 2 , 3m m m⋅ ⋅ ⋅ ,
,4 , 6 ,⋅ ⋅m m ,m 2: , 3:m m 4 : , 6 : ,m m 1: ,⋅m m  2 : ,⋅m m 3: ,⋅m m   4 : ,⋅m m 6 : ,⋅m m   

    ) ca grupuri generatoare există exact 59 
de divizori normali (
2, 4, 6, 2 ,m⋅% % % % 4 , 6 ,m m⋅ ⋅% % 1: 2, 2 : 2, 3: 2, 4 : 2, 6 : 2

H G< ) de indicele 2. Pentru fiecare din cele 59 subgrupuri invariante de indicele 2, în 
calitate de nucleu, construim produsul semidirect de dreapta, respectiv,    P ( )H Gϕ Φ [ , , , ]P G H= Φ , unde 

AutPΦ =  ( ).  /G H ≅ 2C Aut≅ P
mVom analiza în detalii numai un singur exemplu concret. Grupul G 6= ⋅%

= = ⋅%
3 3: 2H

 are trei divizori normali de 
indicele 2, anume:  şi 1 26, 3H H m = . Subgrupurile 2H  şi 3H , fiind grupuri neciclice de 
ordinul 6, sunt izomorfe între ele, dar sunt caracterizate de ansambluri de elemente de simetrie cu conţinut 
geometric diferit [9]. În rezultat, se obţin 3 grupuri majore diferite de 6 − simetrie nedegenerată cu acelaşi 
grup generator , anume: G6 m⋅% 1 = 1[ , , , ]P G H Φ , 2G = 2[ , , , ]P G H Φ  şi 3G = 3[ , , , ]P G H Φ . 
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Deosebirea dintre grupurile ,  şi  se manifestă la nivelul operaţiilor lor de grup, unde unele 

elemente concrete  din grupul generator G  generează automorfisme diferite ale grupului . 
1G 2G 3G

g P
4. Deducerea şi descrierea structurii grupurilor semimajore sau mijlocii de 6 −simetrie cu grupurile 

generatoare de tablete prezintă un interes aparte. Grupul de definire , fiind ciclic de ordinul 6, are două 
subgrupuri netriviale  de ordinul 2 şi 3, respectiv. Mai mult, restricţia oricărui automorfism al lui  pe 
subgrupul  de ordinul 2 coincide cu automorfismul identic. Ca consecinţă, grupurile semimajore 
( ) ce se obţin formal nu se deosebesc prin nimic de grupurile majore de simetrie, care se deduc 

în formă de produs direct al grupului  cu grupul generator G , adică, 

P
'P P

'P 'P −
2'P C≅ 2 −

'P ( ) 'PG P G= × . Deci, există exact 
31 grupuri semimajore de 2− 6 −simetrie cu grupurile generatoare de tablete. Grupurile 'P −semimajore 
( ) se deduc în formă de produs semidirect de dreapta    3'P C≅ 'P ( )H Gϕ Φ [ ', , , ]P G H= Φ , însoţit de 

omomorfismul χ  al grupului G  pe grupul . Ca consecinţă, există exact 59 grupuri 3 semimajore 

de 

'AutP −
6 −simetrie nedegenerată cu grupurile generatoare de tablete.  
Subgrupurile  şi  ale grupului de definire 1 2( )Q C≅ 2 3)(Q C≅ )6(P C≅  sunt subgrupuri invariante, 

deoarece grupul  este abelian. Conform teoremei principale a P P −simetriei, pentru grupurile Q −mijlocii 
trebuie de construit un cvasiomomorfism de dreapta generalizat ψ%  cu nucleul  al grupului generator  
pe grupul factor , a cărui restricţie pe 

'H G
/P Q H Kerϕ=  să fie un omomorfism cu nucleul  

pe grupul factor , unde . Deci,  poate fi egal cu subgrupul Q  sau cu grupul de 
definire .  

'' 'H H H= ∩
''/P Q ''Q P P≤ ≤ ''P

P
Fie . Atunci  (  şi verifică condiţia 1''P Q= ''H '' 'H H H= ∩ 1/ '' ''/ 1H H P Q C≅ ≅ ) trebuie să 

coincidă cu H , unde  este subgrup de indicele 2, iar  este subgrup de indicele 3 în G . Acest lucru 
este imposibil. Prin urmare, nu există posibilităţi acceptabile pentru a continua cercetarea concretă. Fie 

. Deci, 

H 'H

2''P Q= 2/ '' ''/H H P Q≅ 1C≅  şi 2/P Q C2≅ . Ca consecinţă, se obţine ''H H=  (este posibil 

numai atunci când ). Astfel, se obţin 59 grupuri 'H H= 3−mijlocii de 6 − simetrie cu simbolurile 
, unde  este subgrup de indicele 2 în grupul generator de 

tabletă . Vom menţiona că cele 59 grupuri 3
6 1 6 3 3| [{ , } | ( ) | / ; / / ]G H C C C C C H H H H

G −mijlocii de 6 − simetrie nedegenerată, obţinute mai sus, 
sunt concomitent şi grupuri 3 mijlocii de − 6−simetrie cu aceleaşi grupuri generatoare. Ultimele se deduc 
din grupurile date  şi  prin intermediul omomorfismului P G 2: /G P Qλ →  cu nucleul  de indicele 2. 
Grupurile cu acelaşi grup generator sunt formate din aceleaşi perechi 

'H
pg  (unde  iar ), dar se 

deosebesc între ele prin înmulţirea concretă a acestor perechi (pentru unele perechi rezultatele sunt diferite). 
p P∈ g G∈

În cazul când , subgrupul ''P = P '' 'H H H= ∩  trebuie să fie de indicele 2 în  pentru  şi de 

indicele 3 pentru . Deci, vom avea: 1) 

H 2Q

1Q 2/ '' /H H P Q≅  şi 2 2/ ' /G H C P Q≅ ≅ ; 2) 1 3/P Q C≅  şi 

'H  – subgrup de indicele 3 în . Analizând fiecare caz posibil, se obţin următoarele rezultate: 1) Grupul 
mijlociu de 

G
3− 6 − simetrie nedegenerată cu grupul generator G , subgrupul de simetrie  şi nucleul omo-
morfismului însoţitor 

'H
H , dacă el există, coincide formal cu grupul respectiv de 6 simetrie. Vom menţiona 

că, în cazul dat, subgrupurile  şi  sunt de indicele 2 în grupul generator G , iar intersecţia lor  este 
subgrup de indicele 2 în 

−
H 'H ''H

H . Mai mult, grupul 3−mijlociu respectiv de 6−simetrie există întotdeauna, în 
virtutea faptului că . 2) Pentru grupul 2/ ' /G H P Q≅ 2−mijlociu subgrupul său de simetrie 'H  

(subgrup de indicele 3 în ) are aşa o intersecţie G ''H  cu nucleul omomorfismului însoţitor H  (subgrup 
de indicele 2 în G ), încât grupul-factor / ''H H  este ciclic de ordinul 3. Pentru cercetarea ulterioară 
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trebuie să considerăm numai acele grupuri G  ce au aşa subgrupuri H  de indicele 2 (care, la rândul lor, au 
subgrupuri invariante ''H  de indicele 3) şi subgrupuri 'H  de indicele 3 în , încât G '' 'H H H= ∩ .  

Din cele 31 grupuri generatoare G  numai 11 (6,  6, 3 : , 6 : ,m m% 3 , 3: 2,m⋅   6 ,m⋅ 6 : 2, 6 ,⋅% m  
) verifică toate condiţiile enumerate mai sus. Pentru fiecare din grupurile  

abeliene  se obţine câte un singur grup 2
3: , 6 :⋅ ⋅m m m m

m6, 6, 3 : , 6 :% m −mijlociu de 6−simetrie, deoarece 
. Din celelalte 7 grupuri generatoare rămase se deduc în total 7 grupuri mijlocii de 1/ ' /G H P Q C≅ ≅ 3 2−

6 −simetrie nedegenerată ce au simbolurile polinomiale: 

6 1 6 6 23 | [{ , } | ( ) | / ; 3/1/1]m m C C C C C⋅

]% %

,  , 6 1 6 6 23: 2 | 2[{ , }| ( ) | / ; 3/1/1]C C C C C
6 1 6 6 26 | 2 [{ , } | ( ) | / ; 6 / 2 / 2]m m C C C C C⋅ ⋅ ,  , 6 1 6 6 26 : 2 | 2 : 2[{ , }| ( ) | / ; 6 / 2 / 2]C C C C C

6 1 6 6 26 | 2 ' [{ , } | ( ) | / ; 6 / 2 / 2m m C C C C C⋅ ⋅% % , 

6 1 6 6 23: | 2 ' [{ , }| ( ) | / ; 3: / / ]m m m C C C C C m m m⋅ ⋅  şi  

6 1 6 6 26 : | 2 : [{ , }| ( ) | / ; 6 : / 2 : / 2 : ]m m m m C C C C C m m m⋅ ⋅ .  
5. Vom deduce şi vom descrie grupurile minore de 6 −simetrie. Conform teoremei principale a 

P −simetriei, pentru a deduce grupurile minore cu grupul generator G , trebuie să se caute în G  aşa 
subgrupuri 'H , indicele cărora coincide cu ordinul grupului . Deci, trebuie analizate numai subgrupurile 
de indicele 6 din grupurile generatoare, care au subgrupuri de indicele 2. În rezultatul cercetării concrete 
respective am constatat că numai grupurile 

P

6, 6, 3 , 6 ,m m⋅ ⋅% 3: , 3:m 2,   , 6 : ,m 3:m m⋅ 6 :m m⋅ , 

,  au subgrupuri  de indicele 6. Vom analiza în detalii toate cazurile respective de deducere a 
grupurilor minore.  
6 m⋅% 6 : 2 'H

Fie , 6G = 3H = , iar ' 1H = . Deoarece grupul factor 'G  este izomorf cu grupul  considerat, 
apoi grupul minor ce se obţine este de 6 simetrie cu simbolul binomial . Concluzie: nu există grupuri 
minore de 

/ H P
− 6/1

6 − simetrie nedegenerată cu grupul generator 6G = . O situaţie similară se obţine în toate 
cazurile grupurilor generatoare abeliene 6, . 6, 3 : , 6 :m m%

Fie , , iar . În acest caz, 3G m= ⋅ 3H = ' 1H = '' ' 1H H H= ∩ = , iar grupul factor  este izomorf 
cu un subgrup  din grupul dat . Construim aplicaţia 

3/1
''P P ψ  a grupului 3G m= ⋅  pe grupul 6( )P C≅  cu 

nucleul ' 1H = , anume: 2 1 4
1(1) , (3) , (3 ) , ( )ψ ψ ψ ψ−= = = = pe p p m 3

2( )m p, ψ =  şi 1
3( )m pψ −= . 

Este uşor de verificat că ψ  este un cvasiomomorfism de dreapta nedegenerat, însoţit de omomorfismul 

: 3 {1 ,2 }m α αϕ ⋅ →  cu nucleul . În rezultat se obţine grupul minor de 3H = 6 − simetrie nedegenerată  
cu simbolul polinomial 6 1 6 33 |1[{ , } | ( ) | / ; 3/1/1]m C C C C e⋅ . Vom menţiona că se pot construi trei 
cvasiomomorfisme de dreapta nedegenerate diferite ale grupului 3G m= ⋅  pe grupul 6( )P C≅  cu nucleul 

, restricţiile cărora pe  coincid. Mai mult, se pot construi două omomorfisme diferite ale lui 
 (cu nucleul ) pe subgrupul . Ca consecinţă, în total se obţin 6 grupuri 

minore diferite de 

' 1H = 3H =
3H = '' 1H = 2 4'' { , , }P e p p=

6 −simetrie nedegenerată echivalente între ele, deci cu acelaşi simbol polinomial. 
Cercetarea cazului când  este similară cazului 3: 2G = 3G m= ⋅ . Ca consecinţă, se obţine grupul 

minor de 6 − simetrie nedegenerată cu simbolul polinomial . 6 1 6 33: 2 |1[{ , }| ( ) | / ; 3/1/1]C C C C e
Fie . Vom analiza pe rând ambele cazuri ale subgrupurilor de indicele 2  şi 6G = ⋅m 1 6H = 2 3H m= ⋅ . 

În calitate de 'H  pot fi subgrupurile de indicele 6 din 6G m= ⋅ , anume:  şi 1 ' 2H = 2 ' ,= iH m  
 Pentru 1,2,3,4,5,6.=i 6G m= ⋅ , 6H =  şi ' 2H =  se obţine grupul minor de 6 − simetrie nedegenerată 

 ( ) 2 2 1 4 1 4 1 1
1 4 2 5,{ 1, 2, 3, 6 , 3 , 6, , , ,PG e e p p p p pm pm p m p m− − − −= 3 3

3 6, }p m p m  cu simbolul polinomial 
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6 1 6 36 | 2[{ , }| ( ) | / ; 6 / 2 / 2],m C C C C e⋅  deoarece aplicaţia ψ  a grupului  cu nucleul 6G = ⋅m
' 2H =  pe grupul 6( )P C≅  este un cvasiomomorfism de dreapta nedegenerat, însoţit de omomorfismul 

: 6 {1 ,2 }m α αϕ ⋅ →  cu nucleul 6H = . Vom sublinia că se repetă aceeaşi situaţie ca şi pentru cazul 
,  şi . Deci, se obţin în total 6 grupuri minore diferite, dar echivalente, ce au grupul 

generator , nucleul omomorfismului însoţitor 
3G m= ⋅ 3H = ' 1H =

6G = ⋅m 6H =  şi subgrupul de simetrie ' 2H = . 
În rezultatul cercetării detaliate a cazurilor 6G m= ⋅ , 6H =  şi ' iH m= ,  se obţin 6 grupuri 

minore concrete echivalente între ele. De exemplu, pentru 
1 6i = −

1'H m=  vom avea grupul minor 
( ) 2 2 3 3 4 1 4 1 1 1

1 2 3 4 5{ 1, , 6, , 3, , 2, , 3 , , 6 , 6}PG e em p pm p p m p p m p p m p p m− − − −=  cu simbolul 
polinomial  Vom menţiona că pentru grupul 6 1 6 66 | [{ , }| ( ) | / ; 6 /1/1]m m C C C C e⋅ . 6H =  există două 
izomorfisme concrete diferite cu grupul de substituţii 6''P P C= ≅ . Pentru , 6G m= ⋅ 3H m= ⋅  şi 

' 2H =  sau  nu se obţine niciun grup minor, deoarece 'H m= '' 'H H H= ∩  nu verifică condiţiile 
necesare respective.  

Cercetarea grupului 6 : 2G =  este similară cazului 6G m= ⋅ . În rezultat se obţin încă 18 grupuri 
minore diferite, dintre care numai două grupuri sunt neechivalente de 6 −simetrie nedegenerată.  
Grupurile menţionate au următoarele simboluri polinomiale:  şi 

. 
6 1 6 36 : 2 | 2[{ , } | ( ) | / ; 6 / 2 / 2]C C C C e

6 1 6 66 : 2 | 2 '[{ , } | ( ) | / ; 6 /1/1]C C C C e
În cele ce urmează vom studia cazul când . 

Vom analiza pe rând toate subcazurile posibile pentru subgrupurile de indicele 2 , 

1 1
1 2 3 4 5 66 {1,6,3,2,3 ,6 , ,2 , ,2 , ,2 }G m m m m− −= ⋅ =% % % %

1 6H = % 2 3H m= ⋅   

şi . În calitate de 3 3:2H = 'H  pot fi subgrupurile de indicele 6, anume: , 1 ' 2H = % 2 ' ,= iH m   

 sau 1,3,5=i 3 ' 2 ,jH =  2,4,6j = . Pentru 6G m= ⋅% , 6H = %  şi ' 2H = %  se obţine grupul 
( ) 2 2 1 3 3 4 1 4 1 1

2 5 1 4 6{ 1, 2, 3, 6 , 2 , , 3 , 6, , 2 , 2 ,PG e e p p p p m p p pm p p p m3}
− − −= % % % −

]%
 cu simbolul 

polinomial . Dacă 6 1 6 36 | 2[{ , } | ( ) | / ; 6 / 2 / 2m C C C C e⋅% % % % 6G m= ⋅% , 6H = %  şi , atunci se 

obţine grupul minor cu simbolul  iar pentru , 

'H m=

6 1 6 66 | [{ , } | ( ) | / ; 6 /1/1]m m C C C C e⋅% % , 6G m= ⋅% 6H = %  
şi  se obţine grupul minor de ' 2H = ' 6 −simetrie nedegenerată cu simbolul 

. Niciunul din celelalte 6 subcazuri posibile rămase (6 1 6 66 | 2 '[{ , } | ( ) | / ; 6 /1/1m C C C C e⋅% ]% 3H m= ⋅  

sau , iar ) nu dau grupuri minore din diferite motive. De exemplu, a) 3: 2H = ' ,2,iH m= % 2 j '' 1H = , iar 

 nu este izomorf cu un subgrup din ; b) / 'H H ' P '' 2H =  sau , iar m ''H  nu este un divizor normal al 
subgrupului H Kerϕ= . Deci, din grupul generator 6G m= ⋅%  se obţin în total 18 grupuri minore diferite 
de 6 −simetrie nedegenerată, dintre care numai 3 sunt neechivalente între ele.  

Cercetarea grupului 3 :m m⋅  este analogică cazului 6G m= ⋅% . Subgrupurile de indicele 2 sunt 
3: ,H m=   şi , iar de indicele 6 sunt subgrupurile 3 m⋅ ' '3: 2 ' ' ,H m m=  şi . Se obţin în total  

18 grupuri minore diferite, dintre care numai 3 sunt neechivalente. Simbolurile lor polinomiale:  
2 '

1) ,  6 1 6 33: | [{ , } | ( ) | / ; 3: / / ]m m m C C C C e m m m⋅
2)  şi  6 1 6 63: | '[{ , } | ( ) | | ; 3: /1/1]m m m C C C C e m⋅
3) . 6 1 6 63: | 2 '[{ , } | ( ) | / ; 3: /1/1]m m C C C C e m⋅
Vom analiza cazul rămas: . Subgrupurile de indicele 2 sunt , , , 

 şi . În calitate de  pot fi subgrupurile de indicele 6 din 

6 :G m m= ⋅ 6 :H m= 6 m⋅ 6 : 2
3:m m⋅ 6 m⋅% 'H 6 :G m m= ⋅ , anume: ,  2 : m
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3 subgrupuri , 6 subgrupuri 2 ' , 6 subgrupuri  şi 3 subgrupuri 2 : . Vom menţiona că numai 
subgrupul 

2 m⋅ m⋅ 2' : m 2
'H 2 : m=  este invariant în grupul generator 6 :G m m= ⋅  şi grupul factor  este 

neciclic de ordinul 6, ceea ce permite cercetarea ulterioară. Studiind detaliat toate posibilităţile concrete 
pentru  şi 

/G H '

6 :H m= 'H  arbitrar (pentru toţi candidaţii), apoi efectuând etapele teoremei principale de 

deducere a grupurilor de P − simetrie nedegenerată, din grupul generator 6 :G m m= ⋅  se obţin 5 grupuri 
minore neechivalente, ale căror simboluri polinomiale le enumerăm în continuare: 

 6 1 6 36: | 2 : [{ , }| ( ) | / ; 6: / 2 : / 2 : ]m m m C C C C e m m m⋅ ,                 1) 

 ,          2) 6 1 6 66 : | 2 ' : [{ , } | ( ) | / ; 6 : / 2 / 2]m m m C C C C e m⋅ % %

6 1 6 66 : | 2 [{ , } | ( ) | / ; 6 : / 2 / 2]m m m C C C C e m⋅ ⋅ ,     3) 

6 1 6 66 : | 2 ' [{ , } | ( ) | / ; 6 : / / ]m m m C C C C e m m m⋅ ⋅ ,    4) 

6 1 6 66 : | 2 : 2[{ , } | ( ) | / ; 6 : / 2 / 2]m m C C C C e m⋅ .     5) 

În toate celelalte 4 cazuri pentru H  şi orice 'H  posibil nu se obţine niciun grup minor de 6 − simetrie, 
deoarece nu se respectă toate condiţiile necesare respective ( ''H  nu este divizor normal în H  sau grupul 
factor  nu este izomorf unui subgrup  al grupului de definire ). Deci, din grupul  
se obţin în total 36 grupuri minore diferite, dintre care numai 5 sunt grupuri neechivalente între ele.  

/ 'H H ' ''P P 6 :G m m= ⋅

Totalizând rezultatele acestui compartiment, vom sublinia că din grupurile discrete cristalografice de 
tablete se obţin în total 118 grupuri minore diferite de 6 −simetrie nedegenerată, dintre care numai 21 sunt 
grupuri neechivalente. 

6. Pentru a deduce grupurile semiminore de 'P − 6 −simetrie nedegenerată, conform teoremei principale 
a P − simetriei, trebuie de construit cvasiomomorfismele de dreapta ψ  ale grupurilor generatoare G  pe sub-
grupul 'P  din grupul  cu nucleele , însoţite de omomorfismele P 'H : G AutPϕ →  cu nucleele , ale 
căror restricţii pe  sunt omomorfisme cu nucleele 

H
H '' 'H H H= ∩ . În cazul concret cercetat, grupul AutP  

este de ordinul 2, iar  este de ordinul 2 sau de ordinul 3. Deci, 'P H  trebuie să fie subgrup de indicele 2, iar 
 – de indicele 2 sau 3 în grupul generator G . Ca consecinţă, 'H 'P 3{ , }e p=  sau . 'P 2 4}p{ , ,e p=

Pentru  se obţin 59 grupuri 2'P 3{ , }e p= −semiminore de 6 − simetrie din grupurile discrete de tablete în 
calitate de grupuri generatoare, care au simbolurile polinomiale de forma , 

unde  este unul din cele 31 grupuri generatoare, iar  este subgrup de indicele 2 în G . Vom menţiona 
că automorfismele grupului  aplică subgrupul  identic pe sine. Deci, grupurile semiminore 
obţinute formal nu se deosebesc prin nimic de grupurile 

6 1 2 1| [{ , }|( ) | / ; / /G H C C C C e H H H]

−
G H

P 'P 'P
'P − semiminore respective de 6 simetrie.  −

Pentru 'P 2 4{ , , }e p p=  cercetarea în detalii nu se deosebeşte cu nimic de deducerea grupurilor minore de 

3− simetrie [10]. În rezultat, se obţin 7 grupuri 3− semiminore neechivalente de 6 − simetrie nedegenerată, 
ale căror simboluri polinomiale sunt:  

6 1 3 33 | [{ , } | ( ) | / ; 3/1/1m m C C C C e⋅ ]

% %

,  , 6 1 3 33: 2 | 2[{ , } | ( ) | / ; 3/1/1]C C C C e
6 1 3 36 | 2 [{ , } | ( ) | / ; 6 / 2 / 2]m m C C C C e⋅ ⋅ ,  , 6 1 3 36 : 2 | 2 : 2[{ , } | ( ) | / ; 6 / 2 / 2]C C C C e

6 1 3 36 | 2 : 2[{ , } | ( ) | / ; 6 / 2 / 2]m C C C C e⋅% % , 

6 1 3 33: | 2 [{ , } | ( ) | / ; 3: / / ]m m m C C C C e m m m⋅ ⋅  şi  

6 1 3 36 : | 2 : [{ , }| ( ) | / ; 6 : / 2 : / 2 : ]m m m m C C C C e m m m⋅ ⋅ . 

7. Vorbind despre grupurile – pseudominore de /P 6 − simetrie, mai întâi vom menţiona că submulţimi 
, care nu sunt subgrupuri ale grupului  (ciclic de ordinul 6) şi care verifică condiţiile , 

sunt tocmai 28: 4 cu 2 elemente, 9 cu 3 elemente, 10 cu 4 elemente şi 5 cu 5 elemente. Mai departe vom 

/P P /e P P⊆ ⊂
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exclude din cercetarea concretă submulţimile  cu 5 elemente, deoarece în grupurile generatoare analizate 
 nu sunt subgrupuri 

/P
G 'H  de indicele 5.  

Pentru fiecare submulţime  cu 2 elemente cercetarea este mai simplă, deoarece în cazul acesta atât '/P H , 
cât şi H  sunt subgrupuri de indicele 2 în grupul generator G . Conform teoremei principale a P − simetriei, 
pentru fiecare submulţime  concretă trebuie de construit cvasiomomorfismul de dreapta /P ψ  al fiecărui 

grup generator G  pe  cu nucleul /P 'H , însoţit de omomorfismul : G AutPϕ →  cu nucleul H , a cărui 
restricţie pe H  este un omomorfism cu nucleul '' 'H H H= ∩  pe subgrupul  (  se include  
în submulţimea ). Ca consecinţă, 

''P e= ''P
/P 'H H=  şi din cele 31 grupuri cristalografice de tablete în  

calitate de grupuri generatoare şi din fiecare submulţime / / 1 /( , ), ( , ), ( , )2P e p P e p P e p−= = =   

şi / ( , 4 )P e p=

2
3

 se obţin exact câte 59 grupuri –pseudominore cu simbolul polinomial respectiv 

. Deci, în total se obţin 236 grupuri –pseudominore pentru 

.  

/P
/

6 1 1| [{ , } | ( ) | / ; / / ]G H C C P C e H H H /P
/| |P =
Fie . În acest caz, /| |P = H  este un subgrup de indicele 2, iar  de indicele 3 în G . Intersecţia lor 'H
''H  trebuie să fie un divizor normal în H , care verifică condiţia / '' ''H H P≅ , unde subgrupul  al 

grupului  se include în . Sunt posibile două subcazuri: 1) 

''P
P /P ''P e=  (valabil pentru toate 9 submulţimi 

 cu 3 elemente). Din condiţia /P / '' ''H H P≅  urmează că '' 'H H H= ∩  trebuie să coincidă cu , 
ceea ce este imposibil, deoarece subgrupul 

H
'H  are indicele 3, iar H  are indicele 2 în G . Ca consecinţă,  

nu există niciun grup –pseudominor. 2) , valabil pentru submulţimile /P 3'' ( , )P e p= / 3( , , ),=P e p p
2 4

 

 şi / 3 1 / 3( , , ), ( , , )−= =P e p p P e p p / 3( , , )P e p p= . După o cercetare minuţioasă a tuturor celor 11 

grupuri generatoare G  ce conţin atât subgrupuri  de indicele 2, cât şi subgrupuri  de indicele 3 s-a 
constatat că nu se satisfac toate condiţiile necesare ca să existe grupuri –pseudominore. Anume: a) sau 

H 'H
/P

'' 'H H H= ∩  nu-i divizor normal în H , b) sau grupul factor / ''H H  nu-i de ordinul 2. Deci, nu există 

grupuri –pseudominore pentru . /P /| |P = 3
4

'
Fie . În acest caz,  este un subgrup de indicele 2, iar  de indicele 4 în G . Intersecţia 

 a lor trebuie să fie un divizor normal în , care verifică condiţia 

/| |P = H 'H
''H H / '' 'H H P≅ , unde subgrupul 
 al grupului  se include în . Pentru cercetarea ulterioară sunt valabile toate subcazurile posibile:  

1) 
''P P /P

'' ,=P e  2) 3'' ( , )P e p=  şi 3) 2 4'' ( , , )P e p p= .  

1) Fie ''P e=  (este valabil pentru toate 10 submulţimi  cu 4 elemente). Din condiţia /P / '' ''H H P≅  

urmează că 'H  trebuie să coincidă cu H , ceea ce este imposibil ( '' 'H H H= ∩ , unde H  are indicele 2, 
iar 'H  are indicele 4 în G ). Concluzie: nu există grupuri –pseudominore pentru acest subcaz. /P

2) Fie  (este valabil pentru 6 submulţimi  cu 4 elemente). Din condiţia 3'' ( , )P e p= /P / '' ''H H P≅  

urmează că ''H  trebuie să fie subgrup de indicele 2 în H . Trebuie analizate toate 19 grupuri generatoare 
ce au subgrupuri de indicele 2 şi 4 (  4, 4,% 2 , 2 : , 2 : 2,m m⋅  1: ,m m⋅  2 m⋅% ,  

, 

4 , 4 : 2, 4 ,m m⋅ ⋅%

4 : , 2 :m m m⋅ 6 , 6 : 2, 6 ,m m⋅ ⋅% 3: , 6 :m m m⋅ , 4 :m m⋅ , 6 :m m⋅ ). Pentru grupurile ciclice 

 şi , ce verifică toate condiţiile necesare cerute pentru 4 4% H , 'H  şi ''H , nu se poate construi un 
cvasiomomorfism de dreapta a acestor grupuri nici pe una din cele 6 submulţimi  cu 4 elemente.  /P
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Vom menţiona că numai în cazurile când 'H  este un aşa divizor normal în G , încât grupul factor  
este un grup neciclic de ordinul 4, se pot construi cvasiomomorfisme 

/ 'G H
ψ  ale grupului  pe submulţimi  

cu 4 elemente. Mai mult, numai submulţimile  şi 

G /P
/ 3( , , , )P e p p p= 4 2/ 3 1( , , , )P e p p p−=  admit aşa 

aplicaţii ψ . Grupurile neciclice de ordinul patru 2 , 2 : , 2 : 2, 1:m mm m⋅  ⋅  şi  generează, în 

total, 44 grupuri –pseudominore diferite cu simbolurile , unde 

 este grupul generator respectiv,  este subgrup de indicele 2 în , iar  este una din submulţimile 
menţionate. Vom sublinia că pentru fiecare din submulţimile  şi fiecare din grupurile generatoare 
menţionate  se pot construi câte 2 cvasiomomorfisme de dreapta diferite 

2 m⋅%
/P /

6 1 2|1[{ , } | ( ) | / ; /1/1]G C C P C e H
G H G /P

/P
G 1ψ  şi 2ψ  cu acelaşi nucleu 

, ale căror restricţii pe 'H H Kerϕ=  coincid. În rezultat, se obţin câte 2 grupuri –pseudominore 

echivalente. Deci, din grupurile  

/P
2 , 2 : , 2 : 2,m m⋅ 1:m m⋅  şi 2 m⋅%  se obţin 22 grupuri –pseudo-

minore neechivalente. 

/P

Pentru celelalte 4 submulţimi  cu 4 elemente, ce includ în sine subgrupul /P 3'' ( , )P e p= , nu poate  
fi construit niciun cvasiomomorfism de dreapta ψ  cu nucleul ' 1H =  al oricăruia din cele 5 grupuri 
generatoare analizate.  

Grupurile  generează în total 36 grupuri –pseudominore diferite cu simbolurile 

polinomiale , unde grupul generator G  este unul din grupurile 

menţionate de ordinul 8, iar  este subgrup de indicele 2 în G . Dintre cele 36 grupuri –pseudominore 
diferite numai 14 sunt neechivalente între ele. Grupurile echivalente între ele au acelaşi subgrup de simetrie 

4 , 4 : 2, 4m⋅ % m⋅ /P
/

6 1 2| 2[{ , } | ( ) | / ; / 2 / 2]G C C P C e H
H /P

' 2H = , acelaşi nucleu H Kerϕ=  al omomorfismelor însoţitoare sau, dacă nucleele omomorfismelor 
însoţitoare sunt diferite, atunci ele fiind izomorfe au conţinut geometric diferit. 

Grupurile abeliene de ordinul opt  şi 4 : m 2 :m m⋅  generează în total tocmai 48 grupuri –pseudo-

minore diferite de 

/P
6 −simetrie nedegenerată, dintre care numai 18 sunt neechivalente între ele. Vom 

menţiona că din subgrupurile  sau  de indicele 4 ale grupului 4 :  numai pentru ' ,H m= 2 2% m ' 2H =  pot 

fi construite aplicaţii cvasiomomorfe de dreapta ψ  cu nucleul Ker Hϕ = , unde  sau . 
Deci, din grupul 4 :  se obţin în total 12 grupuri diferite, dintre care numai 6 sunt neechivalente. În ce 
priveşte grupul , apoi pentru toate subgrupurile 

4, 4H = % 2 : m
m
2 :m ⋅ m 2 : , 2 , 2 : 2H m m= ⋅  de indicele 2 şi pentru 

toate subgrupurile  de indicele 4 se pot construi aplicaţii cvasiomomorfe de dreapta ' 2, , 2H m= % ψ  ale 

grupului generator  pe fiecare din submulţimile  menţionate mai sus. Deci, grupul 2 :m ⋅ m /P 2 :m m⋅  

generează 36 grupuri –pseudominore diferite de /P 6 − simetrie nedegenerată, dintre care numai 12 sunt 
neechivalente. 

Grupurile  de ordinul 12 generează în total 60 grupuri 6 , 6 : 2, 6 ,m m⋅ ⋅% 3: , 6 :m m⋅ m /P –pseudo-
minore diferite, dintre care numai 26 sunt neechivalente între ele. În cazurile grupurilor  şi 4 :m m⋅ 6 :m m⋅ ,  
a căror structură este mai complexă, cercetarea este mai anevoioasă. Grupul 4 :m m⋅  generează 52 grupuri 

–pseudominore diferite, dintre care numai 20 sunt neechivalente. În cazul grupului  se obţin  
56 grupuri –pseudominore diferite, dintre care numai 16 sunt neechivalente. 

/P 6 :m ⋅ m
/P

3)  (este valabil pentru 3 submulţimi  cu 4 elemente). Amintim că 2 4'' ( , , )P e p p= /P H  trebuie să 
fie un subgrup de indicele 2 , iar 'H  – de indicele 4 în grupul generator G . Mai mult, '' 'H H H= ∩  
trebuie să verifice condiţia , adică / '' 'H H P≅ ' ''H  trebuie să fie subgrup invariant de indicele 3 în H . 
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Prin urmare, ordinul grupului generator G  trebuie să fie divizibil prin 12. Dintre cele 31 grupuri de tablete 
numai grupurile  şi 6 , 6 : 2, 6 ,m m⋅ ⋅% 3: , 6 :m m⋅ m m6 :m ⋅  verifică această condiţie. O cercetare 

detaliată a acestor grupuri ne convinge că ele nu generează grupuri –pseudominore ce verifică condiţia 
. 

/P
2 4'' ( , , )P e p p= 'P⊂

Totalizând rezultatele acestui compartiment, vom sublinia că din grupurile cristalografice de tablete se 
obţin în total 532 grupuri pseudominore diferite de 6 −simetrie nedegenerată, dintre care numai 352 sunt 
grupuri neechivalente între ele. 
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