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ASUPRA SIMBOLULUI PE ALGEBRE GENERATE DE  

OPERATORI INTEGRALI SINGULARI 

Vasile NEAGU 

Universitatea de Stat din Moldova 

 
În prezenta lucrare este definit simbolul pe algebrele generate de operatorii integrali singulari cu conjugare complexă 

şi cu translaţii de tip Carleman. Pentru operatorii din aceste algebre condiţiile noetheriene şi formulele de calcul ale 

indicelui sunt formulate în termenii simbolului. Se demonstrează că condiţiile noetheriene depind de coeficienţii opera-

torului şi de spaţiu. Cazul conturului cu puncte unghiulare şi nemărginit va fi studiat în alte publicaţii ale autorului. 

Cuvinte-cheie: operator integral singular, operator noetherian, algebre Banach, simbol. 

 

ON THE SYMBOL OF ALGEBRAS GENERATED BY SINGULAR INTEGRAL OPERATORS 

In the work it is defined the symbol on algebras generated by singular integral operators with complex conjugation 

and with of Carleman typ. Noetherian condition and computing formulae of the index for operators of  this algebras are 

formulated in terms of the symbol. 

Keywords: singular integral operator, noetherian operators, Banach algebra, symbol. 

 
 

Aproximativ 70 de ani în urmă matematicianul S.Mihlin, rezolvând problema privind regularizarea opera-

torilor integrali singulari bidimensionali [14], a stabilit o relaţie dintre orice operator de acest tip şi o anumită 

funcţie (numită de el simbol) şi a demonstrat că regularizarea operatorului este posibilă dacă şi numai dacă 

infimumul modulului acestei funcţii este diferit de zero. Mai târziu, noţiunea de simbol a fost generalizată 

pentru operatorii integrali singulari de orice dimensiune, iar sinteza operatorilor singulari şi diferenţiali a 

condus la teoria operatorilor pseudodiferenţiali, care, firesc,  sunt caracterizaţi de propriile lor simboluri. 

Teoria lui Ghelfand despre idealele maximale ale algebrelor comutative Banach a avut un rol deosebit în 

construirea simbolurilor pentru multe clase de operatori. Cu ajutorul acestei teorii au fost stabilite criterii 

noetheriene pentru operatorii integrali singulari cu coeficienţi continui [9]; operatorii Winer-Hopf [10]; ope-

ratorii integrali singulari multidimensionali [11]. Studiul sistemelor de ecuaţii, care conţin operatorii menţio-

naţi mai sus, a condus la noţiunea de simbol matriceal [2,6,12,15] cu o mare importanţă nu doar pentru 

sistemele de ecuaţii, ci şi pentru operatorii integrali singulari (scalari) cu coeficienţi continui pe porţiuni [3]. 

Totodată, încercările de a defini un simbol pentru anumite algebre nu au dat rezultate. Aceasta se referă la 

algebrele care conţin operatorii Winer-Hopf multidimensionali, operatorii integrali singulari cu coeficienţi cu 

discontinuităţi aproape periodice, operatorii cu translaţii care nu verifică condiţiile lui Carleman ş.a. A apărut 

ipoteza că, în general, pe aceste algebre simbolul nu poate fi definit.  

I. Sisteme suficiente de funcţionale multiplicative 

Fie A o algebră Banach (nu neapărat comutativă) cu unitatea e şi AG  grupul elementelor inversabile din 

algebra A.  Intersecţia tuturor idealelor maximale la stânga se numeşte radicalul algebrei A şi coincide cu 
intersecţia  tuturor idealelor maximale la dreapta. Radicalul R  este un ideal bilateral şi inchis. Un element x 
aparţine radicalului R  dacă şi numai dacă  elemental  e+ux (e+xu) este inversabil pentru orice u din A.  

Notăm prin A/RA 
~

 algebra cât în raport cu radicalul R . Fie x~  elementul algebrei cât A
~

, care conţine 

elementul .x  Sunt bine cunoscute următoarele proprietăţi ale algebrelor Banach. 

Fie A o algebră Banah comutativă, M  mulţimea tuturor idealelor maximale ale ei şi )( MMf
M

 funcţionala 

multiplicativă pe A  care corespunde idealului MM ).)( Mx(kerf 
M  

În acest caz, M MxfGx 0)(
M

A . 

Dacă complementara spectrului elementului A∈x  este o mulţime conexă, atunci la trecerea la orice 

subalgebră spectrul elementului x  nu se schimbă. 

Lema 1.1. Dacă Ax A∈x , atunci .AxA


GGx 
~  

Demonstraţie. Fie Ax


G
~

, atunci există un element A∈z  astfel încât 
1

uexz +=  şi )(
2

R
k

uuezx . 

Aşa cum AGue
k
 , rezultă că AGx . Afirmaţia inversă este evidentă. 



S TUD IA  UN IVERS I T AT I S  MOLDAV I A E ,  2014, nr.2(72) 

Seria “{tiin\e exacte [i economice”   ISSN 1857-2073  ISSN online 2345-1033   p.60-72 

 

61 

Definiţia 1.1. Fie A  o algebră (comutativă sau necomutativă). Un set de funcţionale multiplicative
 
 

∈MM
f  

se numeşte suficient dacă el posedă proprietatea  

orice element  x  este inversabil  ,)( 0 xfM .αM  

Conform teoremei lui I.Ghelfand, orice algebră comutativă posedă un set suficient de funcţionale multipli-

cative. Mulţimea funcţionalelor de forma  
M

f , unde M parcurge mulţimea idealelor maximale ale algebrei 

A,  formează un set suficient de funcţionale.  

Teorema 1.1.  Elementul x este inversabil dacă şi numai dacă 0)( xf
M

 pentru orice fM .  

Cu ajutorul acestei teoreme se demonstrează cu uşurinţă ca în cazul în care o funcţie φ  se dezvoltă în 

serie Fourier, ,)(φ 




 k

ktct  absolut convergentă pe cercul unitate şi ,t:t,)t( 10 φ  atunci funcţia

)(

1
)(

t
t


   de asemenea se dezvoltă în serie Fourier absolut convergentă.  

Menţionăm însă că există şi algebre necomutative care posedă un set suficient de funcţionale multiplicative. 

Vom considera un exemplu de astfel de algebră. Fie A  algebra necomutativă formată din mulţimea matrice-

lor numerice triunghiulare 

A = 




















jk

a
a

aa
(

0
22

1211
C ). 

Funcţionalele 
111

)( aaf   şi 
222

)( aaf   formează un sistem suficient de funcţionale multiplicative. Este 

important să menţionăm că în acest exemplu radicalul algebrei A  este format din elementele 

)(AR = 





















00

0
12

a
 

şi algebra cât A/RA 
~

 este comutativă. Profesorul N.Krupnik [4] a demonstrat că această proprietate 

reprezintă o caracteristică a algebrei care posedă sisteme suficiente de funcţionale multiplicative, adică o 

algebră A  posedă un set suficient de funcţionale multiplicative dacă şi numai dacă algebra cât A/R,A 
~

 în 

raport cu radicalul ei R,  este comutativă.  

De aici rezultă 

Consecinţa 1.1. Fie A  o algebră  necomutativă şi radicalul ei, R , este egal cu zero, atunci pe A  nu 

există un set suficient  de funcţionale multiplicative. 

Din această afirmaţie deducem că o algebră A  semisimplă (  0R(A) ) posedă un set suficient  de 

funcţionale multiplicative dacă şi numai dacă A  este comutativă, iar de aici obţinem rezultate care au o 

însemnătate atât practică, cât şi teoretică. În acest context considerăm câteva exemple. 

Exemplul 1. Fie E  un spaţiu Banach şi )(EL  înseamnă mulţimea tuturor operatorilor liniari şi măr-

giniţi care acţionează în spaţiul E ; dacă 1dim E , atunci pe )E(L  nu există un set suficient de funcţionale 

multiplicative.  

Într-adevăr, deoarece ,1Edim   rezultă că algebra )E(L  nu este comutativă. Vom demonstra că radicalul 

algebrei )E(L  este 0, (  0R(A)  ), şi vom aplica consecinţa de mai sus. Fie )E(LA , 0A , şi arătăm că 

)R( EA . Aşa cum  0A , există un element ,Ex0   astfel încât 000  yAx . Punem ,)(
0

xxfBx =  

unde 
Ef  şi 1)(y0 =f . Atunci 0=0xBA-I )(  şi, prin urmare, operatorul BA-I  nu este inversabil, 

ceea ce demonstrează că R(E)A . 

Exemplul 2. Fie )(ELA  pentru care există Nm , încât .A 01m
 Notăm prin 

  )A
0

)(...2

21
ELAAAI m

m
  , unde Cj α . În acest exemplu   A/RAR(A) 

~
,...

1

m

m
AA   

este o algebră comutativă şi, prin urmare, A  posedă un sistem suficient de funcţionale multiplicative. Acest 

sistem constă dintr-o singură funcţională f ,  
00

...   m

m
AIf . Un operator n

n
AIB  ...

0
   este 

inversabil în A  dacă şi numai dacă .0
0
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Menţionăm că în acest exemplu operatorul B  este inversabil în A  dacă şi numai dacă el este inversabil în )E(L . 

Exemplul 3. Fie  ),(
2

baLB  şi  A  este subalgebra algebrei  )(BL  generată de operatorul integral singular 

  
    .,,

1
bat

t

d

i
tS

b

a




 





  

Se demonstrează că A,* SS   este o subalgebră  *C  a algebrei  )(BL  şi, în particular, este simetrică. 

Spectrul operatorului  S  în algebra  A  coincide cu spectrul său în algebra  ),(BL  adică cu segmentul  .1,1  

Orice funcţională multiplicativă este determinată de un punct  :,τ 11   
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k

n

k
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k
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 . 

În particular, operatorul ),( C  SIA este inversabil în A  dacă şi numai dacă 

 1,1,0   . 

Considerăm operatorul B , definit prin relaţia 

 
  t

d

bat

atb

it

d

i
ttB

b

a

b
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)(

)()(

)()(
ln

)(
)()(

2 . 

Operatorul B  aparţine algebrei .A  Într-adevăr, utilizând formulele lui Poincaré - Bertrand, uşor deducem 

că   .2 ISSIB    De aici rezultă 

Teorema 1.2. Operatorul  B  este inversabil în  ),(
2

baL  dacă şi numai dacă 0)(2    pentru 

orice .]1,0[  

Exemplul 4. Notăm cu 
pA  subalgebra minimală cu unitate a algebrei  )),(( xRLL

p

  ),0(( R , 

)1,11  pp   ce conţine operatorul 

  .),(,
)(φ

π
)(φ 


 



0
1

0

xdy
xy

y

i
xS  

Fie   un număr din intervalul   .
2

1,0  Notăm cu  )(δl  arcul de cerc care uneşte punctele - 1 şi 1 cu 

proprietăţile: din punctele  1z   ale arcului  )(δl   segmentul [-1,1] se vede sub unghiul  2 ; la parcur-

gerea acestui arc de la punctul  -1 spre 1 acest segment rămâne la stânga observatorului. Pentru numerele   

din intervalul )1,
2

1(  punem ,)-1()(  ll   iar prin  
2

1l   notăm segmentul [-1,1]. Spectrul operatorului 

S  în spaţiul ),(
βxRLp

+
 coincide (a se vedea [1,7,11]) cu arcul   pl /)1(  . Aşa cum algebra 

pA  este 

generată de un singur operator S , atunci are loc următoarea teoremă. 

Teorema 1.3. Mulţimea idealelor maximale ale algebrei 
p

A  este omeomorfă cu arcul .)/)1(( pll   

Dacă  
z

M  este un ideal maximal care corespunde punctului )( lz  ,  atunci transformarea Ghelfand se 

scrie sub forma  .)( zMS z   

Această teoremă poate fi desfăşurată şi completată (a se vedea [8]). 

 Teorema 1.4. Algebra 
pA  este o algebră cu involuţie simetrică, .AA  În particular 

)./)1((,)S)isin(2-)I)I)(cos(2isin(2-)S(cos(2S -1 p                  (1.1) 

Dacă 2p , atunci pentru transformata lui Ghelfand ,)()( zMAzA  ,)/)β(( plz  1  avem 

                                
)(max

)(
zAA

lz 
 ,                                                                                              (1.2) 

iar pentru 2p  sunt adevărate estimările 

)
)(-

ln)-(max,)(maxmax()(max
)γ()γ()γ( dz

zdA

z

z
zzAcAzA

lzlzlz 


 1

1
1 2

∈∈
,              (1.3) 
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unde c  este o constantă care depinde doar de p  şi β . 

Evaluările din partea dreaptă a inegalităţilor (1.3) au sens în cazul în care există derivata 
dz

zdA )(
. 

Demonstraţie. Operatorul B , definit de relaţia 
tt eetB γ

φφ )())(( = , aplică în mod izometric spaţiul 

),(
βxRLp

+
 pe spaţiul )(RLp . Se verificîă uşor că operatorul 

-1BSBS =
~

 are forma  

dssee
i

tS stst )(φ)(
π

))(φ
~

( )(γ






  1
1

. 

Astfel, algebra 
pA  generată de un singur operator S  este izometrică cu o subalgebră a algebrei de con-

voluţii. Fie )ξ(Ŝπi  transformata lui Fourier a funcţiei .)(
-1tt e-e 1

γ  Calculele directe ne demonstrează că  

.)-(ˆ --   11 )))i(2(exp(21)(S  

Mulţimea valorilor funcţiei )(Ŝ ξ parcurge arcul )(γl . Notăm )(Ŝz ξ , atunci pentru operatorii 

βpA A  are loc egalitatea ))(( ξ
-1-1FFBAB=A(z) , unde F  este transformata lui Fourier. De aici se 

obţine egalitatea (1.2) pentru 2p . Pentreu 2p   majorarea inferioară a normei operatorului se obţine 

din teorema precedentă. Evaluarea superioară se obţine cu ajutorul teoremei lui S.Mihlin despre multipli-

catori (a se vedea [15]) în care este stabilit că  

.)
ξ

))ξ(ˆ(
ξmax,))ξ(ˆ(maxmax(

ξξ d

SdA
SAcBAB

R
p



 
R∈

1
 

Aici pc  depinde doar de p . Egalitatea S(z))z(S   se verifică fără dificultăţi. Teorema este demonstrată. 

Observaţie. Scriem funcţionalele definite pe spaţiul ),(
βxRL +

2
 sub forma 

dtttftf  



0

)()()( , 

atunci .-*  tStS   Prin calcule directe obţinem că 
-1-1-1-1* FBSFBFBFBS   şi, prin urmare, pentru 

2p  are loc egalitatea .*SS   

Consecinţa 1.2. Fie f  o funcţie diferenţiabilă în orice punct  .,\)ν( 11lz  Dacă există un şir de 

polinoame np , astfel încât  

;f(z)-)z(pmax n
)(lz

0
γ∈

0
1

1 →
∈

(z))f-)z(p(
z1

z-
ln)z-(max n

2

)(lz


γ

 pentru ,n  

atunci 
β)( pSf A . 

Un rezultat mai general se conţine în următoarea consecinţă. 

Consecinţa 1.3. Fie 
βpA A

0
 şi )( zφ   transfomata Ghelfand a operatorului 0

A  şi h  o funcţie 

diferenţiabilă în orice punct  .,\)ν( 11lz  Dacă există un şir de polinoame np , astfel încât 

;h(z)-))z((pmax n
)(lz

0→
∈

φ
γ

 0
1

1
∈




h(z))-))(φ((
z1

z-
ln)z-(max 2

)γ(
zp

dz

d
n

lz
  pentru ,n  

atunci .)( βpA0Ah  

Astfel, am demonstrat că algebra 
βpA  posedă un sistem de funcţionale multiplicative, )()( zAf z A , 

simetric. Din faptul că algebra 
βpA  este şi comutativă rezultă implicaţia 
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).γ(,)())x,(RL(LA β

β

p lzAfGAG zp   0A  

Teorema 1.5. Fie )iexp( αω  , unde α  este un număr complex. Dacă 1 αRe1- , atunci 

operatorul ω
N  definit de egalitatea   

,,
)(φ

π
))(φ( ω







  Rxdy
xt

y

i
xN

0

1
 

se conţine în algebra 
βpA şi  .)(,)()1-()(

α-α

ω 



lzzzNf 2

1

2

1

1z
 Ramura acestei funcţii se alege 

astfel încât în punctul )(ictgz  să capete valoarea .)sin(/)i-exp(i-  α  

Demonstraţie. Egalitatea φ))ω1((π 1γ-1

ω  tt eeBiBN  se verifică nemijlocit. De aici rezultă 

.)1()1-(
)π)ξi-γsin((

ωi-

ωπ
)(

α-αγ-ξi)ξγ(

ω
2

1

2

1

1

1











 zzdt
e

e

i
Nf

t

ti

 

Vom arăta că funcţia )(Nωzfh(z) verifică condiţiile consecinţei de mai sus. Pentru început, fie 

4
1

2
1-  , atunci 1z .  În acest caz, pentru orice 0)(Re  funcţia 

δ)1( z  verifică condiţiile 

consecinţei 1.2 (în calitate de polinoame np  pot fi luate sumele parţiale ale seriei Taylor). Dacă 

4
1

2
1-  , atunci funcţia 2

1

2

1

11

α-

1-

α

1-

ω )z()z-()( 



zNf z  verifică condiţiile consecinţei 1.3. Rolul 

operatorului 0
A  din consecinţa 1.3 îl joacă operatorul S , care este inversabil în virtutea condiţiei .

2
1  

Teorema este demonstrată. 

 

II. Algebre cu simbol. Simbolul pe algebre de operatori integrali singulari 

Definiţia 2.1. (a se vedea [4]). Vom spune că o algebră  de operatori  este algebră cu simbol 

(semisimbol), dacă există un sistem de funcţionale multiplicative , astfel încât pentru orice 

operator  are loc implicaţia 

A este de tip Noether   

(   A este de tip Noether). 

Exemplu. Fie  1:0  zz C  cercul unitate, )Γ(Lp 0
B  şi )( 0C  mulţimea funcţiilor 

analitice în  1:  zzF C   şi continue pe .F   Notăm prin A  subalgebra algebrei )(BL  ce constă 

din mulţimea operatorilor  

 TA   TCthtTtthtA ),()(:))(φ()(φ)())(φ( 0 , 

unde T este mulţimea operatorilor compacţi care acţionează în spaţiul B. 

Spaţiul idealelor maximale ale algebrei Â  este omeomorf cu discul închis .F  Mulţimea funcţionalelor 

multiplicative de forma ),()( zhTAf z 


Fz  formează un set suficient. Însă, semisimbolul 

)()(γ zhTAz   nu formează un simbol. De exemplu, operatorul )())(( tttA φφ =
0  este noetherian în 

)( oL 
2 , însă 0)(γ 0

0
A

0z
, .z0 0  În acest exemplu semisimbolul ,),γ( Fzz  conţine „prea multe” 

funcţionale, din care se poate extrage, ),( zγ 0z  care deja formează un simbol: 

)( TA+ este noetherian dacă şi numai dacă  

A

{ } ( ) M M 

AA

 M A M( ) ,  0

{ } ( ) M A M  0

.,)( 00  tth
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Mai menţionăm că în acest exemplu spectrul elementului 
0

A  se schimbă la trecerea de la algebra )(BL  la 

subalgebra .A  

De regulă, se presupune că mulţimea T  de operatori compacţi se conţine în algebra A   şi în acest caz 

condiţia ca operatorul A  să fie noetherian este echivalentă cu condiţia ca operatorul Â  să fie inversabil în 

algebra cât A/T  şi, prin urmare, definiţia de mai sus este echivalentă cu următoarea definiţie. 

Definiţia 2.2.   Vom spune că  A   este o algebră cu simbol (cu semismbol), dacă există un set de 

funcţionale multiplicative   ),(  MM astfel încât pentru orice operator A  are loc implicaţia 

Â  este inversabil  ,τ)(γ  MAM 0   

  .)ˆτ)(γγ( inversabilesteAMAMM  0   

Astfel, cunoaşterea sau determinarea simbolului reprezintă un rezultat de o mare importanţă, dat fiind 

faptul că problema inversabilităţii operatorilor din algebra respectivă A/T  se reduce la studiul unor funcţii în 

sensul stabilirii dacă se anulează sau nu se anulează aceste funcţii. Dacă aceste funcţii nu se anulează, 

operatorul Â  este inversabil; în caz contrar, el nu este inversabil. 

Aşa cum am menţionat, în cazul algebrelor comutative problema construirii simbolului este rezolvată de 

teorema lui Ghelfand, cu ajutorul căreia în anul 1952 I.Gohberg [9] a demonstrat că operatorul integral 

singular 

,))()(())()(( tQtbtPtaA φφφ +=   unde                                          (2.1)  


 

 ,τ
τ

)τ(φ

π

)(φ
φ d

ti

t
P

2

1

2
  

 
 ,τ

τ

)τ(φ

π

)(φ
φ d

ti

t
Q

2

1

2
  

cu coeficienţii a şi b funcţii continue pe conturul închis  , este noetherian în spaţiul )(pL  dacă şi numai 

dacă sunt verificate condiţiile 0)( ta   şi 0)( tb ; în plus, a fost determinat şi regularizatorul operatorului A . 

În acest caz, simbolul operatorului A se defineşte în felul următor: 

  aAf 
1

,   bAf 
2

. 

Indicele operatorului  A se exprimă prin indicele simbolului său. Dacă în loc de funcţiile a şi b se 

consideră matrice de funcţii continue, atunci simbolul se determină în mod similar, iar condiţia 0)( Af  se 

înlocuieşte cu  0)(det)(det tbta   

Vom analiza cazul în care coeficienţii operatorului A (2.1) pot avea puncte de discontinuitate de speţa 

întâi. Vom arăta că nu există un simbol scalar pe algebra 
ρpA  generată de operatorii de forma (2.1).  

Începem cu următoarea observaţie. Dacă f este un simbol scalar pe o algebră de operatori A , atunci 

elementele de forma AB-BA (A,B A ) sunt perturbări admisibile pentru orice operator C. Într-adevăr, avem 

f(C)f(B)f(A)-f(A)f(B)f(C)  BA)-ABf(C =+=+  şi de aici rezultă că operatorul C este noetherian dacă 

şi numai dacă BA-ABC +  este noetherian. Dacă admitem că pe algebra 
ρpA  se poate defini un simbol 

scalar, atunci, conform observaţiei, operatorul C SaI,-aSIA  λλ  trebuie să fie noetherian pentru 

orice 0λ  şi orice funcţie discontinuă .a(t)  Aceasta este echivalent cu faptul că operatorul  

Q
a

a
P

a

a

--aSIS

aII
A
~










1

1

1

1
 

este noetherian pentru orice 0λ . Operatorul A
~

 este un operator integral singular caracteristic cu 

coeficienţi matriceali. În acest caz, din lucrarea lui I.Gohberg şi N.Krupnik [3]  se deduce că matricea 

 

trebuie să fie  nesingulară pentru orice 0λ . Fie  un punct de discontinuitate al funcţiei . Aşa cum  

C
a

a

a

a

  


1

1

1

1

1

 

p t0  a
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rezultă că  pentru 

. Am obţinut o contrazicere. Aşadar, din cele expuse 

mai sus deducem că pe algebra  nu se poate  defini un simbol scalar. Vom defini simbolul matriceal pe 

algebra . Considerăm mulţimea liniară  formată din operatorii de forma . 

În 3 este arătat că operatorul   este noetherian atunci şi numai atunci, când 

     unde 








,)t(pentru

;)t(pentru))1-(iexp()(sin)sin(
)f(t,

1-






≠
                 (2.2) 

iar (t)δ  şi (t)ω  sunt funcţii care depind de )(1,p   şi de ponderea (t)ρ . 

Transcriem condiţiile obţinute sub forma  Aplicaţia  nu este liniară  

pe , însă  expresia analitică a lui, ))μ,(-)(()-()μ,()-()()μ,(φ tftbtatftbtat 10000  , 

sugerează ideea că această funcţie poate fi exprimată sub forma
 

  , 

cu condiţia că funcţiile  şi   sunt alese în mod rezonabil. Matricea din partea dreaptă a 

relaţiei pentru  
 

poate fi obţinută exprimând operatorul bQaPA   sub forma de matrice 

corespunzătoare reprezentării spaţiului pL  în sumă directă ppp QLPLL +=  (reamintim că în cazul în care 

conturul   este închis, operatorii P şi Q sunt proiectori complementari).  În suma directă operatorul A se 

transcrie 

QbQQaP

PbQPaP
A . 

În particular, operatorului QPaP  trebuie să-i corespundă matricea 

.)0()()0()(( 1111  tatadiag   Având în vedere condiţiile lui Noether pentru operatorul QPaP , 

este firesc să punem  )()μ(β)()μ(α 00 1111 tata .)0()),(1()0(),(  tatftatf   În mod 

similar, repetând raţionamentele de mai sus pentru operatorul ,QbQP  obţinem  

.)-()μ,()())μ,(-()-()μ(β)()μ(α 00100 2222 tbtftbtftata   

Folosind şi condiţia ca operatorului adjunct să-i corespundă matricea conjugată, în final obţinem aplicaţia 

                                
γ

bQaP                                                                                  

)μ,()()μ,()(())()(())μ,()(μ,(

))()(())μ,()(μ,())μ,()(()μ,()(

tftbtftbtatatftf

tbtbtftftftatfta

010001

001100




 

Aplicaţia )(
,


t

  este liniara pe L  şi răspunde de proprietatea ca operatorul bQaP  să fie noetherian în 

spaţiul .),( 
p

L  Mulţimea valorilor funcţiei 12 )μ,( tf  coincide cu valorile funcţiei  

),(
1

1
))((2

))((2
















ti

ti

e

e
z  

,
22

22 2

1









 

a

aa
C

det ( , ) ( , )( ( , )( ( ) ( ))c t f t f t a t a tp 0
2

0 0 0 0
21 0 0 1 0         

        a t a t f t f t( ) ( ) ( , )( ( , ) )0 0 0 00 0 1 0

pA

pA L   A AP bQ a b CP  , 

AL

            a t b t f t a t b t f t      0 0 0 0 1 0, ,    .)1,0),(( t

.0),(  t ),( 00  tbQap 

L

2

1,
)0()()0()(det),(




kjjkjk tatat 

)( jk
)( jk
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în care )...,()( nk
p

t k
k 1

β1
γ 


  şi 

p
t 1)(γ   pentru  ....,,\ nttt 1  Menţionăm că simbolul bQaPA   

depinde de coeficienţii a şi b, de spaţiul )ρ,(pL , însă nu şi de conturul .  

Teorema 2.1. Operatorul bQaPA   este noetherian dacă şi numai dacă  pentru orice 

t   şi  .,μ 10  Dacă aceste condiţii sunt verificate, atunci  

   .),(arg
(),( 0,1x


μ

μ
π2

1
t

tDetAIndA  

 

III. Simbolul operatorilor integrali singulari cu conjugare complexă.  

Problema generalizată la frontieră Riemann 

Fie  un contur închis, orientat, Leapunov pe porţiuni care împarte planul complex în domeniile 
+F  

şi 
-F  )(  F .  Notăm prin ntt ,...,1  toate punctele unghiulare ale conturului   cu unghiurile kθ .  

În spaţiul  ρ,ΓLp
, unde    




n

k
tt kt k

1

β
ρ    11  pkβ , considerăm operatorul  

        
 

   
 

τ
τ

τφ

π
)(φτ

τ

τφ

π
φφ d

ti
tattad

ti
tattatA 

 





11
4321

, 

în care funcţiile     4321 ,,,jta j   sunt  continue în orice punct t , cu excepţia punctelor 

 nktk ,...,1 ,  în care există limitele finite  0kj ta . În cele ce urmează este comod ca operatorul  A  să 

fie scris sub o altă formă. În acest scop, facem următoarele notaţii  

     tatata  21 ,      tbtata  21 ,      tctata  43
,       tdtata  43 ,      ttV φφ  , 

 
2

SI
P


  ,   2SIP  , PIQ  , 

unde  SS . Cu aceste notaţii operatorul  A se scrie sub forma  

 VdQcPbQaPA   .                                                (3.1) 

 Definim simbolul operatorilor QPaI ,,  şi .V  Notăm, respectiv, prin  a t, , ),( ξtP , ),( ξtQ  şi 

),( ξtV  )ξ,( t  simbolurile acestor operatori. Punem 
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unde .,
p

iexpz k
k 







 
 ξ

β
ξ

1
 

                 
)ξ,(P-)()ξ,( ttEtQ 
  

,                                                            

 

 

 

 

unde    

 

 

 

 
 

În sfârşit 

 

 

 






















.,...,,

,,,...,\,

ξ,

nktt

tttt

tV

k

n

1

0100

1000

0001

0010

01

10
21

pentru

pentru

 

Dacă operatorul A  are forma  VdQcPbQaPA  , atunci simbolul lui,  A t, , îl definim prin 

relaţia 

      )Q(t,,tb)P(t,,ta,tA ξξξξξ  +     ),t(V)]Q(t,,td)P(t,,tc[ ξξξξξ  . 

Teorema 3.1. Operatorul 

 VdQcPbQaPA   

  a b c d CP, , ,    este noetherian în spaţiul   
~

,Lp    dacă şi numai dacă 

   .,Γt,tAdet  ξξ 0  

În încheiere, să considerăm problema generalizată la frontiera lui Riemann, care constă în următoarele: de 

determinat două funcţii  z   şi  z  analitice în 
F , respectiv în 

F , care pot fi reprezentate cu 

ajutorul integralei lui Cauchy în 
F  şi ,F  valorile lor la limită  t  şi  t  pe conturul   aparţin 

spaţiului  ρ,pL   şi satisfac condiţiile la frontieră 

            tcttbttat   .                              (3.2) 

În cazul conturului Leapunov, problema (3.2) a fost studiată într-un şir de  lucrări (a se vedea [5]). În 

particular, dacă cba ,,  sunt funcţii continue pe  , atunci din aceste lucrări deducem că problema la 

frontieră (3.2) este noetheriană dacă şi numai dacă  

.)()(  tta 0  

În cazul conturului Leapunov pe porţiuni, utilizând teorema precedentă, se demonstrează următoarea teoremă. 

Teorema 3.2. Problema la frontieră (3.2) este noetheriană în spaţiul  ρ,~
pL  dacă şi numai dacă sunt 

verificate condiţiile: 

(i)   ;Γt,ta 0  

(ii)     0
1

2

2
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unde  .ξ,
β

ξexp 






 


p
iz k

k

1
 

Observăm că în cazul în care conturul  nu are puncte unghiulare, πθ k , condiţiile (ii) coincid cu 

condiţiile (i), adică obţinem rezultatele cunoscute din [5] referitoare la problema la frontieră (3.2).  

IV. Simbolul operatorilor integrali singulari cu translaţii. Criterii noetheriene 

Fie   un contur orientat de tip Leapunov pe planul complex,  ,)()( pLE p 1  o subalgebră 

a algebrei  şi α  un homeomorfism  , care verifică condiţiile:  tt )( , tt ))(α(α  şi deri-

vata )t(α  este o funcţie holderiană pe conturul  . Notăm prin K  algebra generată de operatorul integral 

singular S , de operatorii compacţi şi de toţi operatorii de multiplicare la funcţiile h . Mai notăm prin K
~

 

algebra generată de operatorii din algebra A şi de operatorul Carleman de translaţie .))(α(φ))(φ( ttV   

În cazul în care aplicaţia α  păstrează orientarea conturului, atunci TVSVS  )( TT , iar dacă α  

schimbă orientarea, atunci )(- T 11 TTVSVS . În plus, dacă )(φ)())(φ( tthtH  , atunci 

.)(φ))(α())(φ( tthtVHV   

Teorema 4.1. Fie α  păstrează orientarea conturului. Orice operator KA
~

  poate fi exprimat sub formă 

de sumă ),( KAAVAAA  2121 , care se determină cu exactitatea de un termen compact. 

Demonstraţie. Este evident că teorema va fi demonstrată, dacă vom arăta că mulţimea operatorilor de 

forma  

VAA 21   ,                                                                 (4.1) 

unde 
1

A  şi 
2

A  parcurg algebra K , formează o algebră şi din egalitatea 021  VAA , ,),( KAA 21  

rezultă că T.21 A,A  În mod direct se arată că suma şi produsul operatorilor de forma (4.1) sunt operatori de 

aceeaşi formă (4.1). Să demonstrăm că această mulţime este închisă. Fie şirul de operatori  VAA nn

21   

converge uniform către operatorul A , t-tth )()( α=  şi )()())(( tthtH   . Aşa cum 

, atunci . În mod similar se  arată că   

KAAn ˆˆˆ  22
 .   Aşadar, VAAA 21

ˆˆˆ   şi, prin urmare, .),( KAAVAAA  2121  Fie 021  VAA , 

atunci 021  VAA ˆˆˆ  şi ,ˆ)ˆˆˆ(ˆˆˆ-ˆ -1 HVAAHVAA 2121  adică operatorii 21 AA ,  sunt compacţi. Teorema este 

demonstrată. 

Teorema 4.2. Fie )(,, ELCBA   şi IC =2
 , atunci are loc egalitatea 

BCA

BCA

C

II

CACCBC

BA

CI

CI

--C- 0

0
2


  .                           (4.2) 

Demonstraţie. Egalitatea se verifică făcând operaţiile respective. 

Teorema 4.3. Fie KBA ,   şi translaţia α  păstrează orientarea conturului  . În acest caz, BVA

este noetherian în spaţiul )(EL  dacă şi numai dacă operatorul  

VAVVBV

BA
                                                              (4.3) 

este noetherian în spaţiul )(EL2 . Dacă BVA este noetherian, atunci  

 )( BVAInd .
VAV2

1

VBV

BA
Ind                                              (4.4) 

)Γ(L

n

nnnn TVAAHVAAH  2121 -)(-1 KAHAHAAn ˆˆˆˆˆˆˆ -1  112
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Demonstraţie. Scriem egalitatea (4.2) pentru operatorii .,, VBA  Observăm că TBVAHBVAH )-(-1

; prin urmare, BVA+  este noetherian dacă şi numai dacă operatorul BV-A  este noetherian şi 

.)()( BV-AIndBVAInd =+ Aşa cum operatorii  

CI

CI

-
  şi  

-CC

II
 

sunt inversabili (produsul lor este egal cu I2 ), atunci afirmaţiile teoremei rezultă din egalitatea (4.2). 

Teorema este demonstrată. 

Observaţie. Operatorul matriceal (4.3) reprezintă un operator integral singular cu coeficienţi matriceali 

(fără translaţie). 

Consecinţa 4.1. Fie ,)(,,,,,  CdcbadScIBbSaIA   un contur închis de tip Leapunov, 

BVAR   şi α  păstrează orientarea conturului. Atunci operatorul R  este noetherian dacă şi numai dacă  

0




))(α(-))(α())(α(-))(α(

)(-)()(-)(

))(α())(α())(α())(α(

)()()()(
det

tbtatdtc

tdtctbta

tbtatdtc

tdtctbta
          (4.5) 

Dacă R  este noetherian, atunci ))()(det( 1- tftfindIndR 21
2

1
 , unde )( tf1  şi )( tf2  sunt matricele 

scrise în ordinea respectivă în (4.5). 

Consecinţa 4.2. Fie )( PC  – mulţimea funcţiilor continue pe porţiuni definite pe conturul   şi 

 M  setul de homeomorfisme, care definesc un simbol pe algebra K . Atunci egalitatea  

)()(

)()(
)(~

VAVVBV

BA
RM




                                              (4.6)  

reprezintă un simbol pe algebra K
~

. Operatorul BVAR  este noetherian dacă şi numai dacă 

 

Fie aplicaţia α  schimbă orientarea conturului  . Dacă   este inchis şi de tip Leapunov, iar coeficienţii 

operatorului R  sunt funcţii continue pe  ( )( C ), atunci afirmaţiile teoremei 4.3 rămân valabile. 

Demonstraţia se face în mod similar, trebuie doar de schimbat operatorul H  cu operatorul S  şi de utilizat 

proprietatea: operatorii SaIaS    şi VSVS   sunt compacţi în spaţiul E . În cazul )Γ(PCΣ =  şi în 

condiţiile în care funcţia α  schimbă orientarea conturului Γ  teorema 4.3 nu mai are loc. Pentru a ne 

convinge, este de ajuns să aducem un exemplu de doi operatori integrali singulari A  şi B , astfel încât 

BVA+  este noetherian, însă BV-A  nu este noetherian. Din egalitatea (4.2) vom obţine că respectivul 

operator matriceal nu este noetherian. 

Exemplu. Fie )(φ))(φ(,)( ttVRLE  2 ,  unde 0=)t(a  pentru 0t  şi ita )(

pentru 0t .  Vom arăta că BVA -  este noetherian, însă BVA nu este noetherian. Pentru aceasta consi-

derăm operatorul BVAC λ . Cu ajutorul izomorfismului  0 tttt ())-(φ),(φ())(φ(  aplicăm 

spaţiul )R(L
2

 pe )R(L +

2

2
. Atunci  

,
λiRλi-

-

R-
-

I

SI

I

I

SR

SiI

I

I
C

00

0

00

0

0

0
1 




                                (4.7) 

unde  dy
y

y

i
xS 



 
0

x-

)(1
))((




   şi .

x

)(φ

π
))(φ( dy

y

y

i
xR 






0

1
 

Din egalitatea (4.7) rezultă că operatorul iRI -  este noetherian în spaţiul )R(L
2 dacă şi numai dacă această 

proprietate o are operatorul RiI λ-  în spaţiul )R(L +2 . Conform teoremei (2.1), operatorul Ri-I   este 

.,)(~det MRM  0

,, aSBIA 
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noetherian în )R(L +2
dacă şi numai dacă   .,λλ  1011 2zi  Aici ramura funcţiei 12 z  

este aleasă astfel încât i1- . Aşadar, operatorul iRI -  nu este noetherian şi, revenind la operatorul C , 

obţnem că  BVA  este noetherian, în timp ce BVA -  nu este noetherian. Cu aceasta construirea 

exemplului a luat sfârşit. 

Faptul că nu am considerat conturul închis, ci axa reală nu este relevant, deoarece axa reală poate fi 

transformată într-un contur închis (de exemplu, în cercul unitate 0 ) şi vom obţine exemplul respectiv în 

spaţiul .)( 02 L  Aceasta înseamnă că egalitatea (4.6) nu determină un simbol pe algebra K
~

 în cazul în care 

funcţia α   schimbă orientarea conturului. 

Vom stabili o modalitate de definire a simbolului şi în cazul acesta, demonstrând mai întâi o propoziţie 
ajutătoare. 

Lema 4.1. Fie    un contur închis de tip Leapunov, : schimbă orientarea conturului, 

tt ))(α(α şi )(t  verifică pe   condiţiile lui Holder. Atunci există o aplicaţie ν  a cercului unitate 
0   

pe   care posedă următoarele proprietăţi: 

00 0  zzHz ,)(ν,)()(ν                                              (4.8) 

şi 

.))(ανν( 11   zz                                                  (4.9) 

Prin )( 0H  am notat mulţimea funcţiilor care verifică condiţiile lui Holder pe 
0 . 

Demonstraţie. Evident, aplicaţia   are pe conturul   două puncte fixe, pe care le notăm cu 
0
t  şi 

0
τ . 

Aşa cum   este de tip Leapunov, există o aplicaţie 0: cu proprietăţile )()(η 0 Hz  şi 0 )(η z  

pentru 
0z . În plus, putem obţine să fie îndeplinită  condiţia .

0
)(1 t  Notăm .ηαηλ 1  Se observă 

uşor că aplicaţia 00:   schimbă orientarea cercului 
0 . În afară de aceasta, ,)1(,))((  zzz  şi 

,)( 00   unde .)( 0

1

0 t  Punctele 1 şi 
0
ξ  împart cercul în două arce, 1  şi 2  şi, în afară de aceasta, 

21:  şi .: 12   Fie ,: 21   o aplicaţie cu proprietăţile 1110  )(μ,)ξ(μ , 0)(  z  

pentru 
1z  şi ).()(μ 1 Hz  Prelungim funcţia μ  pe tot cercul 0  cu ajutorul egalităţii ))(λ(μ/)(μ zz 1 , 

pentru 2z . Se verifică uşor că pentru orice 
0z  are loc egalitatea ))(λ(μ/)(μ zz 1 . Fie )0( 0    şi 

)0( 0    limitele funcţiei )(  atunci când punctul   tinde către ,0  fiind pe conturul 
1 , respectiv, pe 

2 . 

Aşa cum 100 0

2

0000   )ξ(λ,))ξ(μ)(ξ(λ)ξ(μ)ξ(μ  şi 1)( 0  , atunci ).0()0( 00    

În mod similar se verifică egalitatea .)01()01(    Aşadar, )()ξ(μ 0 H . Punem 
1 μην  . În 

mod direct se arată că aplicaţia ν  verifică condiţiile (4.8) şi (4.9). Lema este demonstrată. 

Fie, ca şi mai sus,   o algebră de funcţii ))((,:  LCf , K
~

– algebra generată de operatorii 

T,S,)Σh(hIH   şi .))(ν(φ))(φ( ttV   Fără a restrânge generalitatea, în continuare vom presupune 

că ).(2  LE  Considerăm izomorfismul .))(ν(φ))(φ( zzB   Se verifică uşor că ,))(())(( 1 IzhzBHB  

))((0

1 ETTSBSB T
 şi .)/1())(( 1 zzBVB  

 Astfel,  cazul general se reduce la cazul în care 

0  şi  zz /1)(  . 

Fie )()(: 202 RLLJ   izomorfismul definit de egalitatea  

)()())(φ( Rx
xi

xi

xi

i
xJ 








2
. 

În acest caz,  
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).()(ψ))(ψ( 0

1

1

1

1

1







 z

z

z
i

z
zJ  

Notăm prin W  operatorul ./))(φ( zzW 1  Calculele ne arată că )())(())(( 11 ttititJWJ     

şi RSJSJ 1
. Prin urmare, algebra K

~
 este izomorfă cu algebra generată de operatorii integrali singulari cu 

translaţia )())(( 0 xxV   şi cu coeficienţi dintr-o algebră de funcţii ).R(Lf   

Mai considerăm un izomofism )R(L)R(L:C  2

22
 definit prin egalitatea )).(),(())(( xxxC    

Atunci 

,
2

11

0

0

H

H
CHC  ,










SR

RS
CCSR

1

0

0
1

0
I

I
CCV


 . 

Fie 
0

CVM  , )Γ(CPΣ  şi K
~

A  , atunci operatorul A  este noetherian în )(2L  dacă şi numai dacă 

1MAM  este noetherian în )R(L 

2

2
. Operatorul 

1MAM  aparţine algebrei generate de operatorii integrali 

singulari cu coeficienţi matriceali  (de ordinul doi) continui pe porţiuni; prin urmare, pe algebra K   poate fi 

definit un simbol. Acest simbol se va reprezenta prin matrice de ordinul patru. 

De regulă, translaţia :  este numită de tip Carleman, dacă o iteraţie a sa este o aplicaţie identică. 

Dacă   este un contur închis de tip Leapunov, atunci orice translaţie de tip Carleman care schimbă orien-

tarea conturului este de ordinul doi, adică a doua ei iteraţie este identică. Dacă însă α  păstrează orientarea 

conturului, atunci ea poate avea orice ordin. De exemplu, rotaţia cercului unitate la unghiul n/2  are ordinul n . 

Pe algebrele generate de operatori integrali cu coeficienţi continui pe potţiuni şi operatorii de translaţie de tip 

Carleman de ordinul n  se poate defini (a se vedea [5]) un simbol matriceal de ordinul n2 . În [13] se arată că 

pe algebrele care conţin translaţii ce nu verifică condiţiile lui Carleman, precum şi pe algebrele generate de 

operatorii multidimensionali Winer-Hopf, nu se poate construi un simbol de ordin finit. 
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