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Abstract 
The article discusses the single-channel queuing system with waiting. The basic assumption - 

the incoming flow of events is a Poisson distribution. A class of limit distributions for the basic 
functions of discrete and continuous performance under different constraints on the system load. 
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Введение 

В статье изучаются свойства траекторий последовательностей  nw  и  nI . Основное 

внимание уделяется УЗБЧ и законам повторного логарифма (ЗПЛ), являющемся 

примерами так называемых законов 0 и 1 . 
Пусть в одноканальную систему обслуживания с ожиданием вызовы поступают в 

случайные моменты времени  
1nnt , где ...0 21  tt . Время обслуживания n того  

вызова ( 1n ) обозначим nv  и пусть 1 nnn ttu , 00 t . 

Последовательности  nu  и  nv  неотрицательных случайных величин (СВ) 

определены на одном и том же вероятностном пространстве  P,, . 

Последовательности  nu  и  nv  независимы (друг от друга) и образуют 

последовательности независимых одинаково распределенных (НОР) СВ с функциями 

распределения (ФР)   atetA 1  и  tB  на 
R  соответственно. 

Далее, предполагаем `
1

0 11  Mu
a

  и  110 Mv , где M - знак 

математического ожидания, а также   00 B , что означает, что вероятность 

«мгновенного» обслуживания равна нулю. 
По классификации Кендалла-Башарина данный класс систем обозначается M|G|1|∞. 
Первый символ характеризует структуру входящего потока вызовов. 
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Второй указывает ФР времени обслуживания. Третий означает число обслуживающих 
приборов. Четвертый символ говорит о том, что число мест для ожидания  неограниченно. 

Дисциплина обслуживания ─ правило выбора вызовов из очереди на обслуживание. 
Дисциплина обслуживания консервативна, если при ее использовании внутри модели 

работа  не создается и  не исчезает, а лишь привносится в модель извне поступлением  
вызовов. 

Под работой понимается длительность обслуживания. 
Возникновение новой работы внутри модели возможно, например, при ненадежном 

восстанавливаемом приборе. Это – время, затрачиваемое на восстановление прибора. 
Исчезновение работы внутри модели возможно, например, при прерывании 

обслуживания вызова с удалением его из модели. Остаток невыполненного обслуживания 
соответствует величине исчезнувшей в модели работы. 

Примером консервативной дисциплины является дисциплина обслуживания в 
порядке поступления – FIFO (first  in – first out). 

В моделях MG1∞ оптимальный анализ характеристик зависит от удачного выбора 
начальных уравнений и методов исследования, что часто приводит к пересмотру и 

дополнению результатов в модели MG1∞. При этом возникают новые постановки. В то же 

время, общие закономерности поведения характеристик в модели MG1∞ зависят от 

загрузки 11  a , где 




0

1 )(ttdB . 

Случаи 11  , 11  , 11   дифференцируют поведение процессов при 

неограниченном росте времени. 
Особый случай, известный в литературе под названием “критической загрузки”, 

возникает, когда 1  “близко” к единице ( 11  ). 

Основными характеристиками модели MG1∞ являются: 

 tw  – виртуальное время ожидания вызова в момент t  (время, которое ждал бы 

вызов, поступая в систему в момент времени t ); 
  – период занятости (промежуток времени, начинающийся с поступления в 

свободную систему вызова и завершающийся первым после этого момента освобождением 
системы от вызовов); 

 tI  – суммарное время простоя прибора до момента t .  

Дискретными аналогами этих характеристик являются: 

nw  – время ожидания n –го вызова; 

  – случайное число обслуженных за период занятости вызовов; 

nI – суммарное время простоя прибора до поступления n –го вызова. 

Важными характеристиками системы являются также 1, nn  и   0, tt : 

1, nn  – длина очереди в момент поступления n –го вызова; 

  0, tt  – длина очереди в момент времени t . 

 
Основные результаты 

На примере последовательности  nX  НОР СВ с ФР  xK , 
1Rx , определенной на 

вероятностном пространстве  P,,  сформируем два закона 0 и 1 . 

Пусть  ,, 1 nnn XX , 1n  -    алгебра, порожденная СВ ,, 1nn XX , и 


1

 
n

n . 

 -алгебру   и ее элементы (события) называют остаточными или хвостовыми. 
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Обозначим 

nn XXXS  21 , 1n . 

Приведем примеры остаточных событий: 

















сходится
n

Sn
, 

R , 








 c
nn

Sn

n lnln
suplim , 

1Rc . 

В то же время событие 

  { 0nS  бесконечно часто}      (1) 

не является остаточным. 

Для остаточных событий A  действует следующий закон 0 и 1 Колмогорова (см., 

[1]): 

     0AP  или   1AP .      (2) 

Взаимно однозначное отображение  ,, 21 yyY   множества  ,2,1  в себя 

называется конечной перестановкой, если nyn   для всех n  за исключением разве лишь 

конечного их числа. 
Обозначим 

 ,, 21 XXX  ,    ,,
21 yy XXXY  . 

Пусть  RB - борелевская  - алгебра в 
R  и 

    BXYAY   

при  BXA   и   RBB . 

Событие  BXA  , где   RBB  называется перестановочным, если для любой 

конечной перестановки Y  событие  AY  совпадает с A . 

Для перестановочных событий A  действует закон 0 и 1 Хьюитта и Сэвиджа (см., [1]): 
имеет место (2). 

В частности, событие (1) является перестановочным. 

Более того, события из  n
, где  ,, 1 nn

n SS , являются 

перестановочными. 
Усиленный закон больших чисел – пример законов 0 и 1. 

Наша цель заключается в переносе УЗБЧ для  nS  на последовательности  nw  и 

 nI , которые, в отличие от первой последовательности, образуют цепи Маркова. 

Теорема 1. 

   1
1

,0maxlim 1 














 


 an

w
P n

n


,    (3) 

   1
1

,0minlim 1 














 


 an

I
P n

n


.    (4) 

Доказательство. Покажем, что из (3) следует (4). Обозначим через A , B , C  события, 
на которых 

 







 


 an

wn

n

1
,0maxlim 1

, 0lim 1 
 n

t

n
, 

an

Sn

n

1
lim 1 




, 

где  , соответственно. Так как 1t - собственна СВ, справедливо (3) и для  nS  имеет 

место УЗБЧ, то 
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      1 CPBPAP  

и, как следствие этого,   1ABCP . 

Для любого ABC  имеем 

     
aan

n
Stw

n
nn

n

11
,0max

1

1
lim 11

11










 











 




 , 

или, в силу 11  nnn StwI , 2n , 

 







 


 an

I n

n

1
,0minlim 1

. 

Выведем (3), рассматривая случаи: а) 11  ; б) 11  ; в) 11  . 

а) Пусть 11  , т.е. 0
11

11 



a


 . По УЗБЧ и равенства 








 






n

ki

i
nk

n Xw
11

1 max , 

которое справедливо, если в момент 0 модель свободна от вызовов, последовательность 

nk
nk

nn SSSw 



0

1 min , 1n  

имеет конечное число положительных членов с вероятностью 1. Поэтому найдется 

собственная целочисленная СВ  , принимающая значения ,2,1 , такая что на событии 

 n , 1n  при всех nk   выполнены соотношения 

0nw , knnkkk XXwXww  1 . 

Тогда для каждого n  и   Cn   , где событие C  определено ранее, имеем 

       
an

nk

nk

XX

k

w

k

w kn

k

n

k

k

k

1
limlimlim 11 








 



 
. 

Поскольку   1CP  и   1
1
















n

nP  , то   1
1






























CnP
n

  , откуда следует 

утверждение. 

б) Пусть 11  , т.е. 011  . 

Идея доказательства такова. Наряду с нашей моделью, рассмотрим 

последовательность моделей 1GM , в k - той, 1k  из которых: 

сохраняем последовательность  nu ;  nv  заменяем на 
  k
nv  вида 

   k
nn

k
n vv  , 1n . 

Здесь nv  и 
 k
n  при каждом 1n  независимы и 

  k
n  - последовательность 

положительных НОР СВ с 
    011  kkM  . 

Обозначим через 
 k
nw , 1n , 1k  время ожидания n - того поступившего вызова в 

k - той модели. 

Очевидно, что 
 

n
k

n ww  , 1n , 1k  и любом  . 

В силу а), 
 

   1,0maxlim 1 

















k
k

n

n n

w
P  , 1k , 

так как в k - той модели загрузка превосходит 1. Следовательно, при 1k  
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  1suplim 1 







 kn

n n

w
P  .     (5) 

Теперь, выбираем последовательности 
  k
n  таким образом, чтобы 

  0lim 1 


k

k
 . 

Мы утверждаем, что переход к пределу k  под знаком вероятности в левой части 
(5) допустим. 

Действительно, обозначим событие в левой части (5) под знаком вероятности через 

kA , 1k . Пусть 


1

0suplim
 









k

n

n
k

n

w
AA . 

Так как  21 AA , то, по аксиоме непрерывности,    n
n

APAP


 lim , откуда и 

из (5) выводим 

  10suplim 









n

w
P n

n

.        (6) 

Осталось заметить, что 11,0 







 n

n

w
P n

, следовательно, 

  10suplim 









n

w
P n

n

.       (7) 

Равенства (6) - (7) доказывают утверждение. 

в) При 11   доказательство аналогично доказательству в случае а). 

Теорема 1 доказана. 

Законы повторного логарифма также являются примерами законов 0  и 1 . 

Пусть  nX - последовательность НОР СВ с ФР  xK , 
1Rx . 

Нужно заметить, что событие  

   
n

Sn

n

inflim0  с 10      (8) 

не может происходить с вероятностью 1 . 

Чоу [2] уточнил, что для любой последовательности  nb , такой что 

0nb , 1n  и 0lim 
 n

bn

n
, 

событие  

     
n

n

n b

S
inflim0     (9) 

не может происходить с вероятностью 1  (при 
nbn   (9) переходит в (8)). 

Аналогичные выводы верны для  nn
n

bSsuplim  (замена nS , 1n  на  nS ). 

Для известных ЗПЛ характерен выбор nnbn lnln2 , 1n . 

В начале произведем «грубую» классификацию: а) 
2

1 cDX  , 
Rc ;  

б) 1DX . 
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а) При 
2

1 cDX   имеет место ЗПЛ Хартмана-Винтнера в формулировке Штрассена 

(см. [3], [4]). 

1suplim 







 cP n

n

  и 1inflim 







 cP n

n

 ,   (10) 

где 
nn

a
nSn

n
lnln2

11 





 , 1n . 

В [7 ] доказано, wwn   при ,n  

где  знак  слабой сходимости,    ,xwPxW   0x ; II
n
  при ,n  

   ,ˆ xIPxI  .0x  

Теорема 2.  









10

,11

1

1





при

при
W  и   










.10

,11
ˆ

1

1





при

при
I  

Отсюда, из теоремы 2 и из равенств 11  nnn StwI , 2n  делаем следующие 

заключения. 

1. При 11   



































































.1
lnln2

1

inflim

,1
lnln2

1

suplim

1

1

c
nn

a
nw

P

c
nn

a
nw

P

n

n

n

n





   (11) 

2. При 11   



































































.1
lnln2

1

inflim

,1
lnln2

1

suplim

1

1

c
nn

a
nI

P

c
nn

a
nI

P

n

n

n

n





    (12) 

б) При 1DX  имеет место ЗПЛ Штрассена (см. [3]) 

1suplim 







n

n

P  .      (13) 
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При сравнении (13) с (10) возникает вопрос: что можно сказать о  n
n

suplim  и 

n
n

inflim ? 

Допустим, найдется константа 
Rc  такая, что выполнено одно из равенств (10). 

Мартикайнен [5] доказал, что в таком случае 
2

1 cDX  . Тогда получаем противоречие с 

1DX . 

Таким образом, имеют место равенства (10) с c . Отсюда, как и выше, делаем 
следующие заключения. 

1. При 11   



































































.1
lnln2

1

inflim

,1
lnln2

1

suplim

1

1

nn

a
nw

P

nn

a
nw

P

n

n

n

n





     (14) 

2. При 11   



































































.1
lnln2

1

inflim

,1
lnln2

1

suplim

1

1

nn

a
nI

P

nn

a
nI

P

n

n

n

n





     (15) 

Возможно уточнение приведенных результатов при наличии дополнительной 

информации относительно поведения ФР  xK   при x  и x . 

Пусть ФР  xK , 
1Rx  принадлежит области притяжения устойчивого закона с 

показателем  2,1 . Тогда, очевидно, 1DX  (
11

1

1
R

a
MX 





). 

В этих условиях Микош доказал (см. [6]), что если 

    xXPoxXP  11  при x ,     (16) 

то найдется последовательность  nb  возрастающих положительных чисел, 


n
n

blim , 

такая что 
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11

1

suplim

1


























n

n

n b

a
nS

P



 и 1

1

inflim

1


























n

n

n b

a
nS

P



. (17) 

В нашем случае условия (16) можно трансформировать в следующие 

   axeoxB 1  при x       (18) 

и   axaxA 1 , 
Rx  принадлежит области притяжения устойчивого закона с 

показателем  2,1 . Из (17) делаем следующие заключения. 

1. При 11   



































































.1

1

inflim

,11

1

suplim

1

1

n

n

n

n

n

n

b

a
nw

P

b

a
nw

P





     (19) 

2.При 11   



































































.11

1

inflim

,1

1

suplim

1

1

n

n

n

n

n

n

b

a
nI

P

b

a
nI

P





     (20) 

Сравнивая данный случай с «грубым» случаем 1DX  без дополнительных 

предположений, можно сказать, что в (19) - (20) 

 nnobn lnln  при n . 

К аналогичным результатам приводят предположения: 

  xBoe ax  1  при x       (21) 

и  xB , 
Rx  принадлежит области притяжения устойчивого закона с показателем 

 2,1 . Теперь в правых частях (19) и (20) под знаком вероятности числа 1  и  ,   и 

1  заменяются на    и 1 , 1  и   соответственно. 

Рассмотрим одно применение. Случай 11   является непростым (тогда 

a

1
11  ) и для него мы можем лишь утверждать, что при 1DX  сохраняются 

формулы (14) - (15). 
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Действительно, из неравенств 1 nn Sw  и  11 tIS nn  , 1n  ЗПЛ (10) с 

c  позволяют убедиться в справедливости первого равенства (14) и второго равенства 
(15), поскольку 

nn

Sn

n
n

n lnln2
suplimsuplim  , 

nn

In

n
n

n lnln2
supliminflim  . 

В случае 11   для доказательства теоремы 2 приведены специфические приемы, в то 

время как теорема 1.1 может быть выведена с помощью ЗПЛ для последовательности  nS . 

Для осуществления этой идеи следует выявить связь между СВ 

 n
n

Ssup   (  n
n

Sinf ) и n
n

Ssuplim   ( n
n

Sinflim ). 

В теории суммирования независимых  СВ для ФР первых СВ доказывают предельные 

теоремы, а вторые характеризуют свойства траекторий с вероятностью 1 . Техника их 

анализа различна. В то же время, w  и I  определяются с помощью первых величин. 
Покажем эквивалентность равенств 

  1sup
0












k

k

SP       (22) 

и 

  1suplim 







n

n

SP       (23) 

(отметим, что событие 











k
k

S
0

sup  является остаточным). 

Действительно, обозначим 

n
n

SS
0

sup


 , n
n

SS suplim . 

Если nA , 1n - события и   1nAP , то 1








n

nAP , откуда следует 

    11 nSP n всехприконечны .    (24) 

Теперь, пусть верно (22). Из (24) следует, что при всех 1n  

  










k

nk

SPSP sup  

и 

1sup 






















n

k
nk

SP . 

Для любого элементарного события 
n

k
nk

S











sup  имеем 

    SSk
nk




sup  при n . 

Следовательно,   0SP . 

Пусть   0SP . Тогда   1SP  и аналогично выводим   1SP . 

Докажем теорему 2 при 11   в случаях: а) 2
1MX  и б) 

22
1 cMX  , 

Rc . 
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а) Если  11   и 2
1MX , то имеет место ЗПЛ Штрассена в форме (10) с c , 

откуда следует (23). 

б) Если 11   и 
22

1 cMX  , то имеет место  ЗПЛ Хартмана-Винтнера (10) с 
Rc , 

откуда опять следует (23). 
Поскольку в случаях а)-б) верно (23), то имеет место (22), что означает 

  1wP . 

 
Заключение 
В данной подробно изучены траектории основных характеристик, которые 

представлены в виде случайных процессов. Продолжены обсуждения начатые в [8-10] и 
получены теоремы в виде классических предельных теорем теории вероятностей. 
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Аннотация. В статье рассматривается одноканальная система массового 
обслуживания с ожиданием. Основное предположение – входящий поток событий имеет 
пуассоновское распределение. Получен класс предельных функций распределения для 
основных дискретных и непрерывных характеристик при разных ограничениях на загрузку 
системы. 
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