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В с т у п   
В и к ор и с т ов у ю ч и  м а т е м а т и к у  дл я  оп и с у  фі з и ч н и х  

я в и щ , м и  в и м у ш е н і  з а дов ол ь н я т и с я  л и ш е  де я к и м и  
н а б л и ж е н н я м и  до ді й с н ос т і  – м оде л ю в а н н я м . Т у т  м и  
об м е ж и м ос ь  р оз г л я дом  т а к и х  фі з и ч н и х  п р оц е с і в , я к і  
м ож у т ь  б у т и  а де к в а т н о оп и с а н і  з а  доп ом ог ою  
с к і н ч е н н ог о ч и с л а  в з а є м оп ов ’ я з а н и х  а л г е б р а ї ч н и х  а б о 
з в и ч а й н и х  ди фе р е н ц і а л ь н и х  р і в н я н ь . О ч е в и дн о, щ о до 
ц і є ї  к а т е г ор і ї  об ’ є к т і в  в і дн ос я т ь с я  е л е к т р и ч н і  с х е м и  з  
з ос е р е дж е н и м и  п а р а м е т р а м и  т а  м е х а н і ч н і  с и с т е м и . У  
ц ь ом у  в и п а дк у  дл я  оп и с у  п ов е ді н к и  с и с т е м и  в  л ю б и й  
м ом е н т  ч а с у  п р и р одн о в и к ор и с т ов у в а т и  є ди н у  м а т е -
м а т и ч н у  х а р а к т е р и с т и к у  – з м і н н у  с т а н у . В и к ор и с т а н -
н я  з а г а л ь н ої  т е ор і ї  ди фе р е н ц і а л ь н и х  р і в н я н ь  п оя с н ю -
є т ь с я , п о-п е р ш е , н а я в н і с т ю  доб р е  р оз в и н у т ог о м а т е -
м а т и ч н ог о а п а р а т у  і  ч и с е л ь н и х  м е т оді в  р оз в ’ я з у в а н н я  
ди фе р е н ц і а л ь н и х  р і в н я н ь ;  п о-др у г е , н а я в н і с т ю  з а г а л ь -
н одос т у п н и х  я к і с н и х  м е т оді в  дос л і дж е н н я  р оз в ’ я з к і в   
з в и ч а й н и х  ди фе р е н ц і а л ь н и х  р і в н я н ь , з ок р е м а  м е т оді в  
оц і н к и  с т і й к ос т і , а н а л і з у  п ов е ді н к и  р оз в ’ я з к і в  в  ок о-
л и ц я х  ос об л и в и х  т оч ок  т а  ї х  а с и м п т от и ч н ої  п ов е ді н к и  
і , п о-т р е т є , п р оз ор і с т ю  і  п р и р одн і с т ю  з в и ч а й н и х  ди -
фе р е н ц і а л ь н и х  р і в н я н ь  я к  м а т е м а т и ч н ої  м оде л і  дл я  
оп и с у  п р оц е с і в  п е р е х оду  р е а л ь н и х  об ’ є к т і в  з  одн ог о 
с т а н у  в  і н ш и й  п і д ді є ю  з ов н і ш н і х  і  в н у т р і ш н і х  п р и -
ч и н . 

З а  ос т а н н і  5 0  р ок і в  р оз р об л е н о ц і л и й  р я д м е т оді в  
р оз в ’ я з у в а н н я  з а да ч  К ош і  дл я  з в и ч а й н и х  ди фе р е н ц і -
а л ь н и х  р і в н я н ь  і  н а  ц е й  ч а с  в і дп ов і дн і  п р ог р а м и  є  ч а с -
т и н ою  м а т е м а т и ч н ог о з а б е з п е ч е н н я  к ом п ’ ю т е р і в . 
П р от е  л и ш е  п р оц е с  у с т а н ов л е н н я  да є  з м ог у  п р ов оди -
т и  а н а л і з  у  н е п е р е р в н ом у  ч а с і , т об т о з н а х оди т и  р оз -
в ’ я з к и , а де к в а т н і  фі з и ч н ом у  з м і с т у  [ 1 ] . М е т оди  в и з н а -
ч е н н я  п е р і оди ч н и х  р оз в ’ я з к і в   у  ди с к р е т н ом у  ч а с і  
( с і т к ов и й , т р и г он ом е т р и ч н ої  к ол ок а ц і ї , г а р м он і ч н ог о 
б а л а н с у  т а  і н ш і )  н е  м а ю т ь  к р и т е р і ї в  т оч н ос т і , г р ом і з д-
к і  і  н е  п р и да т н і  дл я  а н а л і з у  с к л а дн и х  фі з и ч н и х  с и с -
т е м . 

Н а й б і л ь ш  е фе к т и в н и м  п і дх одом , я к и й  в и к ор и с т о-
в у ю т ь  дл я  об ч и с л е н н я  п е р і оди ч н и х  р оз в ’ я з к і в , є  п е р е -
х і д в і д к р а й ов ої  з а да ч і  до з а да ч і  К ош і , а б о м оде л ь  
ч у т л и в ос т і  до п оч а т к ов и х  у м ов  [ 2 , 3 ] . А л е  дл я  п ос т а -
н ов к и  к р а й ов ої  з а да ч і  н е об х і дн о з н а т и  п е р і од п ов т о-
р ю в а н ос т і  п р оц е с у , щ о є  п р об л е м а т и ч н о у  в и п а дк у  а в -
т он ом н и х  с и с т е м . 

А в т он ом н ою  н а з и в а є м о с и с т е м у , щ о оп и с у є т ь с я  
ди фе р е н ц і а л ь н и м и  р і в н я н н я м и , п р а в а  ч а с т и н а  я к и х  
п оз б а в л е н а  н е з а л е ж н ої  з м і н н ої  t: 

)(Xft
X =
∂
∂ .                              ( 1 )  

Т а к и м и  р і в н я н н я м и  оп и с у ю т ь с я  фі з и ч н і  с и с т е м и , 
я к і  с а м і  п о с об і  м ож у т ь  з н а х оди т и с я  в  к ол и в н ом у  с т а -
н і  б е з  з ов н і ш н ь ої  в х і дн ої  ді ї , щ о є  фу н к ц і є ю  ч а с у . В і -
дом і  а л г ор и т м и  з н а х одж е н н я  р оз в ’ я з к у  є  н е п р и да т н і , 
ос к і л ь к и  п е р і од T т у т  н а л е ж и т ь  до н е в і дом и х  і  в и з н а -
ч а є т ь с я  в и н я т к ов о п а р а м е т р а м и  с а м ої  с и с т е м и , ї ї  к ое -
фі ц і є н т а м и . П р от е  ц ю  п е р е ш к оду  м ож н а  п одол а т и . 

З а п и ш е м о к ол он к у  н е в і дом и х  с и с т е м и  ( 1 )  у  в и г -
л я ді : ( )tniii xxxxxX ,...,,,,..., 111 +−=  .                ( 2 )  

О с к і л ь к и  п е р і од Т т е п е р  т а к ож  н а л е ж и т ь  до ч и с л а  
н е в і дом и х , т о в с ь ог о м а є м о n+ 1  н е в і дом і  з м і н н і  с и с т е -
м и  р і в н я н ь  n-г о п ор я дк у . Щ об  от р и м а т и  одн оз н а ч н и й  
р оз в ’ я з ок , т р е б а  одн у  з  н е в і дом и х  з а фі к с у в а т и  ( ц е  н е  
м ож е  б у т и  Т, т а к  я к  п е р і оди ч н и й  р оз в ’ я з ок  і с н у є  л и ш е  
п р и  з а з да л е г і дь  н е в і дом и х  з н а ч е н н я х  Т ) . П р от е  дл я  т о-
г о, щ об  т а к и й  п і дх і д б у в  у с п і ш н и м , ц е  фі к с ов а н е  з н а -
ч е н н я  н е в і дом ої  п ов и н н о в і дп ов і да т и  і с н у ю ч ом у  п е р і -
оди ч н ом у  р оз в ’ я з к у . Ц і л к ом  з р оз у м і л о, щ о в и б і р  з н а -
ч е н н я  в к а з а н ої  з м і н н ої  п ов ’ я з а н и й  з  р и з и к ом : п р и  н е в -
да ч і  м и  н е  з н а є м о, ч и  в он а  є  н а с л і дк ом  р оз х одж е н н я  
і т е р а ц і й н ог о п р оц е с у , а б о ж  р е з у л ь т а т ом  н е в да л ог о 
в и б ор у  ц і є ї  з м і н н ої . М ож н а  с п р об у в а т и  п об у ду в а т и  
щ е  одн е  н е з а л е ж н е  р і в н я н н я , я к е  п ов ’ я з у в а л о б  у с і  
з м і н н і . 

А в т он ом н а  с и с т е м а  р і в н я н ь  доп у с к а є  б е з м е ж н у  
к і л ь к і с т ь  п е р і оди ч н и х  р оз в ’ я з к і в , я к і  в і др і з н я ю т ь с я  
оди н  в і д одн ог о з с у в ом  у  ч а с і , ос к і л ь к и  т а к а  с и с т е м а  
н е  м і с т и т ь  а р г у м е н т у  t. О т ж е , м ож н а  дов і л ь н о з а да т и  
оди н  і з  n п оч а т к ов и х  с т а н і в , с к а ж і м о i-т и й  е л е м е н т  
в е к т ор а  ( 2 ) : 

axi =                                       ( 3 )   
і  в и з н а ч и т и  р е ш т у  п оч а т к ов и х  з н а ч е н ь , я к і  в і дп ов і да -
ю т ь  да н ом у  ч а с ов і  t = t0, к ол и  н а с п р а в ді  з а дов ол ь н я -
є т ь с я  у м ов а  ( 3 ) . Ц е  е к в і в а л е н т н о в и б ор у  н ов ог о п оч а т -
к ов ог о ч а с у  дл я  п е р і оди ч н ог о р оз в ’ я з к у . З р оз у м і л о, 
щ о а п ов и н н е  п р и й м а т и  р е а л ь н о м ож л и в е  з н а ч е н н я  i-
г о е л е м е н т а  н а  п е р і оді  T. Я к щ о н а п е р е д в і дом о, щ о в  
р оз в ’ я з к у  в і дс у т н я  п ос т і й н а  с к л а дов а , т о доц і л ь н о 
п р и й н я т и  а = 0, я к щ о ж  в он а  п р и с у т н я , т о а н е об х і дн о 
я к ом ог а  н а б л и з и т и  до ї ї  з н а ч е н н я . Т оді  в е к т ор  п оч а т -
к ов и х  у м ов  н а б у де  в и г л я ду : 

tnia xxxX ))0(),...,0(),...,0(()0( 11 −= .           ( 4 )  
Т е п е р  ч и с л о н е в і дом и х  дор і в н ю є  n, і  м ож н а  у т в о-

р и т и  н ов и й  в е к т ор : 
tnii xxTxxX ))0(),...,0(,),0(),...,0(()0( 111 +−= .   ( 5 )  

З а п и ш е м о ц і л ь ов у  фу н к ц і ю  F(X(0) )  дл я  а р г у м е н т у  
( 5 ) : 

0)),0(()0())0(( =−= TXXXXF aa .           ( 6 )  
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Рівняння (6) є система n нел іній них  тр ансц ен-
д ентних  р івнянь  з  n невід о мими (5 ) і мо ж е б ути р о з -
в’ яз ана з а д о п о мо г о ю  ітер ац ій но ї  ф о р мул и Н ь ю то на 
[ 1 ] . М атр иц ю  Я к о б і о д ер ж имо  д иф ер енц ію ванням (6) 
п о  Х (0 ) :  

,)0(
)),0(())0((' *

X
TXXEXF a

∂
∂−=                   (7 ) 

д е Е *  - д іаг о нал ь на матр иц я з  о д иниц ями на д іаг о нал і, 
з а винятк о м i-г о  ел емента, к о тр ий  д о р івню є нул ю , а 
від ’ ємник о м п р аво ї  ч астини є матр иц я ч утл иво сті д о  
п о ч атк о вих  умо в, сто вп ч ик  i-г о  ел емента як о ї  д о р ів-
ню є: 

.)),0(()),0((
t

tXX
T

TXX aa

∂
∂=

∂
∂                 (8 ) 

П р ава ч астина (8 ) є з нач ення п о х ід но ї  d X/d t п р и t 
= T, як а то то ж на п р авим ч астинам р івнянь  (1 ) у то й  
ж е ч ас. 

В из нач ення ел ементів матр иц і ч утл иво сті д о  п о -
ч атк о вих  умо в є ск л ад но ю  з ад ач ею  анал із у.  Ц і ел е-
менти мо ж на о б ч исл ити з а д о п о мо г о ю  р із ниц евих  
ф о р мул , к о л и ми р о з в’ яз уємо  з ад ач у К о ш і, то б то  о б -
ч исл ю ємо  F(X(0 ) )  д л я о д нієї  ітер ац ії  в ц іл о му n+ 1  р а-
з ів, аб о  з а д о п о мо г о ю  від п о від них  вар іац ій них  з мін-
них  і системи д иф ер енц іал ь них  р івнянь  у вар іац іях . 
П о к аж емо , як  ц е мо ж на з р о б ити в о станнь о му вип ад -
к у. 

Т ак  як  б іл ь ш ість  п р истр о ї в р із них  г ал уз ей  п р о -
мисл о во сті о сно вані на вик о р истанні ф із ич но ї  п р ир о -
д и ел ек тр о маг нетиз му, то  л о г іч но  р о з к р ити сп о сіб  о б -
ч исл ення матр иц і ч утл иво сті д о  п о ч атк о вих  умо в са-
ме д л я так их  п р истр о ї в. 

Ф унк ц іо нал ь ний  з в' яз о к  між  ел ек тр ич ними і маг -
нітними к о мп о нентами п р ед ставимо  ф унк ц ією : 

)(ψii = ,            (9 ) 
д е i- ел ек тр ич на, а ψ - маг нітна к о мп о ненти. 

Д л я з аг ал ь но сті  вик л ад у аб стр аг уємо ся від  ф із ич -
них  вел ич ин і п о д амо  ф унк ц іо нал ь ну з ал еж ність  (9 ) у 
виг л яд і: 

   )(YXX = .                        (1 0 ) 
П р о д иф ер енц ію ємо  вир аз  (1 0 ) п о  п о ч атк о вих  

умо вах  X(0 ) :  

)0()0( X
Y

Y
X

X
X

∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂ .                      (1 1 ) 

Ліва ч астина ф о р мул и (1 1 ) є матр иц я ч утл иво сті 
д о  п о ч атк о вих , як у у від п о від но сті з  п р аво ю  ч астино ю  
ц ієї  ф о р мул и мо ж на п р ед ставити д о б утк о м, п ер ш ий  із  
сп івмно ж ник ів як о г о  є матр иц я п ар аметр ів п р истр о ю , 
а д р уг ий  – матр иц я ч утл иво сті д о  п о ч атк о вих  умо в 
маг нітно ї  ск л ад о во ї  системи, як а о п исуєть ся д иф ер ен-
ц іал ь ними р івняннями:  

)(1 Yft
Y =
∂
∂ .                (1 2 ) 

П о р івню вати системи д иф ер енц іал ь них  р івнянь  
(1 ) і  (1 2 ) мо ж на п ісл я д иф ер енц ію вання п о  ч асу t ви-

р аз у (1 0 ): 
.

dt
dY

Y
X

dt
dX ⋅

∂
∂=                            (1 3 ) 

О ч евид но , щ о  система д иф ер енц іал ь них  р івнянь  
(1 2 ) є з нач но  п р о стіш а п о р івняно  з  (1 ). 

Д иф ер енц ію ю ч и р івняння (1 2 ) п о  Х (0 ) , о тр имуємо  
о д но р ід ну систему вар іац ій них  р івнянь : 
       ,)0()0(

1

dX
dY

Y
f

X
Y

dt
d

∂
∂=

∂
∂                     (1 4 ) 

анал ітич ний  р о з в̀ яз о к  як о ї  л ег к о  з най ти.  
А л г о р итм р о з р ах унк у п ер іо д ич них  р о з в` яз к ів ав-

то но мних  систем анал о г іч ний  ал г о р итму неавто но м-
них  систем. В ід мінність  п о л яг ає л иш е в то му, щ о  в 
матр иц і ч утл иво сті д о  п о ч атк о вих  умо в і-й  сто вп ч ик  
з аміню єть ся век то р о м п р авих  ч астин р івняння (1 ) п р и 
t = T, а п р о ц ес інтег р ування системи р івнянь  (1 ) на k-
ій  ітер ац ії  ф о р мул и Н ь ю то на з д ій сню єть ся з  вл асним 
п ер іо д о м TK. 

А л г о р итм р о з р ах унк у: 
1 . М аю ч и на k-й  ітер ац ії  п о то ч ні з нач ення век то р а 

( )X 0 k (на п ер ш о му к р о ц і п о ч атк о ві наб л иж ення 
( )X 0 k ), інтег р уємо  систему (1 ) на інтер вал і ч асу 

[ 0 ,TK ] . З ап ам’ ято вуємо  век то р и ( )max minX ,X ,X kk k T . 
2 . В  матр иц і ч утл иво сті д о  п о ч атк о вих  умо в і-й  

сто вп ч ик  з аміню єть ся век то р о м п р авих  ч астин р ів-
няння (1 ) п р и t=T, а п р о ц ес інтег р ування системи р ів-
нянь  (1 ) на k-ій  ітер ац ії  ф о р мул и Н ь ю то на з д ій сню -
єть ся з  вл асним п ер іо д о м TK. 

3 . В ик о р исто вуємо  ітер ац ій ну ф о р мул у Н ь ю то на і 
з нах о д имо  уто ч нене з нач ення ( ) 1X 0 k+ . 

4 . П р о ц ес р о з р ах унк у п о вто р ю ємо  з  п . 1 , п о к и не 
з ад о во л ь нить ся з ад ана то ч ність  р о з р ах унк у. 
  

Висновок 
1 . Н ай б іл ь ш  еф ек тивний  сп о сіб  з нах о д ж ення п е-

р іо д ич них  р о з в’ яз к ів авто но мних  систем п о л яг ає у 
з вед енні к р ай о во ї  з ад ач і д л я з вич ай но ї  системи д иф е-
р енц іал ь них  р івнянь  д о  з ад ач і К о ш і. 

2 . М атр иц я ч утл иво сті д о  п о ч атк о вих  умо в авто -
но мних  систем анал о г іч на ц ій  матр иц і неавто но мних  
систем, к р ім i-г о  сто вп ч ик а, як ий  з аміню єть ся 
век то р о м п о ч атк о вих  умо в вих ід но ї  системи р івнянь  
п р и t = T,  а п р о ц ес інтег р ування ц ієї  системи на k-ій  
ітер ац ії  ф о р мул и Н ь ю то на з д ій сню єть ся з а вл асним 
п ер іо д о м TK. 

3 . А л г о р итми п о ш ук у п ер іо д ич них  р о з в’ яз к ів ав-
то но мних  і неавто но мних  систем є сп іл ь ні. 
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нелиней ных  ц елей  с п ериодическими вх одными сиг на ла ми. - 
В  кн. :  А втома тиз а ц ия в п роектирова нии. -М . :  М ир,  19 7 2 , - С.  
14 8 -15 6 .  

[3 ] Б і лий  Л . А .  М оделю ва ння і  дослі дж ення нелі ні й них  
систем на  основі  з а г а ль ної  теорі ї  диф еренц і а ль них  рі внянь / 
Л .  А .  Б і лий / Т ех ні чні  ві сті ,  2 0 10 /1( 3 1) ,  2 ( 3 1) . -С. 8 3 -8 5 .  
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