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A b s t r a c t . The problem of the search for optimal com-

bin atorial d esig n s on  the ex ample of L eech an d  G olomb 
trees has been  con sid ered . C riteria of optimality  for these 
trees hav e been  g en eraliz ed . The application  of a simu lated  
an n ealin g  to the fin d in g  n ear-optimal trees has been  
su g g ested . O u tcomes of the application  of the alg orithm to 
the fin d in g  some optimal trees w ith 1 0 -1 2 ed g es hav e been  
presen ted . 
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В с т у п  
О п т и м ал ьн і  к о м б і н ат о р н і  с т р у к т у р и  [1 ] є  д о с т ат н ьо  

ц і к ав и м и  т а р і зн о м ан і т н и м и  м ат е м ат и ч н и м и  о б ’є к т ам и , 
я к і  р е ал і зу ю т ь заг ал ьн і  п о н я т т я  б ал ан с у  т а с и м е т р і ї . Та-
к і  с т р у к т у р и  зн ай ш л и  зас т о с у в ан н я  у  т е хн о л о г і я х зав а-
д о с т і й к о г о  к о д у в ан н я , с и с т е м ах захи с т у  і н ф о р м ац і ї , 
п р и  п л ан у в ан н і  е к с п е р и м е н т і в , у  м ат е м ат и ч н и х і г р ах т а 
г о л о в о л о м к ах, я к  д ж е р е л о  в хі д н и х д ан и х п р и  р о зр о б ц і  
т а в і д л аг о д ж е н н і  м е т о д і в , ал г о р и т м і в  т а п р о г р ам н и х за-
с о б і в  д л я  р о зв ’я зан н я  о п т и м і зац і й н и х зад ач  [2-5 ]. 

 
П о с т а н о в к а  з а д а ч і  
Об’єктом н аш о г о  д о с л і д ж е н н я  є  т ак  зв ан і  оп ти -

ма л ь н і  д е р е в а . Це  д е р е в а, р е б р а я к и х п о зн ач аю т ьс я  н а-
т у р ал ьн и м и  ч и с л ам и , щ о  зад аю т ь ї хн ю  д о в ж и н у . В і д -
с т ан ь м і ж  д в о м а в е р ш и н ам и  є  с у м о ю  д о в ж и н  р е б е р  н а 
ш л я ху  м і ж  н и м и . 

Оп ти ма л ь н и м з а  Л і ч е м [6] в в аж ає т ьс я  т ак е  д е р е в о , 
в  я к о м у  у с і  в і д с т ан і  м і ж  в е р ш и н ам и  у т в о р ю ю т ь н а й д ов -
ш у  м о ж л и в у  ( д л я  д ан о ї  т о п о л о г і ї  д е р е в а)  п о с л і д о в н і с т ь 
ч и с е л  н ат у р ал ьн о г о  р я д у  в і д  1  д о  S1. Зн ач е н н я  в і д с т а-н е й  мож у ть  п о в т о р ю в ат и с я  ( р и с . 1 а, 1 б ) . Пр и  ц ьо м у  
д е р е в о  б у д е  обме ж е н и м, я к щ о  с е р е д  в і д с т ан е й  в і д с у т н і  
зн ач е н н я  б і л ьш і  за S1, і  н е обме ж е н и м,  я к щ о  п р и с у т н і  
( м ак с и м ал ьн е  зн ач е н н я  в і д с т ан і  м і ж  в е р ш и н ам и  п о зн а-
ч и м о  S2)  [2, 3, 6]. Оп ти ма л ь н и м з а  Ґол омбом в в аж ає т ьс я  т ак е  д е р е в о  
( я к  п р ав и л о , н е о б м е ж е н е ) , зн ач е н н я  в і д с т ан е й  в  я к о м у  
н е  мож у ть  п о в т о р ю в ат и с я  і  м ак с и м ал ьн а в і д с т ан ь м і ж  
в е р ш и н ам и  S2 є  н а й кор отш ою  с е р е д  м о ж л и в и х д л я  д а-н о ї  т о п о л о г і ї  д е р е в а ( р и с . 1 в ) . 

І д е а л ь н и м б у д е м о  н ази в ат и  о б м е ж е н е  д е р е в о , в  
я к о м у  в і д с т ан і  м і ж  в е р ш и н ам и  у т в о р ю ю т ь н а й д ов ш у  
м о ж л и в у  ( д л я  д ан о ї  т о п о л о г і ї )  п о с л і д о в н і с т ь ч и с е л  
н ат у р ал ьн о г о  р я д у  бе з  п ов тор е н ь . Пр и  ц ьо м у  ( ) 2121 +⋅== nnSS , д е  n  – р о зм і р н і с т ь д е р е в а ( к і л ьк і с т ь 
р е б е р ) . То б т о  і д е ал ьн е  д е р е в о  є  о п т и м ал ьн и м  о д н о ч ас -
н о  і  за Л і ч е м  і  за Ґо л о м б о м  ( р и с . 1 г , 1 д ) . 

О т ж е  о п т и м ал ьн і  д е р е в а с л і д  в в аж ат и  у заг ал ьн е н -
н я м  т ак и х в і д о м и х р і зн о в и д і в  о п т и м ал ьн и х к о м б і н ат о р -
н и х с т р у к т у р  я к  о п т и м ал ьн і  л і н і й к и  Ґо л о м б а [7] т а 

р о зр і д ж е н і  л і н і й к и  [8]. Зазн ач и м о , щ о  д л я  п о ш у к у  л і -
н і й о к  Ґо л о м б а б у в  с т в о р е н и й  г л о б ал ьн и й  п р о е к т  р о з-
п о д і л е н и х о б ч и с л е н ь O G R  [9 ], р е зу л ьт ат о м  б аг ат о р і ч -
н о ї  р о б о т и  я к о г о  є  в и я в л е н н я  в с і х о п т и м ал ьн и х л і н і -
й о к  з ч и с л о м  п о зн ач о к  д о  27 в к л ю ч н о . 
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Рис. 1. Приклади о п т им аль н их  де ре в : 

а)  н е о б м е ж е н е  о п т им аль н е  з а Л і ч е м  ( S1=9 ; S2=11) ; 
б )  о б м е ж е н е  о п т им аль н е  з а Л і ч е м  ( S1=9 ) ; 

в )  о п т им аль н е  з а Г о ло м б о м  ( S2=11) ; 
г)  і де аль н е  ( S1=S2=15 ) ; 
д)  і де аль н е  ( S1=S2=6 ) .  

М е тою  д ос л і д ж е н ь  є  с т в о р е н н я  п р о г р ам н о ї  с и с -
т е м и  д л я  п о ш у к у  д е р е в , я к і  б у д у т ь о п т и м ал ьн и м и  за 
в к азан и м и  к р и т е р і я м и  д л я  зад ан и х т о п о л о г і й  р і зн о ї  
р о зм і р н о с т і . 

 
Ан а л і з  м е т о д і в  д о с л і д ж е н ь  
Н а с ьо г о д н і  в і д о м и м и  є  п р я м і  м е т о д и  п о ш у к у  л и -

ш е  д л я  д е я к и х р і зн о в и д і в  д е р е в . Д л я  зн ахо д ж е н н я  л і -
н і й о к  Ґо л о м б а в и к о р и с т о в у є т ьс я  ап ар ат  ц и к л і ч н и х р і -
зн и ц е в и х м н о ж и н  [1 0 ]. Д л я  л і н і й о к , о п т и м ал ьн и х за 
Л і ч е м  ан ал і т и ч н и й  с п о с і б  п о б у д о в и  зап р о п о н у в ав  
В і хм ан  [8, 1 1 ]. Д л я  д е р е в  т о п о л о г і ї  “ш т ан г а” ( р и с . 1 г )  
д о с и т ь в д ал и й  п і д хі д  д о  м ар к у в ан н я  зап р о п о н у в ав  
с ам  Д ж . Л і ч  [6]. 

За у ч ас т і  о д н о г о  за ав т о р і в  п р о в о д и л и с ь д о с л і д -
ж е н н я  м о ж л и в и х с п о с о б і в  п о ш у к у  о п т и м ал ьн и х д е -
р е в . Зо к р е м а, р о зг л я д ав с я  п о в н и й  п е р е б і р  в ар і ан т і в  
м ар к у в ан н я  д л я  зад ан о ї  т о п о л о г і ї  за д о п о м о г о ю  с и с -
т е м и  р о зп о д і л е н и х о б ч и с л е н ь [1 2, 1 3]. Так и й  п і д хі д  
д ає  зм о г у  г ар ан т о в ан о  в і д ш у к ат и  о п т и м ал ьн і  д е р е в а 
к о ж н о г о  т и п у , п р о т е  ч е р е з е к с п о н е н ц і й н у  с к л ад н і с т ь 
п о в н и й  п е р е б і р  п р и  к і л ьк о с т і  р е б е р  в і д  1 0  і  б і л ьш е  є  
п р ак т и ч н о  н е м о ж л и в и м . 
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Тому доцільним є використання е вристич них  ме то-
дів локальног о пош уку. У попе ре дніх  дослідж е ннях  
[14, 15 ] проаналізовано та ре алізовано з використанням 
розподіле них  об ч исле нь підх ід на основі г е не тич них  
алг оритмів, який  показав досить високі практич ні ре -
зультати при кількості ре б е р від 3 до 11. Д о пе вних  не -
доліків мож на відне сти складність прог рамної  ре аліза-
ції  та досить знач ну кількість параме трів налаш туван-
ня. Тому вваж аємо за доцільне  розг лянути також  аль-
те рнативні е вристич ні підх оди. 

 
А л г о р и т м  п о ш у к у  о п т и м а л ь н и х  д е р е в  
Пропонується застосувати для пош уку оптималь-

них  де ре в алг оритм на основі методу і мі та ц і ї  в і дп а л у 
[16 , 17 ]. 

Ц е й  ме тод використовується для розв’язання задач  
г лоб альної  оптимізації , в якому проце дура пош уку роз-
в’язку імітує ф ізич ний  проце с отримання низькое не рг е -
тич них  станів тве рдої  ре ч овини у те рмостаті. Тве рду 
ре ч овину споч атку наг ріваю ть до те мпе ратури плавле н-
ня, а потім повільно ох олодж ую ть до стану те плової  
рівноваг и. 

З а допомог ою  моде лю вання таког о проце су ш ука-
ється точ ка аб о множ ина точ ок, на яких  досяг ається мі-
німум пе вної  ч ислової  ф ункції . 

При цьому проводиться аналог ія між  станами ре ч о-
вини та допустимими розв’язками, е не рг ією  стану та 
вартістю  розв’язку ( знач е нням цільової  ф ункції ), ста-
ном за те мпе ратури плавле ння і поч атковим розв’язком 
( мож ливо, г е не рованим випадковим ч ином), малою  змі-
ною  стану і е ле ме нтарною  зміною  розв’язку, те мпе ра-
турою  і параме тром ке рування, який  задає розмір околу 
для пош уку наступног о розв’язку. 

М е тод імітації  відпалу на відміну від б аг атьох  ін-
ш их  ме тодів оптимізації  намаг ається уникнути потрап-
ляння у локальні оптимуми за допомог ою  мож ливих  
випадкових  кроків у напрямку розв’язків з г ірш им зна-
ч е нням цільової  ф ункції . 

Д ля задач і пош уку оптимальних  де ре в допустимий  
розв’язок мож на зоб разити у виг ляді одновимірног о 
масиву додатних  цілих  ч исе л, які задаю ть довж ини ре -
б е р, у порядку, щ о визнач ається б атьківським кодом 
відповідної  тополог ії  де ре ва [18]. У б атьківському коді 
кож е н е ле ме нт відповідає пе вній  ве рш ині де ре ва, а й о-
г о знач е ння задає номе р ве рш ини-сусіда се ре д попе ре д-
ніх  е ле ме нтів. Н априклад, ліній ка, щ о зоб раж е на на 
рис. 1б , 1в., має б атьківський  код 0 ,1,2 ,3,4, а “зірка” на 
рис. 1д. – код 0 ,1,1,1. Д ля оптимальних  розв’язків зна-
ч е ння у масивах  довж ин ре б е р б удуть, відповідно, 
1,3,5 ,2  та 1,2 ,4. 

У зале ж ності від тополог ії  де ре ва і знач е нь довж ин 
ре б е р для кож ног о допустимог о розв’язку мож на об -
ч ислити кількість пропусків та повторе нь знач е нь у ма-
сиві відстане й  між  ве рш инами. Тоді цільову ф ункцію  
( е не рг ію  стану) в заг альному виг ляді мож на зоб разити 
як 

min⇒⋅+⋅= repsrepsgapsgaps nKnKE , 
 

де  gapsn – кількість пропусків, repsn – кількість повторе нь; 
gapsK , repsK  – кое ф іцієнти ваг и пропусків та повторе нь, 

відповідно. 

О ч е видно, щ о для об ме ж е них  де ре в Л іч а ( ) EnnS −+⋅= 211 , а для де ре в Ґоломб а –
( ) EnnS ++⋅= 212 , тоб то від знач е ння е не рг ії  б е зпо-

се ре дньо зале ж ить знач е ння відповідног о крите рію  
оптимальності 1S  аб о 2S . 

Підіб рані е кспе риме нтально знач е ння кое ф іцієн-
тів gapsK , repsK  для різних  типів де ре в подані в таб л. 1. 

 
Т а б л и ц я  1 

З нач е ння кое ф іцієнтів ваг и пропусків та повторе нь 
для де ре в Л іч а та Ґоломб а при пош уку 

за ме тодом імітації  відпалу 

Тип  
д е р е в а 

К о е ф і ц і є н т 
в аг и  

пр о пу с к і в  
gapsK  

К о е ф і ц і є н т 
в аг и 

по в то р е н ь  
repsK  

Голомба (G) 1 10 0 0  

О бме ж е н е  Л і ч а (R L) 10 0 0  1 

Н е обме ж е н е  Л і ч а (UL) 1 1 
 
Пропонується використовувати поч е рг ово е ле -

ме нтарні зміни двох  типів: 
- не зале ж не  зб ільш е ння/зме нш е ння випадково 
об раног о е ле ме нту розв’язку на випадкове  зна-
ч е ння, щ о не  пе ре вищ ує 1/2  суми всіх  е ле ме нтів; 
- одноч асне  зб ільш е ння одног о випадково об -
раног о е ле ме нту розв’язку на випадкове  знач е н-
ня, щ о не  пе ре вищ ує 1/2  суми всіх  е ле ме нтів і 
зме нш е ння друг ог о е ле ме нта на таке  саме  знач е н-
ня. 
При цьому пе ре дб ач ається заб орона появи се ре д 

е ле ме нтів від’ємних  знач е нь та заб е зпе ч е ння наявно-
сті одиниці, як додаткова е вристика для досяг не ння 
кращ их  знач е нь е не рг ії  та крите рію  оптимальності. 

Д ля ре алізації  алг оритму б уло об рано мову про-
г рамування J a v a . Д о ї ї  пе ре ваг , зокре ма, мож на від-
не сти ш ирокий  наб ір засоб ів для розроб ки клієнт-се р-
ве рних  додатків. 

Прог рамна систе ма є ве б -прое ктом, який  надає 
користувач ам наступні мож ливості, доступні ч е ре з 
б раузе р на сторінці прое кту: 

- задання кількості ве рш ин у де ре ві; 
- задання тополог ії  де ре ва ч е ре з й ог о б атьків-
ський  код; 

- виб ору типу де ре в ( не об ме ж е них  та об ме ж е них  
де ре в Л іч а, де ре в Ґоломб а); 

- задання знач е нь параме трів алг оритму ( поч ат-
кової  та кінце вої  те мпе ратури, кое ф іцієнта ї ї  
зміни, кількості кроків пош уку на кож ній  те м-
пе ратурі); 

- пош уку оптимальних  де ре в із заданими х арак-
те ристиками; 

- об ч исле ння е не рг ії  для отриманог о розв’язку та 
знач е ння цільової  ф ункції  відповідно до типу 
де ре ва; 

- візуалізації  заданог о б атьківським кодом де ре ва 
та й ог о маркування; 

- сортування, пош уку та ф ільтрації  ре зультатів 
е кспе риме нтів за всіма названими ознаками. 
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Результати досліджень 
Дослідження проводи ли сь  для різ ни х  т ополог ій  де-

рев з  1 0 -1 2 реб рам и . В и к онано пош у к  опт и м аль ни х  
дерев у сіх  т рь ох  т и пів:  Ґолом б а ( G ),  необ м ежени х  ( U L ) 
т а об м ежени х  ( R L ) дерев Л іч а різ ни х  т ополог ій ,  
з ок рем а,  “з ірк и ” т а “ліній к и ”,  а т ак ож “г у сени ц і” ( ри с. 
2). 

  
Р и с . 2 . Б л и з ь к е  д о  о п т и м а л ь н о г о  д е р е в о  Л і ч а  

з  1 2  р е б р а м и  ( S1 = 5 2 ) .  
Деяк і рез у ль т ат и  проведени х  ек спери м ент ів подано 

в т аб л. 2. 
Таблиця 2 

З нач ення енерг ії  т а к ри т ерію  опт и м аль ност і  
для дерев,  з най дени х  з  ви к ори ст анням   

м ет оду  ім іт ац ії  відпалу  

Ти
п д

ер
ев
а 

Кі
ль

кіс
ть

 ре
бе
р 

Батьківський код М ар ку ван н я  

Ен
ер

гія
 

Зн
ач

ен
ня

 кр
ит

ер
ію

 
оп

ти
ма

ль
но

ст
і 

G 10 0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 1,18,4,75 ,77,24,46,39,9,12 98 15 3 
U L  10 0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 2,1,5 ,14,7,12,24,20,23,4 20 34 
R L  10 0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1 1,6,15 ,3,12,1,19,17,9,18 17 38 
G 11 0,1,2,3,4,5 ,6,7,8,9,10,11 4,20,9,6,1,27,26,12,13,19,18 89 15 5  
U L  11 0,1,2,3,4,5 ,6,7,8,9,10,11 2,2,3,2,8,8,8,8,6,5 ,1 15  41 
U L  11 0,1,2,3,4,5 ,6,7,8,9,10,11 2,2,6,2,5 ,9,5 ,11,3,1,3 19 47 
R L  12 0,1,2,2,3,3,4,6,6,7,7,8,8 1,2,20,5 ,1,11,12,14,15 ,6,8,4 26 5 2 

 
Я к  ви дно з  п’ ят ог о т а ш ост ог о ек спери м ент ів для 

необ м ежени х  дерев Л іч а нем ає  прям ої  відповідност і 
м іж з нач енням и  енерг ії  т а к ри т ерію  опт и м аль ност і,  
т об т о ви щ е з нач ення к ри т ерію  S1 м оже досяг ат и сь  з а г ірш ог о з нач ення енерг ії . Для п’ ят ог о ек спери м ент у  
відст ані м іж верш и нам и  б у ду т ь  м ат и  з нач ення від 1  до 
4 1  т а від 4 3  до 5 3  з  1  пропу ск ом  ( 4 2) т а 1 4  повт орення-
м и ;  для ш ост ог о відст ані м ат и м у т ь  з нач ення від 1  до 4 7  
т а 4 9  з  1  пропу ск ом  ( 4 8 ) т а 1 8  повт оренням и . Т ом у  ви -
б ір ви г ляду  ц іль ової  ф у нк ц ії  з  у рах у ванням  к ри т ерію  
опт и м аль ност і для необ м ежени х  дерев Л іч а є  предм е-
т ом  подаль ш и х  досліджень . 

В иснов к и 
Р оз роб лено т ест ову  м одель  веб -оріє нт ованої  про-

г рам ної  си ст ем и  для пош у к у  б ли з ь к и х  до опт и м аль -
ни х  дерев на основі м ет оду  ім іт ац ії  відпалу . 

П роведено ек спери м ент и  щ одо пош у к у  опт и -
м аль ни х  дерев з  ч и слом  реб ер від 1 0  до 1 2,  як і під-
т верди ли  к орек т ніст ь  роз роб лени х  алг ори т м ів і про-
г рам ни х  м оду лів т а пок аз али  перспек т и вніст ь  з аст о-
су вання м ет оду  ім іт ац ії  відпалу  для даної  з адач і. 
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