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Resumo

A forma cldssica do sistema de equagdes de Navier-Stokes, o qual deriva do principio de conservagio de massa e momento linear,
descreve o movimento de um fluido homogéneo sujeito a um campo de forgas externas. Neste trabalho, desenvolve-se um estudo
para encontrar o intervalo maximal de existéncia de solugdes no tempo para as equagoes de Navier-Stokes em um dominio
tridimensional fino, isto é, Qe = w x (0,€), onde w C R? e € € (0,1), considerando combinagdes de diferentes condigdes de
fronteira.
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Abstract

The classical form of the Navier-Stokes equations system, which is derived from the principle of conservation of mass and
momentum, describes the motion of a homogeneous fluid subject to a field of external forces. In this work, we develop a study to
find the maximal interval of existence of solutions in time to the Navier-Stokes equations in a three dimensional thin domain, i.e.,
Qe = w x (0,¢€), where w C R? e € € (0,1), considering different combinations of boundary conditions.
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1 Introducao

Leonhard Paul Euler (1707 - 1783), Claude Louis

Marie Henri Navier (1785 - 1836) e George Gabriel
Stokes (1819 - 1903) fizeram grandes avang¢os no campo
da mecanica dos fluidos. O primeiro foi responsavel
pela deducdo do movimento de fluidos quando estes
nao sao viscosos, enquanto os outros dois consideraram
o efeito da viscosidade. O resultado de seus trabalhos
sao o que hoje chamamos de Equacoes de Euler e Equacoes
de Navier-Stokes, esta, objeto de estudo deste trabalho.

As equagdes de Navier-Stokes descrevem o movi-
mento de um fluido homogéneo, sujeito a um campo
de forgas externos, e sdo deduzidas a partir da 2% Lei
de Newton, do Principio de Conservacdo da Massa e
de Momento Linear, como pode ser visto em Melo e
Neto (1991), Chorin e Marsden (1990), Fox e McDonald
(1988) e Kreiss e Lorenz (1989). Sua importancia ndo
atinge apenas a Matemaética, mas campos como Fisica,
Dinamica dos Fluidos, Meteorologia, e, mais especificos,
Dinamica dos Oceanos, Geofisica, Mecanica dos Sélidos
e Fisiologia, entre outros.

Apesar de muito usada, quando falamos em existén-
cia de solucdes classicas em IR® x [0, ), este ainda é um
problema em aberto da Matematica, conhecido por ser
um dos Millenium Problems do Clay Mathematical Institute,
que premia 1 milhdo de délares a quem resolvé-lo. O
trabalho da matematica russa Olga Ladyzhenskaya foi o
primeiro que provou de maneira rigorosa a convergéncia
de um método de diferencas finitas para as equagdes de
Navier-Sokes. Hoje em dia, sdo conhecidos resultados
de existéncia e unicidade para solugdo fraca em espacos
de Sobolev, como pode ser encontrado em Lions (1969) e
Temam (1984), os quais usam o método de Galerkin. Re-
centemente, em janeiro de 2014, o matematico cazdque
Muchtarbai Otelbajew publicou um artigo afirmando ter
encontrado solugdo cldssica para as equagdes de Navier-
Stokes. Tal trabalho ainda estd em andlise pela comissdo
examinadora do Clay Mathematical Institute.

A forma vetorial das equagdes de Navier-Stokes é
dadas por

{ u+u-Vu—puAu+Vp=f,

P or volta dos séculos XVIII e XIX, os matematicos

em QX (0,00)

divu =0, em Qx (0,00)

onde Q) é um dominio suave em IR®. O objetivo deste
trabalho é estudar o intervalo maximal de existéncia no
tempo de solugdo para o sistema acima em dominios
tridimensionais finos, isto é, quando uma dimensao
é pequena quando comparada as demais. Em outras
palavras, consideraremos um dominio do tipo Qe =
w x (0,€) C R?, sendo w C R? um domino regular e
0<e<l.

O estudo de solugdo global no tempo para domi-
nios finos foi iniciado por Raugel e Sell (1989), os quais

consideraram uma dilatacdo no dominio para encontrar
as equagdes de Navier-Stokes definidas em w x (0,1)
fixo. Diferentemente, o artigo de Temam e Ziane (1996),
nao usa a dilatagdo e sim, trabalha diretamente em Q).
Além disso, consideramos combinacdes entre condi¢oes
de fronteira, as quais influenciam fortemente no com-
portamento das solucdes.

Nosso trabalho estd estruturado em duas se¢des prin-
cipais; na primeira se¢do, deduzimos uma formulagao
matemadtica especifica para dominios finos, como as com-
binagdes entre as condi¢des de fronteira de Dirichlet,
periédica e livre, e a interferéncia dessas na defini¢do
dos espacos funcionais H e V. Outra importante ferra-
menta usada nesta segdo é o operador média integral
na direcdo fina, definido de acordo com a condicdo de
fronteira a ser utilizado. Por fim, apresentamos algumas
desigualdades classicas, como a de Poincaré, além de
outras essencialmente importantes.

Na segunda secdo, é feita uma formulacdo fraca para
as equagdes de Navier-Stokes, baseando-se no opera-
dor média integral, além de estimativas a priori para o
mesmo. Tais estimativas tornam-se uma importante fer-
ramenta para os resultados acerca do intervalo maximal
de existéncia de solugdo no tempo, estes dependendo
da condic¢do de fronteira considerada.

2 Introducgao ao estudo em dominios
finos

No desenvolver deste trabalho, usamos notacdes e
resultados usuais no estudo de equagdes diferenciais
parciais e em andlise funcional, baseando-se principal-
mente em Evans (2010), Adams e Fournier (2003), Brezis
(1983) e Rudin (1986). No que segue, () é um aberto
limitado do R3 e LP(Q), 1 < p < oo, é 0 espago das
fungdes mensuréveis g : (3 — R tais que

1/p
‘g|LP(Q) = (/Q | g(x) |V dx) < oo,

e H'(Q) é o espago de Sobolev no qual todas as deri-
vadas parciais de primeira ordem, com relacédo a todas
variaveis, pertencem a L2(Q).

Considera-se também os espagos funcionais:

1. A={ueCr(Q),divu =0};

2. H é o fecho de A em L?(()¢), munido da norma

) 1/2
o= ([ 10 dx)

3. V é o fecho de A em H}(Q¢), munido da norma

1/2
il = 1Vl = ([ 19 ar)
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Os produtos internos de H e V sdo denotados por (-, ),
e ((-,+))., respectivamente. A férmula trilinear b, é dada

por

3 90
be(u,v,w) = (u-Vo,w)e = Z / uia—j'wj dx,
ij=170c 0%

onde u,v,w € H 1(0) Ainda, faz-se o uso do Operador
de Stokes:

Definigio 2.1. Seja P : L2(Q¢) — He o0 operador projegio.
Define-se o operador de Stokes, denotado por Ae, por

Ae:VeNH?*(Q.)CH — H
u — Acu= —P(Au)

Bastante utilizado sdo as poténcias do Operador de
Stokes, em particular, A2, Quando usamos esta po-
téncia, o dominio do operador coincide com V, ou seja,
D(A¢) = V. Sendo assim, se u € V, entdo

[ull = |AL2u]

Para mais detalhes sobre este operador, veja Foias et al.
(2002).

Seja Q)¢ um dominio fino, isto é, Qe = w x (0,¢€),
onde 0 < € < 1 e w C RR? é suave. O objetivo deste
trabalho é estudar o intervalo maximal de existéncia de
solugdes u(x, t) no tempo do sistema

ur+u-Vu—puAu+Vp =f,
divu =0,
u(x,0) = up(x),

em Q¢ x (0,00)
em Q¢ x (0,00)
em x € Q)

onde

1) u(x,t) = (uq(x,t),uz(x,t),us(x,t)) é o campo de
velocidades no ponto x = (x1, xp, x3) e no instante
£

(i) p: Qe x (0,T) » R, T >0, é a pressao;

(iii) p > 0 é a viscosidade do sistema e;

(iv) uo(x) = (u}(x),u3(x),u3(x)) é a velocidade inicial

dada.

Neste trabalho, supde-se que
upe HouV e f e L*(0,+0,H)

Para isso, serdo necessdrias algumas definigdes inici-
ais com relagdo a fronteira de ()¢ e aos espacgos V e H,
0s quais serdo definidos de acordo com a condic¢do de
fronteira em questao.

2.1 Condig¢oes de Fronteira

No que segue, a fronteira dQ)e de ) serd denotada
por 0Q)e =TI UT, UT, onde

I'=wx{e}, Ty=wx{0}, e T} =0w x (0,¢).

Para a formulagdo do problema, faz-se algumas com-

binagdes entre certas condi¢gdes para d()¢, a saber, as

condi¢des de Dirichlet, periédica e de fronteira livre.
Mais precisamente, as combinagdes usadas sdo:

1. A condigdo de fronteira livre em I'; UT, e periddica
em I';, denotada por (FP). Considera-se, neste caso,
w = (0,11) X (0,12), ll,lz >0,
aul 8u2

= 0 —_—=
"3 ¢ 8x3 8x3

=0 em I“tUI’b,

e u; é periddica nas dire¢des x;1 e x com periodo
I e I, respectivamente, para i = 1,2,3. Além disso,

/ué(x)dX=/Q filx,t) dx =0, j=1.2.

2. A condigado de fronteira livre em d()., denotada
por (FF). Neste caso, se n é o vetor normal apon-
tado para fora de dQ), entdo

u-n=0, rotu xn=0 em 9Q).

A primeira relagdo acima indica que a velocidade
é sempre perpendicular ao vetor normal, isto §,
acompanha a superficie da fronteira.

3. A condic¢do de Dirichlet em 9}, denotada por
(DD), ou seja,

u(x,t) =0 em 0Qk.

4. A condigdo de Dirichlet em I'; UT, e periddica em
I';, denotada por (DP). Neste caso,

u(x,t) =0 em T;UT,

e u é periddica em I';. Além disso,
3
udx:/ x,t) dx =0.
/Qe 0 O f3( )

Observe que os espagos H e V sdo influenciados
por estas condi¢des de fronteiras. Sendo assim, quando
ndo houver diferenga nas demonstraces, utilizaremos a
notagdo para estes espacgos por H, e V.

2.2 Os operadores M, e N,

Seja ¢ € L?(Q) uma funcao escalar. O operador
média integral na direcdo fina é definido por:

Me:L2(Qe) — L2(Q)
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4) — M€¢ = %/OE 4)(3(1,)(2,5) ds. (1)

Note que apesar de ¢ ser uma funcédo de trés varidveis,
M, possui apenas duas, a saber, x; e xp, visto que a
integral em (1) depende apenas da terceira componente
de ¢. Define-se, também, o operador N, por

Ne¢(x1,x2,x3) = ¢p(x1,x2,X3) — Mep(x1, X2).

Portanto,
Ne + Me = ILZ(Qe)'

O operador M, é definido para fungdes u = (u1,up, u3) €

L2(Q), isto é,
M :L2(Qe) — L2(Q)
u — Mecu = (Mcuy, Meun, Meus)
Dependendo da condicdo de fronteira, define-se:
(i) Para (FF) e (FP), Mcu = (Meuq, M, 0).
(ii) Para (DD) e (DP), Mcu = 0.
Analogamente, define-se o operador N. por Neu =
u — Mcu, ou seja, Ne + M = Ii2(0,)-
Um fato interessante sobre os operadores definidos
acima é que todos sdo projegdes, isto é,
M2 = M, N> = N, M2 = M., N? = N..
De fato, seja ¢ € L2(Q¢). Entdo,

M2(§) = (Me o Me)(¢) = Me(Mep).

Assim,

Me(Me¢) = /O.e %Mefp(xl/xZ) dX3

_ Meg(x1, x2) /E i
€ o

= Mec¢(x1,x2).

Para N, tem-se

NZ(9) = Ne(Neg) = Ne(¢ — Mcg)

= Ne¢p — Ne(Meop)

= ¢ — Mep — (Mep — Me(Mep))

= ¢—Mcp— (Mep — Me9p)

= Gb - Mefp = Ne4>,

com ¢ € L?(Q). Analogamente mostra-se para M e N.
Além disso, € pertinente observar que, independente da
condigdo de fronteira, cada componente de Nu satisfaz
uma das seguintes situacdes:

Neuj =0em I'+UI}, ou
€
/ Netj dx3 =0, para j=123. 2)
0

O seguinte resultado retine algumas propriedades
para os operadores M, N, M., N, as quais serdo tteis
na demonstra¢do do lema 2.1.

Proposicao 2.1. Vale que:
(i) Me é a projecdo ortogonal de L?(Q) em L?(w).
(ii) MeNe = 0e MeNe = 0.
(iii) McV' =V Me, NV’ = V'Ne.

(iv) Se ¢ € HN(Qe) entdo Mep € H¥(w) e Ne¢p €
HY(Q,), Yk >0.

(v) A condigio de fronteira para M em dw é a mesma de
u € L2(Qc) em dw x (0,€).

(vi) Os operadores M e N sio auto-adjuntos.

Demonstracao:
(i) Dado ¢ € L?(Q) tem-se, para todo 0 € L?(w),

(0= Meg. Oy = [ [p— Melo dx
- /Q€¢G—M€q>9dx
- 0 dx — / M dx (3
L, 90dx— [ Mgt dx(3)
Resolvendo a primeira integral de (3), obtém-se

[ podx = /w 6(Mcop) dx. @

Da segunda integral de (3),

/Q Mephdx = ¢ /w 8(M.g) dx. 5)

Comparando (4) e (5), segue que
(¢ — Me¢,0)12(00,) =0,
ou seja, M é a projegio ortogonal de L2(Q)) em L?(w).
(ii) Tem-se, para ¢ € L?(Q),

MeNe = Me(Ne(P)

= Me(‘P - ME‘P)
= Mep — Mc(Mcop)
— Mg — Mcgp = 0.

Para McN, a demonstragio é analoga.
(iii) Seja ¢ € L2(Q¢). Entdo,
MN' = M(V'¢)

(e (55) 4 (5) )
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, pode-se in-
verter a integracdo pela derivagdo em cada coordenada
do tdltimo vetor da expressdo acima. Assim,

(e (55) 0 (52) )

0 0
<ax1M€¢/ aiszE(Pr 0)

Logo, Mc(V'¢)

V' Megp

= V'Mc¢. Para N.V', tem-se

N9)g) = (Vo) =N (52,52 0)

_ d¢ ¢
UEEN
_ d¢ dp \ 9¢ ¢
- (a‘M(a)a‘M(a)°>

Novamente, pelo Teorema da Convergéncia dominada,

d¢ dp \ I¢ Jp _
d J
(et gghen0) =
V' Neg.

Logo, Ne(V'¢) = V'Neo.

(iv) Seja ¢ € H¥(Q). Para k = 0, tem-se

/|M€4>(x1,x2)\2 dxidx, =
w

2

/w l/e()b(xl,xz,s) ds dxldxz. (6)

€.Jo

Mas, pela Desigualdade de Holder, para p = g =2,

[oras< ([ 1ds)m ([ 1o ds)m

Logo,
€ 2 € 2
</0 9| ds> < e/o | ds. @)
De (6) e (7), obtem-se

/w %/0647 ds ’
LG ds)Z i1,
L2 (e [ 10 as) anes =

ell9llf2(,) -

o) < €llollfzq,)- Como ¢ € H¥(Qe),
é finito e portanto Mc¢ € H (w).

dx1dxy

IN

IN

Assim, || Me@|[7(
2
segue que || Me¢|[12(,

Além disso, ja que Mc¢ € HX(w) e ¢ € HF(Q), segue
que Ne¢p = ¢ — Mep € H¥(Q).

(v) Suponha que u satisfaz (DD). Entdo, u = 0 em
[}, isto é, u; =0parai=1,2,3 em ow x (0,€). Assim,
como Mcu = (Meuy, Metiy, Meus), tem-se que Meu; = 0
parai=1,2,3, ou seja, M.u =0 em dw.

Se u satisfaz (FP), u é periddica nas dire¢des x1 e xp
com periodo /1,1, > 0, ou seja, para todo i = 1,2, 3, tem-
se uz-(xl + 11, xp + Iy, X3) = ui(xl, X, X3). Assim, para
todoi=1,2,3,

Meui(x1+1,x0+ 1) =

1 €
7/ ui(x1+l,x+10,s)ds =
€ J0

1 €
E/O ui(xl/XZIS) ds = Meui(x1, x2)/

isto 6, Mou é periddica nas dire¢des x1 e x».
A condigédo (FF) implica que u -n =0 erot(u x n) =
0 em 0Q2. Logo,

Mgu(X],xZ) - (Meul/M€u2/M€u3) =
Lo 11
(/ ulds,f/ uzds,f/ ugds) =
€.Jo €.Jo € J0
1 €
7/ (ulluZI M3) ds.
€.Jo

Assim,
- 1 €
Meu-n = f/ (u1,up,u3) -nds=0.
€.Jo
Além disso, (Meu) x n = Me(u X n) e

rot (Mc(u X n))
M, (rot(u x n)) =0,

rot (Meu) xn) =

quando (x1,x2) € dw e x3 € (0,€).
Portanto, Mcu satisfaz (FF).
(vi) Sejam u, v € IL.2(Q)). Entéo,

(Meu,v), = / (Meu) v dx
= / / v dxydxydxs
0 Jw
= / el [ v da@} dxidxy
w
1 € €
- / { u ds v dxg,] dx1dxy
w e
— / [/ u ds} Mo dxqdx;
w 0
= /Qg u (Mev) dx = (u, Mcv),..
Ainda,
(Neu, v), = (u— M_u, v).
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= (u,0), — (Meu,v),
= (u,0).— (u,Mcv),
= (w,0— M), = (u,Nev),
[ |

Os resultados do lema a seguir independem da condi-
¢do de fronteira escolhida e por isso estas serdo omitidas.

Lema 2.1. Sejam u,v € H'(Q¢). Entdo:
(i) / VNeu - VMeo dx = 0
Qe
.. 2 ~ 2 - 2 ~ 2
(ii) |u|Z zz‘Meu‘E—l— |Neu|. e |u|[2 = ||Meul| +
|| Neul|;
(iii) Se v € V. entdo Mcv € V. e Nev € Ve

(iv) be(u,u, Mev) = be(Meu, Mcu, Mcv)
+ be(Neu, Neu, Mcv) e
be(u,u, Nev) = be(Neu, Meu, Nev)
+ be(Meu, Neu, Nev) + be(Neu, Neu, Nev),
onde u,v € V.

(v) Paratodo u € D(Ae), tem-se

AN.u = N:Au e AMou = MoAu

Demonstracao:
(i) Sejam u, v € H(Q). Tem-se

/Q VNeu - VMo dx =

/Q (VNeu1 VMeoy + VNetaVMevs  +
+ VN€M3VM503) dx
Note que a expressdo acima é igual a

aNeul E)Mev]

/e (V Neuq -V Mgvp + s 913 +
V' Netty - V' Movy + ONetz IMe0
ax3 8x3

+ V'Neus -V Meos +
aNeug aMgU:J,
. dx. (8)

Como M,v; ndo dependem de x3, pois N.u; depende de

eUi

d . .
X3, segue que =0, parai =1,2,3 e, além disso,

pela propriedade (iii) da proposicao anterior, V' Neu; -
V' Mev; = NeV'u; - McV'v;, i =1,2,3. Logo, (8) é igual
a

/Q (Nevlul MV'0; + NeV'tg - McV'vy  +

NV s - Mev’v3) dx. )

Observe que o conjunto

A= {1 /(]€<p(x1,x2,s) ds, ¢ € Lz(Qe)} C 12(w)

€
é fechado. De fato, tomando uma sequéncia de fung¢des
(¢pn) C A tal que ¢, — ¢, onde ¢ € L?(w), basta esco-
1
lher 6(x1,x2,x3) € L?(Q¢) de modo que ¢ = - INCEE

e assim ¢ € A. Portanto, pela propriedade (i) da
proposicdo anterior, pode-se decompor L?(Q)¢) como
a soma direta de Me (L2(Q¢)) e Ne (L?(Q)) da mesma
maneira que IL?(Q)¢) é soma direta de M (L?(Q)) e
Ne (L*(Qe)). Logo,

/ NeV'u; - MeV'v; dx = 0,
Qe
para todo i = 1,2,3 e a integral em (9) é nula, ou seja,

/Q VNeu - VMo dx = 0. (10)

(ii) No item anterior, foi provado que o conjunto A é
fechado e portanto, pode-se escrever u € IL?(Q) como
a soma dos vetores ortogonais Meu e Neu. Assim,

= [ P dr= || (Few - New) [ dx
-/ | (Wten + New) - (Wteu + New)| d
= |Z\7Ieu|§ + |Neu|§ +2/Qe Meu - Nou dx.
= 0 pois McuLNu
Logo,

juf? = | Wleu]; + |Neu| .

Além disso, vale que

Wl = [ VP dx= [V (¥a+ N dx
= [ V(e + Rew) -V (#e + Nea)| dx
= || Weu| 7 + || Neul[? +
+ 2 /Q (VMeu - VNu) dx.
= 0 por (10)
Logo,

a2 = | ¥tea| 2 + || New] |

(iii) Seja v € V.. Entdo, para qualquer condicdo de
fronteira considerada, v € H!(Q,). Pelo item (iv) da
proposigao anterior, conclui-se que Mcv € H' (w). Mas,

| ¥e0] 320 :/Qe;mevm,xw)‘z dx =
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Logo, como Mcv € H!(w), tem-se que || Mcov ||i2(w) é
finita e portanto Mcv € 1.2(Q¢). Analogamente, para
a 3y _
—M.v,i=1,2,3, sendo que WMEU = 0. Além disso,
3

axi

pelo item (v) da proposicdo anterior, Mcv satisfaz a

€ ~

/0/W‘Mgv(xl,xz,xe,ﬂ2 dxqdxydxs.
€ 12

/0 |[Me| [z, dxs

- 2 €
W]z, [ dxa

-2
€ [|Mev| 2y -

mesma condicdo de fronteira de v.

Para concluir que M¢v € V, resta verificar se divMev =
0. De fato, para as condi¢des (DD) e (DP), como Mo =0,
segue que divMv = 0. Para as demais condicdes, tem-

se que divo = 0, isto ¢,

8271 802 803

leU = aixl =+ aixz E = 0
Assim,
€
= 1/ divo dxs
1 €9 Jdv
< Ul 3+/ d3+/ 3dJC3)
e \Jo ox;

d 1 € 01 003
EE/O vldxs+%£/0 Z)ZdXS+./() Ed?@,,
isto é,

d d € 903
Tleevl'i‘afszezQ = - 0 Tdex&

Mas, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

(11)

1 1
*Us(xbxz/ €)— EUS(xLXZIO) =0,

pois, para (FP), vz(x1,x2,€) = v3(x1,x2,0) = 0, para

(PP), tomando € como periodo, v3(x1, x2,€) = v3(x1, x2,0)

e, para (FF), como Mcv = (Mev1, Me0,,0), tem-se que

1
Mcvz =0, ou seja, c J v3 dx3 = 0. Isto implica que
0

8x3e 0 2T e

€

Portanto, de (11),

e, ja que

8x3

d 0
aixl 7M5'02

M

€ v
8x3

:0,

X3.

M_cvs = 0 pois Mcv3 ndo depende de x3,

divM.v = 0,

isto é, M.v € V.. Além disso, N.v € V, pois Nov =
v—Movev,MoeV,.

(iv) Sejam u,v € V.. Tem-se que

be(u,u, Mcv) = be (Meu + Neu, Meu + Neu, Mev)
= be (Meut, Mett, Mcv) + be (Meu, New, Mev)
4+ be (New, Meu, Mev) + be (Neu, Neu, Mev) .

Note que be (Neu, Meu, Mcv) = 0, pois

be (Neu, Meu, Mcv) = Z /Q New;——2

‘dX1dX2. (12)

oMcu
/ (/ Neu; dx3>
1

Mas, pela propriedade (ii) da proposigdo anterior,

ij=1

€ 1 €
/ Neu; dxs = eg/ Neu; dxs €Me (Neu;)
0 0

= €(MeoNe) (u;)

7

ou seja, a integral em (12) é nula. Além disso,
be (Meu, Neu, Mcv) =0
e, portanto,
be(u, 1, Mcv) = be (Meut, Meut, Mev) + be (Neu, New, Mev) .
Analogamente, vale que

be(u,u, Nev) = be (Meu, Meut, Nev) + be (New, Meut, Nev)
4+ be (Meut, Neu, Nev) + be (Neu, Neu, Nev) .

Mas be (Meu, Meu, Nev) = 0, ja que

be (Meu, Meu, Nev) 2/ Meu, Nev] dx =
i,j=1

oM,
Z/ (/ Nev; dx3> Meu;——— E) dxldxz = 0.
1

ij=1 —_——
=0
Logo,
be(u,u,Nev) = be (Neu, Meu, Nev) + be (Meu, Neu, Nev)

4+ be (New, Neu, Nev) .

(v) Para as condicées de fronteira (DP) ou (DD), tem-
se Mcu = 0, para u € D(A¢). Neste caso,

AM.u =0,
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MeAu = Mc (Auq, Auy, Auz) =0,

visto que, como u € D(A¢ ) entdo u € H?(Q) e assim
Au € IL?(Q). Portanto, AMeu = MeAu. Ainda, tem-se
que Nett = u— Meu = u—0 = u, isto é, AN.u = Au.
Por outro lado,

NeAu = Au— McAu = Au—0 = Au.
Logo, ANcu = NeAu.
Para as condic¢oes de fronteira (FP), (FF), sejam v €
Cy(w) x CF(w) e u € D(Ae). Como
Meu = (Meull Meuo, 0) ’
tem-se

/A(Meu)‘vdxldxz =
w

/ (AlMgul,A,Mguz,O) < (v1,02,0) dx1dxy =
w
2 !
2/ A Meu;v; dxqdx;.
w
Usando a féormula de Green, entdo

2
Z/ AMeuivi dxldxz =
w

2

_ Z/ V' (Mew;)
i=1'w
Z/awvla Meu; dS =

2
- Z/ \% (Meui) -V 0; dxlde,
i w

. V/vl- dxidxy +

pois v = 0 em dw e n é a normal de dw. Assim, pela
propriedade (iii) da proposi¢do anterior,

2
- 2/ V/(Meui)~V/vi dxlde =
i=17%
2 ~ ! !
- Z/ WMe(V'u)) - V'o; dxydy =

YA

dx3> -V/Ul‘ dxidx, =

\

Vu;-Vo; dx. (13)

-z,

Novamente, pela férmula de Green,

12
—72/ Vu;-Vojdx =
€is1/Q

8”1 ds. (14)

72/ v;Au; x—fZ/

Note que

du;
/ an ds

/vzaldSJr/ a”st
ou;
+ /rb Sk ds. (15)

A segunda integral depois da igualdade de (15) é
nula, pois se x € I}, entdo (x1,x2) € dw e vj(x1,x2) =0,
ja que v; € C{’(w). Agora, quando x € Tt ou x € I},
tem-se que n = +e3 = (0,0,1) e assim

Qi _ owj O 0w
on  Jx3 on  0x3

du:
e, de acordo com a condicdo (FP), deve-se ter au =0
x3

parai=1,2.
Ja para a condigdo de fronteira (FF), observa-se que

roty — (43 _ Q2 du  duz dup  duy
© aX2 aX3’ 8x3 ale ax1 axz

en=(0,0,1) em I'; e T}, logo,

du; duz OJup  duj
t :0:> 7—7/7—7,0 :0,
rotuxn <8X3 aXZ aX3 axz
ou seja,
o s _ o, Oy Juz _
aJC3 axz - aJC3 axz -
d
Mas u-n = 0 em I'y e I}, isto é, us :0ea—z3 = 0.
2
Assim,
dur _ Jup _
BX3 - aX3 o

Como o somatério em (13) s6 compreende i = 1,2,
segue que a primeira e a terceira integral depois da
igualdade de (15) sdo nulas e portanto

du; _
/me St dS = 0.

Substituindo em (14), tem-se

1 1
_EZ/Q Vu; Vv, dx = 22/()EviAuidx =

Z//leuldx—ilil/ (/)eAui) dx =

N

/ viMoAu; dxjdx, =
1 w

i=
/(”01,02) . (MeAul,MeAuz) dxldxz =
w

Me (A u)




31 Minuzzi e Lukaszczyk: Solugao para equacao de Navier-stokes em dominios tridimensionais finos

= /(UME(Au) v dxqdx,.
Conclui-se que
/w A(Meu) - v dxidxy = L}ME(AM) -0 dx1dxo,
ou seja,
[ (F1e(80) = A(N)) - dydzz = 0

Assim, M¢(Au) = A(Meu) g.s. em w. Além disso,
Au = AMcu + ANeu = Me(Au) + ANeu.
Mas por outro lado,
Ne(Au) = Au— Me(Au) = Au = Me(Au) + Ne(Au).
Portanto, Ne(Au) = ANeu.
]

Além destes resultados, os operadores M, e N, tam-
bém comutam-se com o operador de Stokes A, isto
é,

AcMeu = McAcu e AcNeu = NoAcu,
onde u € D(A¢). Para as condicoes (FF) e (FP), ainda
temos o seguinte resultado:

Lema 2.2. Se u € D(A¢) satisfaz (FF) e (FP), entdo

be (Meut, Meu, Ac(Meu,)) =0

2.3 Desigualdades Fundamentais em Domi-
nios Finos

Nesta secdo, serdo enunciados resultados para desi-
gualdades classicas em dominios finos. Tal ferramenta
torna-se importante para conhecer a exata dependéncia
das constantes que aparecem em desigualdades do tipo
Sobolev com relagdo a espessura do dominio. Algumas
serdo apenas enunciadas, pelo fato de suas demonstra-
¢Oes serem extensas e fugirem do escopo principal deste
trabalho.

A primeira desigualdade aqui enunciada é a de Poin-
caré, cuja demonstracdo pode ser encontrada em Temam
e Ziane (1996).

Proposigdo 2.2 (Desigualdade de Poincaré). Seja u €
H'(Q) satisfazendo:

u=0-em I't UL, (16)
foe u(xy,x9,x3) dxz =0 g.s. em w.
Entdo,
ou
< el
ule <e|ge|

Vale notar que a desigualdade acima vale para qual-
quer condi¢do de fronteira a ser considerada. Como
visto no lema (2.1), se u € V entdo Neu € V. e portanto,
tem-se o seguinte resultado.

Corolario 2.1. Para qualquer u € Ve, vale que

oN.u
BX3

N, < |

Corolario 2.2. Sob as mesmas hipéteses da proposicio 2.2,
tem-se

ule < elVule.

Demonstragio: De fato, basta notar que

Jdu ou |?
< | = -
|Ll|€ = € dxs ¢ dx3 e
A T TR
- dxq e dxp € dx3 €
= €|Vul,.

Corolario 2.3. Sob as mesmas hipdteses da proposicio 2.2,
tem-se

lulle < elAeul,

le

Demonstragao: Da defini¢do do operador de Stokes,
A é definido positivo, isto é, vale

2
(Aeu,u)e = [ullc > 0.

Mas, pela desigualdade de Holder, tomando p = q = 2,
tem-se

(Aeu,u), < |Aeul, |ul,.
Logo,
2

ulle < [Aeulg |ul,-

Usando o corolario anterior,
2
Hulle S |A€M|€€|VM|€ = €|A€M|€||MHE.

Portanto,

||u||e S 6‘A5u|€.

Uma outra desigualdade importante é a de Agmon, a
qual sera apresentada aqui na sua forma especifica para
dominios finos. A demonstra¢do pode ser encontrada
em Temam e Ziane (1996).
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Corolario 2.4 (Desigualdade Anisotrépica de Agmon
para Dominios Finos). Existe uma constante positiva co(w),
que ndo depende de €, tal que, para toda u € H?(Qe),

%u 1] 0u
Ul < colw)|u 1/4 . - — =
| |L (Qe) = ol )| |e ( ax% . € |9x3 12(00)
1 1/4 2 2 azu
+ = ulz o, ) :
€2 (Qe) 111 =1 axiax]- R

+

ox

’au
j

1/4
+|u|€> :
€

Corolario 2.5. Suponha que u € D(A¢). Entio, para qual-
quer condigdo de fronteira, vale

azNeuj

axl‘BX3

aNeu]'
axi

, para i,j =1,2,3.(17)

€ €

Demonstracido: Observe que, para i = 1,2, devido a
(2), tem-se
aNeuj

axi

€ dNu
axi

I dJC3 =0,

=0em I;UT, e /
0
. . aNeu' .
com j = 1,2,3. Sendo assim, le satisfaz (16). Logo,
pela Desigualdade de Poincaré,

82N€Ll]'
axiaxg

aNeu]-
axi

€ €

Agora, para a dimenséo espacial x3, deve-se ter um
pouco mais de cuidado, visto que nado é possivel passar
a derivada com relagdo a x3 para dentro da integral em
(2). Portanto, usando integragdo por partes em x3, temos

92Neu;

N i p / <8N€M]‘>2 ]
Ui——==>dx = — X.
o ox3 .\ 0x3
Assim,
ONu;\ 2 92Neu;
/ 7 dx = - Neuj 7 dx
e ax3 Qe ax%
azNeuj
< / | Nej| 5| dx
Qe ax3
92Neut;
S |N€uj|L2 !
(Qe) 2
9% |12
ON.u; | 92N u;
‘ < |New| | =57
ox3 |, ox3
ON.u: | |92Nou;
lo Corol. 2.1) < ] L
pelo Corol. (2.1) < ‘ 9% ) ax%
ou seja,
2
8x3 € ax3 .

Combinando os coroldrios 2.1 e 2.4, resulta o que
segue.

Coroldrio 2.6. Existe uma constante positiva cy(w), que nio
depende de ¢, tal que, para toda u € D(A¢),
) 3/4
€

Coroldrio 2.7. Existe uma constante positiva cg, indepen-
dente de €, tal que

oN.u
axiax]-

3
Nt < o) [Nl £
ij=

o2 <12
[Nett[ 160y < €0 || Neul [

A partir do coroldrio acima e da proposigdo 2.2,
obtem-se o seguinte lema.

Lema 2.3. Para 2 < q < 6, existe uma constante positiva
c(q), independente de € tal que, para todo u € Vg,

- 6—q -
Neulfgq,, < c(@e® |[Neul|?

Teorema 2.1. Sob qualquer uma das condicdes de fronteira
consideradas, existe uma constante c, independente de €, tal
que, para todo u € D(Ae),

3 9%u

Aeul?.
axiaxj C| €u|€

=1 e

Por fim, o préximo resultado esta relacionado com
desigualdades para a forma trilinear be.

. 1 . L
Lema 2.4. Seja 0 < g < 5 Existe uma constante positiva

c4(q), que nio depende de €, tal que, para qualquer condigio
de fronteira considerada, tem-se

(i) |be (Meu, New,w)| < c4e ||Meul|, |AcNeu|, |w,,
Vue€ D(Ae) ew € L2(Q).

(ii) |be (Neu, Meu, w)| < cse'/? || Meul | |AeNeu|, |wl,,
Yu e D(Ae) ew € L2(Qe).

(iii) |be (New, New,w)| < cy ||Neu| |2

< el [, 4R, ],
Vu € D(Ae) ew € L2(Qe).

1/2
€

| AeNeu| " [w],

A demonstragdo do lema acima pode ser encontrado
em Temam e Ziane (1996).

3 Solug¢ao Fraca em Dominios Finos

Com relacdo a existéncia de solugdo das equacdes de
Navier-Stokes em dominios gerais, o seguinte resultado
é conhecido em diversas bibliografias, tais como Temam
(Temam (1984), Temam (1995)) e Lions (Lions (1969)).
Ambos usam o método de Galerkin para encontrar so-
lugdo fraca em espacos de Sobolev. Mais precisamente,
tem-se
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Teorema 3.1. Sejam ug € He f € L?>(0, T, V). Entdo existe
u e L2(0,T,V)NL®(0,T,H)

para todo T > 0, solugio das equagdes de Navier-Stokes. Se
ug € V entio existe T = T(Q), u, up, f) > 0 tal que

u € L2(0,T,D(A:))NL®(0,T, V)
é a vinica solugio das equagdes de Navier-Stokes.

No que segue, a solu¢do tnica dada pelo teorema
acima é chamada de solugéo forte.

3.1 Estimativas para M, e N,

As desigualdades apresentadas na tltima se¢do mo-
tivam algumas estimativas a priori para os operadores
M. e Ng, as quais formam o principal mecanismo para
o estudo do tempo maximo de existéncia das solugdes.
Primeiramente, a partir das equac¢des de Navier-Stokes,
faz-se a formulagdo fraca para M, e N.

Antes de demonstrar a formulacdo fraca, observe
que como (1, v)p(p1/2) = (AY?u, AY?v)),, segue que

((Al/zMeu, Ag/ZMev)) _

€

(Mgu, MEU)D(Ag/z)
= (VMeu, VM), .

Note que faz sentido tomar o produto interno com re-
lagio a Mcu e Mo, pois, como u,v € D(AY?) =V,
tem-se pelo lema 2.1 que Meu, Mev € V.

Proposicio 3.1 (Formulagio fraca para M. e N¢ ). Sejam
v € Veeu € He. Entdo,

Lod o, - ~ - -
(i) T (Meu, Mev) _ + (A}C/zMeu, Aé/zMev)e

+ be (Meu, Mcu, Mcv)

+ be (Neu, Neu, MeU) - (Mef, Mev)e,

o d - - ~ -
(ii) 7 (New, Nev) .+ (Ai/zNeu, Aé/zNev>e
+be (Meu, Neut, Nev) + be (Neu, Meu, Nev)
+ be (New, Neu, Nev) = (Nef, Nev) ..

Demonstragdo: Considere a forma vetorial das equa-
¢Oes de Navier-Stokes,

ur+u-Vu—uAu+Vp = f.

Aplicando o operador M, em cada componente da equa-
¢do acima, tem-se

Meut + Mc(u - Vu) — uMeAu + McVp = Mcf.  (18)

Observe que Mcuy = (Meu), e uMcAu = pA (Meu).
Ainda,

-~ (dp dp OIp

M. (axl/ E’ 8963)

(e (55) e (3 ) e (53))

M:Vp

0 J 0
= E (Mep), 872 (Mep), 873 (Mep)
=0
= V/Mep.

Multiplicando (18) por Mcv e integrando em Q, tem-se
((Met),, Meo), +  (Me(u- V), Meo),
— 4 (AMeu, Mcv),
+ (V Mep, Mev)e

= (Mcf, Mcv),. (19)
Agora, note que
d , - ~ . -
& (Mo, Wieo), = ((View),, Fiev),

b (Few, (Fev),),

e, como v € Ve, ndo depende de t, donde (Mcu, (M) )=
0. Logo,

& (Wteu, ¥1e0), = ((Whew), ¥iev) . (20)

Como M, é auto-adjunto e M2 = M, segue que
(Me(u - Vu), Mev), = (u-Vu, Me (Mev)),
= (u-Vu, M),
be (1,1, Mev)

Usando o item (iv) do lema 2.1,
(Me(u - Vu),Mev)e = be(Mcu, Mcu, Mc0)
+  be(Neu, Neu, Mev). (21)
Ainda,
— p (AMeu, Mev), = p (VMeu, VMev), =
M (Ag/ 2N, AY 2M€v)e. (22)
Além disso,
(V’Mep, Mev) =0 (23)
€

Substituindo (20), (21), (22) e (23) em (19), obtem-se
a seguinte formulagéo fraca para M,
d

T (Meu, Mev) . + p (Ag/zmgu,Ag/zMw)e +
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be (Meu, Mcu, Mev) + be (New, New, Mev) =
(Mcf, Mcv)...

Para o operador Ne, procede-se analogamente, apli-
cando N a forma vetorial das equagdes de Navier-
Stokes, multiplicando por Nev e integrando em Q.
Deste modo, ao aplicar o item (iv) do lema 2.1, tem-
se que

(Ne (- Vu) ,Nev)e

+
+  be(Neu, Neu, Nev).

Assim, conclui-se a formulagédo fraca para o operador
N, dada por

d _ _
T (New, Nev) . + p (Aé/zNgu,Al/zNev)€ +

be (Meu, Neu, Nev) + be (Neu, Meu, Nev)  +
be (Neu, Neu, Nev) = (Nef, Nev) ..

Para facilitar as expressdes calculadas nas estimati-
vas, utiliza-se, no que segue, as seguintes notagdes:

(i) ao(e) = | AL Meug

7

(ii) bo(e ’A /2Reto| ;

(ifi) a(

(iv) B(e

v) R%(e) = 03(6) +b5(e) +a*(e) + p(e)-

Observe que, de acordo com (ii) do lema 2.1,

2
2 _ 1/2
wlpam = A,

- 2 . 2
= | MeAluo| +|NeAl 2up|

- 2 . 2
= |AY2Wteuo| + | AV Neuo|
€ €

= age) +bi(e),

f12 = |Mef|2 + [Nef|2 =

ou seja,

2(e) + B*(e),

2
R3(e) = | AL o[ +|f12. 4)

Agora, dado ¢ > 1, como consequéncia do teorema
3.1, tem-se que existe T7(e) > 0 tal que, para todo
te0,T9(e)),

[al2ue)|” < o3 (o). (25)

€

Aqui, [0,T(€)) é o intervalo méximo onde a desigual-
dade acima corresponde. Vale notar que se T? (€) < oo,
entédo

a2 (@)

€

= oR3(e). (26)

Com efeito, caso ndo valesse a igualdade, teria uma
contradigdo com o fato de T7(e) ser o tempo maximo.

Apresentamos agora dois lemas com as estimativas
para os operadores N e M., fundamentais para prova
dos teoremas de existéncia. O resultado a seguir inde-
pende da condigdo de fronteira considerada.

Lema 3.1 (Estimativas para Neu). Suponha que 0 < q < %

lim €27 <’Al/2 ‘ +|flZ > =0.

e—0

Entdo, existe €1 = €1(p) > 0 tal que para todo €, 0 <
€ < €, existem T? (¢) > 0 e uma constante positiva cs(p),
independente de €, de modo que parae, 0 < e < e1e0 <
t < T7(e), tem-se:

(i) ’A}/zNeu(t) 2 <

€

|i ds < Eb(%(e)

(ii) /O | AcKeu(s) ;

2
+ ﬁtﬁz(e);

(iii) / ‘Al/zNeu ‘ |AcNeu(s)|, ds <
es(w)e (B3(e) +€%2(e) ) (B3 (e) + 1B (e) ) -
Demonstracio: Da formulagio fraca para N, substi-
tuindo v por Acu, tem-se
d 1257 A1/2%
pr (Neu, NeAeu), + p (Ae Neu, A, NeAeu)e +
be (Meu, Neu, NeAeu) + be (Neu, Meu, NeAeu)  +
be (Ne, Neu, NeAcu) = (Nef, NeAeu), .

Observe que, pela comutatividade do operador de
Stokes com N,

(New, NeAeu), = (Neu, AcNeu), = ((New, Neu)).
€
= ’Aé/zﬂlgu ,
€
Logo,
d - - d -2
5 (New, NeAeu), = = ‘ AV2R ) 27)
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Mas

d - d -
(dtNeu N.A. u>€ + (Neu,dtNgAgu

d . - - d -
(dtNeu,NeAeu)E + (Ngu,theNeu) =
e )

Assim, de (27),

d . - 1d
(dtNeu’ N6A5u>€ = Zdt (Neu, NeAeu)
_ 1/2
- Zdt ‘A Neu
Também,

V(AgﬂNeu,Ag/zNeAeu)e _
i (A}/ 2Reu, AV 2A€N€u) _
I/l (AeNeu, AeNg”)e -

U |A€N€u|i.

[0}

Além disso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

(Nef, NeAeu)e - (Nef, AeNeu)e
< |K]ef|e|AeK]eu|€

&2 o 2, 1 a2

< CIRfP + o [ AcReuf?,

A ultima desigualdade acima vem de 2ab < a? + b?,

tomando a = 6 [Nef|_ e b =6""1|AcNeu

1 _p
um ntmero real. Escolhendo Y
Dai,

E,onde(5>0é

tem-se 02 = u~!

(Nef, NeAu), < \N€f| + 2 |acReul?

Pelas estimativas do Lema 2.4,

be (Meu, Neu, NeAeut) + be (Neu, Meu, Ne Acir)

4+ be (Neu, Neu, Ne Acir)

< cuet ||, | e, | AR,
+ cae'/? || Meul| | AcNeu], [AcNeu|,
+ cae'/?||New||, [AcNeu], | AcNeu],

cs€? || Meu] | | AcNeu|* + cae'/? || Meu] | | AcNeu|?

b e[ Neul | | AcNeu .

Note que
[¥eulls = ((Wlew, Mew)), = (AcMeu, Met),
— (AlﬂMeu,AiﬂMeu)
€
‘Aé/zMeu ,
ou seja,
|| Meu]|, = |AY2Meu
€
Analogamente,
[|Neu], = |AY2Neu| |, (28)
€

e, com isso,
be (Meu, Neu, NeAeut) + be (Neu, Meu, NeAcur)
+  be (Neu, Neu, NeAcu)
cq€’ ‘Ai/zMeu ]AeNeuE
€

IN

+  chet/? (’Al/zMeuL + ’AyzNguL) |A€N€u‘§.

Temos, portanto, a seguinte estimativa

Zdt ‘Al/ZNG” + plAcReu; <
NS+ a2+
{c;;eq’Ai/zMeu |A6N€u]§ +

€

cse'/? (‘A}tﬁ]\zeu +
€

‘Ai/zNeu

) [AeReuf?].

ComoO<e<lelO<g< %, pode-se afirmar que
el/? | AeNeu 2
€
o qual é um valor positivo, na tltima expressdo acima,
obtem-se

< €1. Assim, somando c4ef ‘Aé/ 2Reu

b ’Ag/ZNeu o+ [y — 4eyel (’Ag/ZMEu )
+  |AY2Reu| )] | AcReul?

1, .2

< ﬁ’Nef’e

Observe que, do item (ii) do Lema 2.1,

2
Al 2u ()

= | WAl ?u(t ‘ ’NAl/z()

€ €
2

’Al/zNgu(t)

7

€

- ]Ag/zmeu(t)\ +
€
parat € [0,T7(¢e)) e, além disso,

’Al/ZM U ‘ ‘Al/ZN u( )

< V2 ‘Ag/zu(t)

€
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Mas, de (25), temos

‘Aé/zMeu(t)‘ + ‘Aé/zNeu(t)
€

< V2 VoRg(e).
€
Assim,
1 — dcyel ('Al/zMeu‘ + ‘Aé/zNeu ) >
€ €
p — 4c4€7V/2 /oRg (€),

IN

[;4 4cy€1V20Ry (€ ] |A N€u|
)
= \Nefye. (29)
K
A partir deste momento, usando a hipédtese

2
lim €27 ()Aéﬂuo‘ + f|§> = lim €21R3(e) = 0,
€ €—0

e—0

pode-se afirmar que
lim (y — 4yl ZURO(G)) =u>0,
€—0
ou seja, existe um €; > 0 tal que para todo 0 < € < €y,

1 —4cseTV/20Rp(€) < %

Substituindo em (29),

Al/zNeu K LA Neul? < (30)

i

paratodo 0 < e <e;e0 <t < T(e).
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se

’A”ZN u‘ < e |AcNau?

e portanto,

d e i
= ’Ag/zNeu + 2% ‘AgﬁNeu

2 ]_ - 2
< — INeF|L. 31
LS IRz e

Agora, aplicando a desigualdade de Gronwall, obtem-se

o

it T2 ot
< e+ [P ds
0

_m

L2
‘Aé/zNeu
€

_
e 32 h(e) +

IA

() (32

2e2
Para algum ¢, com t < 7(3 222, vale que

ut
e T 22

tp2(e) <

2
zlfzﬁ%e),

e, substituindo em (32),

o2 o 2e?
’Ai/zNeu . < b3(e)e 22 + V—ezﬁz(e), (33)

0 que prova o item (i) do lema.
Integrando de 0 a t a expressdo em (31), tem-se

‘Ag/zﬁeu()z /‘Al/zNeu()E ds <

b (e) + ;tﬁ (€).

262

Como

t - 2
L/ ‘Aé/zNeu(s)

€

2
1/2
2(—:2/ ’A Net(s)

€

ds

IN

- 2
‘Ag/zNeu(t) +

ds,

obtem-se

L [ A N

s < B(e) +1tF(e),

262 €
ou seja,
t - 2 2¢? 2¢?
| A2 Reu(s)|” as < e+ e, 6y

paratodo0 < e <eje0 <t < T(e).
Agora, integrando (30) de 0 a £,

”/|ANE <

b3 (e) + ﬁt‘B (€).

‘Al/zN€

nt B 1
%/0 ‘AeNeu(S)ﬁ ds < b(z](e) + ﬁtﬁz(e),

ou seja,
't - 2 2
/0 | AcNeu(s)|? ds < ;b%(e) + ﬁtﬁz(e), (35)
paratodo 0 < e < e e0 <t < T(e), provando assim

o item (ii) do lema.
Aplicando a desigualdade de Holder com p = g =2

3
ev =
€

para as fungdes u = ‘Aé/ zNeu o temos

/‘Al/zNu ‘ |AeNeu(s)|, ds <

L) (st 5)”

(] i
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Observe que

¢ ) 6 1/2
(/ ‘Ai/zNeu(s) ds) <
0 €
N 2 t B 2 1/2
sup ’Al/zNeu(s) (/ ‘Al/zNeu(s) ds)
0<s<t € 0 €
Portanto,
1/2
¥ < sup |AV2Neu(s </ |AY2Reu(s) ds)
0<s<t

</0t | AeNeu(s) ds)l/2

Note que é possivel tomar o supremo da fungio ’Aé/ 2Neu

pois vale (33).
Substituindo as estimativas encontradas em (33), (34)
e (35) na expressdo acima, obtem-se

262 1 1
¥ < e (106 + 2580 ) (80 + 0.
Fazendo )
es(p) = [Zmax(l,]jz,;)} ,

conclui-se que

¥ < es(w)e (Bi(e) + EB(e) ) (Bi(e) +1B2(e)),

0 que prova o item (iii) e, portanto, o lema estd demons-
trado.

Lema 3.2 (Estimativas para Mcu). Considerando as condi-
¢oes (FF) e (FP), suponha que 0 < g < % e

2
lim e (‘Aé/zuol + |f|§> =0.
€

e—0

Entdo, existe €1 = €1(u) > 0, tal que para todo €, com
0 < € < €, existem T‘T(e) > 0 e uma constante positiva
c10(pt), independente de €, a partir dos quais vale:

2
a-(€
’i < a%(e)e—w\lt ( )

(i) Meu(t)
‘ Vz/\%

+c6(p)eRy(€)(1+1);

ak(e)  2a%(e)t

t
(ii) /0 ‘Ag/ZMGu()‘ ds <

A pPAg
+ c6(pt)eRﬁ (e)(1+1);
2
(iii) ‘A}:”Meu() <a ( )efw\%urz"zi(e)_F
€ u )\1

cs(p)eRy(€)(1+1);

IR 2
] AecMe ds <
(iv) /0‘ u(s)|- ds
cs(p)eRy (€)(1+1).

Demonstragio: Da formulagdo fraca para M, subs-
tituindo v por u, tem-se

2a3(e)t
2ap(e)t
M

d - -
o (e, Mew), + p (Ag/zMeu, AY ZMeu)e +
be (Meu, Meu, Meu) + be (Neu, Neu, Meu) ==
(Mcf, 1\7I€u)€ .
E possivel afirmar (veja Temam (1984), Lema 1.3, pag.

162) que
be (Meu, Meu, Meu) = O,
e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
(Mef/Meu)e S |M€f’€ |M5u|€ .

Assim como foi feito no lema anterior para N, o
termo com a derivada em relagdo ao tempo é tal que,
antes de substituir,

d

d - -
pr (Meu, Mev) (dtMeu, Mev>e,

pois v € Ve e ndo depende de f. Mas,

d , - ~ d
— (Meu, Meu), = (dtMEu M_u )
€

dt

ou seja,

Ainda,

i <Al/2]\7feu, A2/2]\7Lgu)€ =u ‘Al/zMeu

Logo,

+
Vf Meu] . @6)

\Meu\ +u ‘Al/zMeu

Zdt
be (Neu/Neu/Me ) =

Do lema 2.4, obtem-se
be (Neu, Neu, Meu) <

3/2|A Neu|!? | Meu|, =

co || Neu|

‘Al/zNeu |l/2

|AeNeu| " | Meu|,
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onde a ultima igualdade acima vem de (28). Substi-
tuindo em (36),

9 Wteu2 4 g ‘Al/zMe

Zdt {M€f|e‘M€u‘e

s ]Ag/zmu * | Ao /% | Weu|..

A desigualdade de Poincare, neste contexto, afirma
que

W), < Ail A2

, (37)

onde A; é o primeiro autovalor (o menor) do operador
de Stokes. Assim,

d - 2 1255 |2
E|Meu|e+2y‘Ae Meue <
2 - -
[ Mefl. A Meu| - +
2 -
/\Cf ‘Al/zNe * | AcNeu ul /2 |AY2 e
Parad > 0,
. A}:/ZMeue <
~ 2 1 -~ 2
1/2
2(5‘146 Mgue‘l'@’Mefe/
€,
2c 1/2 ~
A—f’Ag/zNe |A€N€ |/ ‘Ag/zMeu <
2 (ca |10 1/2)?
M(M‘Ae Neu ‘A Neu|, +
2
25}Ag/2M€ue
Logo,
d -~ - -
E|M€u|§+2y‘Aé/2M€u < za‘Ag/ZMeu n
- 2 (¢4 1/2 5 1/2>
— + = —‘A Nu‘ AcNeu +
25/\%‘€| 4(5(/\1 ¢ New| - |AcNeu|
Y
25‘A§/2M6u ,
€
isto é,
d 2 1/2+v7 |2
= [Meul? + 2;#25*25 )A Meu| <
1/2
2M2| 7 +2M2 AL Reu }A Neu|,
Seja § de forma que 2y — 46 = p, ou seja, 6 = 4. Dai,

d |~ -2 2 -
E’Meuli—&—y)Aé/ZMeuL < #T‘%’Mef‘i

2
7 ‘Al/zNeu |ANeu|,.  (39)
At
De (37),
d -~ 2 ~ 2 - 2
At |M€u|€+;¢/\1 |M€u|e < T)\% |M€f|e +
26 |2 Pia
W‘AE Neu|”|AcNeu], (39)
Aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos
2
~ 2 - a(e
|Meu(t)|. < ag(e)e W\lt—}-% +
A
26 ) 2 Poiax
w\%/o |AL2Reu||AcNeul, ds (40)

Do item (iii) do lema 3.1,

u2A3

st (1300 20)) (6 +18(0) . )
Seja
R2(e) = max (B3 (e), B2(e))
Tem-se
e (Bh(e) +eB(0)) ((e) +18%(e)) <
e(2max((e), £2(e) ) (182(6)) + t(0)) <
e2R2(e) (R2(e) + Ri(e)) =
€2R%(e)(1+ t). (42)

4
Pondo ¢4 (pt) = ?C5(y) e substituindo em (41),
KM

a%(e
< a%(e)e”““ryz()@)
1

+ co(p)eRn(e)(1+1),

0 que prova o item (i) do lema.
Integrando de 0 a t a expressdo em (38),

ds <

. t - 2
|M€u(t)’§ +y/0 ‘Al/2M€u(S)

€

-2
- 2 M, t
|M6u(0)|2+ |7€f’e

€ y)\%
2c2 gt .
25 [ |y

3
22 o . |AeNeu|, ds.

Segue que

e+

t 3 2 3
y/o ‘A}T/ZMGu(s)L ds < |Mcu(0)|2
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202 (e)t
uAL
A partir de (37),

+ C6(l/l)€Ri(€)(1 +1).

at(e)  2a%(e)t
A3
+ cﬁ(,u)eRfl(e)(l+t),

provando, assim, o item (ii) do lema.

Agora, para encontrar estimativas em H! para ]\716,
substituindo v por Acu na formulagdo fraca de M.,
obtem-se

t 2
A1/2 v
/0‘ c Meu(s)eds < N

i, . .
o (Meu, MeAeu), + p (Ag/zMeu,Ag/zMeAeu)e +

be (Meu, Meu, McActt) + be (New, Neu, McAcu) =
(Mcf, ]\7I€A€u)€ )

Procedendo analogamente aos célculos iniciais feitos
no lema 3.1, mas dessa vez para M., encontra-se as
seguintes relagoes:

d , - ~ 1d
@) ar (Meu/MeAeu) = Al/zMg

€ 24t

/

(i) p (AY2Meu, AV MeAcu) = | AcMteul?.

Logo,
1d
5T Al/ZMeu + y’AeM6u|
(Mef, McAeu) . — be (Meu, Meu, McAeut)  —
be (Neu, Neu, McAcut) . (43)

Usando o lema 2.2,
d |12y |?
71 |4V M
2 (Mcf, McAcu) . — 2be (Neu, Neu, Mc Acur) . (44)

+ 2u ]AeMeu‘i

Aplicando o item (iii) do lema 2.4 a forma trilinear acima,
temos

2be (Neu, Neu, MeAeut) <

< zc4||Neu\|3/2\A Neu|'? | AcMeu),

- 2c4‘A1/2N€ |A Neu|'? | AcMeu),
= 2 7\A1/2N€ * | AN K | AcMeu],
< (iq‘A}/zNe * | AcNeu |“2)

+ (k]AeMeu|€) ,

onde a ultima desigualdade acima foi obtida pela de-

sigualdade de Young. A partir dai, seja k* = 5, isto ¢,

klz = g Entao,

~. ~ ~ 22 B
2be (New, New, MeAcu) < = | Al Neu

3 .
c |A€N€u|e

% | AeMeu”. (45)
Ainda,

2(M€f,M€Aeu)€ < 2|Mef|e|MeA€u|e =

€

- 1, .~
2K [ Mef], . [MeAeu]
- 1, .~
I Mf[E 4 [Medeu|? =
2, - -
W2 5 WAl )

Novamente, usa se aqui a desigualdade de Young e

K> = %, isto é, kz = 3 Substituindo (45) e (46) em (44),

d -2 -~ 2
yr ’Ag/zMeu ) + ‘u|A€M€u’€ <

2 R
. |Mef|2 + 7| AL Neu|” | AcReu

. (47)

2
onde cy(u) = 2%

Usando A}T/ 2 Meu no lugar de Mcu em (37), obtem-se

‘A}:/ZMGu

v ‘AW (A1/2M u)

7

ou seja,

‘Al/zMEu

1 ~ 2
< /\—% |AeMeu| .
Logo, de (47),

‘Al/zM€

y/\z ‘AUZME

<

€

’AyzNeu

2, -
ﬁ‘Mef’e+C7(I/l) E‘A€N€u|e.

Com base na desigualdade de Gronwall, e proce-
dendo analogamente aos cdlculos que levam a desigual-
dade em (40), tem-se

1/2 < 2 uA2t
‘AE Mecu -~ ag(e)e 't 4 142)\1

+ cs(p)eRy(e)(1+1),

provando, assim, o item (iii) do lema. Integrando de 0 a
t a expressdo em (47), prova-se o item (iv).

3.2 Comportamento de T(¢)

A partir de agora, demonstramos o resultado princi-
pal deste trabalho, isto é, o intervalo maximal de exis-
téncia da solugdo forte das equagdes tridimensionais de
Navier-Stokes, quando o dominio é considerado fino.
Na secdo anterior, foram demonstrados dois lemas com
relagdo as estimativas para M, e N;. O lema 3.1 vale
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para qualquer condigdo de fronteira a ser considerada.
Entretanto, o lema 3.2 faz referéncia apenas para as con-
di¢des (FF) e (FP). Esta distin¢do nas estimativas para
M, decorre da defini¢do da mesma; por exemplo, sabe-
se que Mcu = 0 para (DD) e (DP), isto &, ndo faz sentido
calcular estimativas neste caso.

O primeiro resultado diz respeito as condi¢des de
fronteira (DD) e (DP).

Teorema 3.2. Suponha que

hme(‘Al/2 ’ —|—|f|>

Entdo, existe €1 = €1 () tal que para 0 < € < €1, a solugio
forte ue de

ur+u-Vu—uAu+Vp =f,
divu =0,
u(x,0) = up(x),

com as condigdes de fronteira (DD) e (DP) existe para todo
tempo, isto é, To = oo e

em Q¢ x (0,00)
em Q¢ x (0,00)
em x € Q),

ue € CY([0,00); Vo) N L? (0, T, D(Ae)),
para todo T > 0.

Demonstrac¢do: Como definido inicialmente para as
condi¢des de fronteira (DD) e (DP), tem-se que Meu = 0.
Deste modo, Nou = u, onde u € LZ(QS) e, portanto, as
estimativas encontradas no lema 3.1 valem também para
u. Aplicando o item (i) do referido lema para a fungdo
u, obtem-se que

2
k2| <

€

412|732 7 R

Suponha que TY(€) < oo. Para € < %, vale que

2 ut
|AV2ug| €73 + = IR < ’Al/zuo‘ +1f12,
_mt
pois e 22 <1. Daj,
172, 0|2 172, |2 2
‘Ae u(t)‘ < ’Ae uo‘ +If2. (49)
€ €
Observe que, de (25) e (26),
172, 0 |? 2
sup A “u(t)| = oRg(e).
0<t<T¥(e) €

2
Mas, por (49), |AY 2u0’ +|f |§ é uma cota superior para
€

2
a funcdo ’A}/zu(t) . Logo,
€

U’RZ ’Al/Z ‘+|f‘€/

para e < f Como, de (24)

2
2
R3(e) = | AL 2uo|_+If12,

a desigualdade acima implica que o < 1, o que contradiz
a suposigdo inicial de que o > 1. Portanto,

T7(€) = 400,

quando € < min (%,61>, onde €7 satisfaz

44?20 Ry (€) < g,

para0 < e < ey.
n

Vale salientar que, para t > 0 em (48), fazendo €
tender a zero, tem-se que

< tim (A2} e 5 zm)

ouseja, V't >0,

hm ’Al/zut

11m‘A1/2ut‘ <0 = llm’Al/zut’ =0,

a partir do qual se conclui que

tim ||, = 0,

isto é, a norma em H' da solugéo u. converge para zero
quando € tende a zero, desde que t > 0.

Com relagdo as condicdes (FF) e (FP), demonstra-se
que T7(e) = oo em dois passos. Primeiro, tem-se o
seguinte resultado:

Proposicdo 3.2. Considere as condigdes de fronteira (FF) e
(FP) e suponha que

2
lim €7 (‘Agﬂuo‘ + f|§> =0, (50)
€

€—0
para algum 0 < q < 1. Entdo,

lim 272177 (€) = co.
e—0

Demonstragdo: Dos lemas 3.1 e 3.2, tem-se

2¢2

- 2 _
() |42 Neu(t)| < B(e)e 2 + 5 p(e)

para0 <t < T%(e) e

202 (e)

2
.. 1/2 47 —y\2
(ii) ‘AE Meu(t)‘e < ad(e)e MMt + o

+ es()eRd () (14 ).
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Somando as duas expressdes acima e usando o item
(ii) do lema 2.1, temos
2 2l 2€% 20\ At
< byle)e 2 + ?,B (€) +ag(e)e *M
€

’;‘;(;) tes(peRi(e)(1+1). (51

AL 2ut)

+

Fixando o de modo que

2 1
c=4max |1, —=,—= |, (52)
( Vz yz/\?>

e, com isso, observe que

_nt2e? _ a?(e)
b%(e)e 262 +?ﬁ2(€) + a%(e)e phit W <
<1 <1 1
20 520 N 2 O 2 O po N O

Substituindo em (51),

"< R3O+ co(meR(e)(1+1).

‘A}/Zu(t) ] 0

Note ainda que, como R2(e) = max(b3(e), B*(€)), tem-
se

Ri(e) < Ri(e) = Ru(e) < R(e),

a partir do qual

2
A 2u(t)

< Ri(e)] +colmeRi(e)(1+1) <

€

Ri(e) +cs(meRY(e)(1+1) =

Ri(e) 7 +cs(n) ('RY(e)) IR ()1 +1),  (53)

para 0 <t < T9(e).
Agora, suponha que T7(e) < oo. Logo, de (26)

A1 ()| = oR3(e),
e, substituindo em (53),
TR < col) (TRY(E)) TR ()1
+OTOe). (54)

Nao ¢é dificil ver que R3(¢) # 0. De fato, se esta ndo
fosse valida, isto é, se R%(e) =0, de (24)

2
o

=0 Z=o0.
=0 e |fP
Assim, f =0e AV up =0 g.s. em Q. Dai up = 0qs. o

que implicaria u(t) = 0, uma solugéo trivial a qual ndo
interessa. Logo, R3(€) # 0 e, portanto, de (54),

30

T < colw) (TRY(e)) IO+ TI(e). (55)

Afirma-se que

lim €1 71T (€) = oco. (56)
e—0
Suponha que a expressdo acima ndo seja verdade, ou
seja, existe uma constante L; > 0 tal que para todo § > 0,

tem-see > 0com 0 < e <Jdeel1T9(e) < L.

. 1 .
Sendo assim, tome § = —, n > 1. Entdo, existe uma

N

sequéncia (€;),>1 com

lim €, =0,
n—oo

pois 0 < e < % e eiqu”(en) < L, isto é,

L

L, Vn>1.
-

€n

T (en) <

Voltando na expressdo (55),

30 1— Ll
T < ce(p) (eZR(z)(en)) €, 1 <1+ dq) .

MasO<q<1een<1,dai,1—q>0ee,1fq<1.L0g0,

30
T = el (ARE(en)) 1+ Lo)
%‘T < LyelR3(ey), (57)

onde Ly = Ly(p) = c¢(p)(1+ Ly). Fazendo n tender
ao infinito e usando a hipétese (50), o lado direito da
expressdo (57) tende a zero e, portanto, ¢ = 0, uma
contradi¢do com a escolha de ¢ em (52). Logo, vale (56)
e a proposicdo estd demonstrada.

Agora, mostra-se que o intervalo maximal de exis-
téncia da solugdo forte das equagdes de Navier-Stokes é
infinito, quando o dominio é fino. Mais precisamente,

Teorema 3.3. Suponha que

2
lim €27 (‘Ag/zuole + |f|§) =0, (58)

e—0

para algum 0 < 2q < 1. Entdo, existe €3 = €3(jt,q, w) tal
que para 0 < € < €y, a solugio forte u. de

up+u-Vu—ubu+Vp=f, em Q¢ x(0,00)
divu =0, em Qe x (0,00)
u(x,0) = up(x), em x € Q,

com as condigdes de fronteira (FF) e (FP) existe para todo
tempo, isto é, T = oo ¢

Ue € o ([0,00)/ Ve) nL? (Or T/D(AE)) ’

para todo T > 0.
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Demonstragio: Seja
~ 2 8 ~ 12
K - ‘Ag/zMeuoL o |M.f|> + B,
onde )
c o o)2
B2 = AL/ Neuo| +|Nef?.

Observe que, substituindo a expressdo acima em K2,
aplicando o item (ii) do lema 2.1 e a hipétese (58) temos

2
limelk? = lime? (‘Al/zuol —|—|f|§)
€

e—0 e—0

=0 (59)

Agora, escolhe-se € = €3(j, A1, q) satisfazendo

. 1
(1)0<€2<1;

(ii) Para0 < e < e, €1K2 < 1;

(¢]

1
4

———~ max (1,13> el < 1;
M M 4
(iv) Para 0 < € < ey, €272T(€) > 4.

Note que o item (ii) decorre de (59) e, no item (iii),
o lado esquerdo das desigualdades tendem a zero a
medida que € se aproxima de zero. Pela proposigdo 3.2,
o lado esquerdo da expressdao em (iv) tende ao infinito,
tornando valido tal item. Sendo assim, estd bem definido
este €.

Lembrando o item (iii) do lema 3.1, pode-se reescre-
ver tal estimativa com os dados acima, isto é,

t 3
/0 ‘Aé/ZNeu(s)L |AcNeu(s)|_ ds <
es(w)e ((e) + 22(e)) (o) + 1h2(e)) <
cs(p)e (€ZB§+B§) (tB§+B§> —
es(u)eBi (2 +1) (1+14) <

4 1
Defina, para 0 < € < €y,
t€ = EZ(Q71)'

Do lema 3.1, item (i),

- 2 _ 2
AV Rau()]” < B(e)e z”ez+2:252(e), (60)

€

_m _hte
ecomoe 22 <e 22,ondet. <t < 2t vale que

2 _pe 22
< b(e)e 22 + izﬁz(e),
€

‘Ag/zNeu(t) 7

onde te <t < 2t.. Assim, usando as condic¢des satisfei-
tas por €5,

- 2 1 1
AV Reu(t)| < BB+ Be)g
€
1 1 1
= b (8 + 8) +,32(€)§

1 1
75 Beg

< B

ou seja,

- 2 1

AL Reu(r)| < ;B2 (61)
€

para te <t < 2fe.
Agora, usando o item (iii) do lema 3.2, isto §é,

2 2, 202 (e)
< 2 7}{/\11‘
e = ae)e H2Aq

+ cs(u)eRp(e)(1+t), (62

’AyZMEu(t)

e recordando que R2(e) = max(b3(e), B*(€)), obtem-se

- 2 _ 242 (€)
1/2 < 2 pA2te
’Ae Meu(t) s ag(e)e Hte 4 2,
+ c(y)e(eﬂag) BZe' (1 +2te), (63)

para te < t < 2t., onde c(p) = 166;(y)max (1,]413)

Usando as condigdes satisfeitas por €3, tem-se

242 (€)

1
2 < gKg < ZKZ (64)

Além disso, observe que €7 Bg < qug < 1 e portanto,

c(n)e (qug) B2el79(142t) < %Bg. (65)
Substituindo (65) e (64) em (63),
- 2 5
AR < TR (66)
€

para te <t < 2t.. Somando as expressdes (66) e (61),
novamente aplicando o item (ii) do lema 2.1,
2 3

K2
e — 2°°¢

N

(A}/Zu(t)

Sabe-se que a norma de uma aplicagdo é uma funcéo
continua. Isto vale também para a norma ||-||.. Posto
isso, calculando o limite quando ¢ tende a ¢, para a

2
funcio ’Al/zu(t) , tem-se
€
lim A1/2u(t)‘2 = lim |[u(t)|
t—te | € € tte €
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2
= |[u(te)llc
2
= ‘Aé/zu(Zte) ,
€
e Ccomo
. 2 3
tlgrtt Aé/zu(t)e < EKg’
segue que
2
‘Agﬂu(zte) < %Kg
€

O objetivo agora é usar indugdo. Suponha que existe
um tempo t( satisfazendo

- 2
| AL Neu(to)

1
S gBe e

- 2 1
AV Weu(to)| < SK2 (67)

A desigualdade de Gronwall para o intervalo g <t <
T?(e) faz com que as expressoes (60) e (62) sofram al-
guma mudanga. Sendo assim, temos

) u(t—to) )

AV Reu(t)| < e 2 |AY2Neu(to)|
2¢2
+ ?,32(6)/
e, por (67),
u(t —to)
- 2 1, =55~ 2

v < 1me 22 X g,

€ 2 U

com fy < t < T7(e).
Também
eiﬂ)\%(tftﬂ)

- 2 - 2
‘Al/zMeu(t)L < A2 Weu(to)

202 (e
"D e[+~ 1)
De (67),
- 2 1 5 a2 242 (e)
1/2 2 AT (E—¢
APMeu(t)| < SKZe mAx(t=to) 4 s

+ cs(p) (e"Bg) B2e'"1(1+t—ty),

com fy <t < T7(e).
Tome, portanto, tg = 2¢2(0-1) | Assim como feito em
(66) e (61), obtém-se

1 1

- 2
AV Neu(t)| < SB2+ B2
c CRCIN
1
— ZLBS’
e
N 1., 1., 1
‘AgﬁMGu(t) < K24 K24 oK
¢ g8y

1
= EKE’

para 2¢2(1-1) < t < 3¢24-1). Logo,

|A2u(t z - ‘Ag/zNgu(t)iJr A2 Ncu(t) Z
< %Bﬁ%—%[(?
< KK
- 3K

para 2e20-1) < t < 3e2-1), o que implica T () >
362(‘7_1).

Analogamente, para to = 3¢2(1~1), tem-se
3

2
€

para 3211 < t < 4¢*(9-1), a partir do qual T (e) >
4e2-1), Repetindo este argumento n vezes, conclui-se
que

T7(e) > ne® @Y, v n>1.

Portanto, T?(e) = +oo para 0 < € < €, ou seja, 0
intervalo maximal de existéncia da solugdo forte para
o sistema de equagdes de Navier-Stokes em dominios
tridimenisonais fino é infinito.

4 Conclusoes

O estudo sobre as equagdes de Navier-Stokes é im-
portante para a matemética ndo somente pelo seu amplo
campo de aplicagdes, mas para melhor entendimento
e desenvolvimento de teorias no campo das equagdes
diferenciais parciais. Este trabalho teve como objetivo
compilar resultados que levaram ao estudo do inter-
valo maximal de existéncia da solucdo das equagdes
de Navier-Stokes em dominios tridimensionais finos do
tipo Qe = w x (0,€), com w C R? e e € (0,1).

O principal resultado obtido neste artigo depende
do teorema cléssico de existéncia de solu¢des para do-
minios limitados quaisquer, o qual garante, com certas
hipéteses, a existéncia de solugédo fraca. Restringindo os
dados iniciais, tal teorema garante também a existéncia
de uma solugéo tinica, denominada solucéo forte, para
um tempo T > 0 que depende do dominio, dos dados
iniciais e da viscosidade. Com isso, podemos concluir
que em dominios finos, dependendo de uma relagéo
entre os dados iniciais, este tempo T é infinito, ou seja,
o intervalo maximal de existéncia de solugado forte para
as equagdes de Navier-Stokes é infinito.
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