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Для исследования трёхфазной системы массового обслуживания с неограниченным числом приборов и с 

входящим МАР-потоком предлагается использовать метод просеянного потока и метод асимптотического ана-
лиза в условиях растущего времени обслуживания. Найдены асимптотики первого и второго порядка. 

To investigate the three-phase queuing system with an unlimited number of devices and the input MAP-flow, the 
authors of the paper suggest using the method of sifted flow and the method asymptotic analysis in the face of increas-
ing service time. Asymptotics of the first and second order were discovered. 
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Системы массового обслуживания с неограничен-
ным числом приборов являются моделями реальных 
систем в различных сферах повседневной жизни: бан-
ковское дело, страхование, транспорт, торговля и т. д. 

Пусть страховая компания (например, негосудар-
ственный пенсионный фонд) заключает договоры 
пенсионного страхования, страховым случаем по ко-
торым является достижение определенного (пенсион-
ного) возраста. Рассмотрим процесс изменения чис-
ленности клиентов компании по данному виду стра-
хования. Выделим три группы:  

1) потенциальные клиенты, в число которых 
включаем всех лиц от рождения до момента заключе-
ния договора;  

2) клиенты, выплачивающие страховые взносы;  
3) клиенты, получающие пенсионные выплаты. 

Процесс изменения числа застрахованных лиц можно 
представить в виде математической модели системы 
массового обслуживания. 

 
1. Математическая модель 
Рассмотрим трёхфазную систему массового об-

служивания. Полагаем, что на вход системы поступа-
ет MAP-поток заявок. Случайный поток однородных 
событий будем называть МАР-потоком, управляемым 
эргодической цепью Маркова k(t) с конечным числом 
состояний k = 1, 2, …, K, если выполняются равенства 

 
P{m(t + ∆t) = m + 1| m(t ) = m, 

k(t ) = v} = λv∆t + o(∆t) , 
P{m(t + ∆t) > m + 1| m(t ) = m, k(t ) = v} = o(∆t) , 
P{m(t + ∆t) = m + 1, k(t + ∆t) = v | m(t ) = m, 
k(t ) = v} = dvkqvk ∆t + o(∆t) , 
P{m(t + ∆t) = m, k(t + ∆t) = v | m(t ) = m,  
k(t ) = k} = (1 – dvk)qvk ∆t + o(∆t) , 
 

здесь m(t) – число событий рассматриваемого потока, 
наступивших за время t; λk ≥ 0 – условные интенсив-
ности наступления событий в потоке в течение пре-
бывания цепи Маркова в состоянии k; qvk – элементы 

инфинитезимальной матрицы Q, имеющие смысл ин-
тенсивностей вероятностей перехода потока из со-
стояния v в состояние k; dvk – вероятность того, что в 
момент перехода цепи Маркова из состояния v в со-
стояние k наступает ещё одно событие. [1, с. 159] 

Будем считать, что продолжительности обслужи-
вания заявки на первой, второй и третьей фазах явля-
ются независимыми случайными величинами τ1, τ2, τ3, 
имеющими заданные функции распределения, одина-
ковые для всех приборов одной фазы, которые обо-
значим B1(x), B2(x) и B3(x) соответственно. 

Завершив обслуживание на первой фазе, заявка с 
вероятностью 1r  переходит на вторую фазу, то есть с 

указанной вероятностью с потенциальным клиентом 
компании будет заключён договор страхования или с 
вероятностью 11 r  заявка покидает систему. Закон-

чив обслуживание на второй фазе, заявка с вероятно-
стью r2 переходит на третью фазу, что соответствует 
ситуации, когда клиент компании, выплачивающий 
страховые взносы, начинает получать пенсионные 
выплаты или с вероятностью 1 – r2 заявка покидает 
систему, то есть клиент не доживает до пенсионного 
возраста. Закончив обслуживание на третьей фазе, за-
явка покидает систему (рис.). Под окончанием обслу-
живания мы понимаем смерть застрахованного или 
окончание срока действия договора. 

 
 

 
 
Рис. Трехфазная система обслуживания  
с неограниченным числом приборов 
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Обозначим ik – число заявок, находящихся на об-
служивании на k-ой фазе, и рассмотрим трёхмерный 
случайный процесс изменения во времени величин ik, 
то есть процесс {i1(t), i2(t), i3(t)}. Для исследования 
данного процесса применим метод просеянного пото-
ка. В настоящее время метод просеянного потока 
применяется преимущественно для исследования по-
токов случайных событий [2, 3] и однофазных систем 
массового обслуживания [3, 4]. Использование метода 
просеянного потока для исследования многофазных 
систем массового обслуживания с простейшим вхо-
дящим потоком приведены в [5; 6; 7]. 

  
2. Метод просеянного потока 
Для выделения интересующих нас «просеянных» 

заявок поступим следующим образом. Зафиксируем 
некоторый момент времени t1 и, для определённости, 
будем считать, что t1 = 0. Полагаем, что заявка вхо-
дящего потока, поступившая в систему в момент вре-
мени t < t1 = 0, с вероятностью )(1)( 11 tBtS   фор-

мирует событие первого просеянного потока и в мо-
мент времени t1 будет находиться в системе на первой 
фазе обслуживания, а с вероятностями )(21 tSr  и 

)(321 tSrr , значения которых определим ниже, форми-

рует события второго или третьего просеянных пото-
ков и в момент времени t1 будет находиться в системе 
на второй или третьей фазе обслуживания соответст-
венно. Заявки, не попавшие в просеянные потоки, за-
вершат обслуживание и покинут систему до момента 
t1. 

Обозначим nk(t) – число событий k-го просеянного 
потока. Если в некоторый начальный момент времени 

10 tt   система была пуста, то в момент времени 1t  

выполняются равенства: 
)()( 11 tnti ll  , l = 1, 2, 3. 

Определим, с какой вероятностью заявка, посту-
пающая в момент времени 1tt  , формирует событие 

второго просеянного потока. Очевидно, что в этом 
случае значение случайной величины 21   – сум-

марного времени пребывания заявки в системе долж-
но быть больше t . Учитывая, что за время t  долж-
но быть завершено обслуживание на первой фазе, по-
лучаем: 

2 1 1 2

1 2

0

( ) ( , )

( , )
t

S t P t t

P y y dy y t dy

  

 


      

       
 

1 2

0

2 1

0

( ) ( ( ))

[1 ( ( ))] ( ).

t

t

P y y dy P t y dy

B t y dB y

 




       

   





 

Далее найдем величину S3(t), определяющую вме-
сте с r1 и r2 вероятность того, что поступившая заявка 
формирует событие третьего просеянного потока. 
Рассуждая аналогично предыдущему случаю, получа-
ем: 
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где )(
21

xB   – функция распределения случайной ве-

личины 21  ,  

x

ydByxBxB
0

21 )()()(
21

. 

 
Для распределения вероятностей 

 332211321 )(,)(,)(,)(),,,( ntnntnntnktkPnnnkP 
 система дифференциальных уравнений Колмогорова 
имеет вид: 
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Полагая, что dkk = 0, эту систему можно записать следующим образом: 

 

 1 2 3
1 1 2 3 1 2 3

( , , , , )
( ) ( , 1, , , ) ( , , , , )k

P k n n n t
S t P k n n n t P k n n n t

t


   


 

  ),,,,(),,1,,()( 32132121 tnnnkPtnnnkPtSrk  

  ),,,,(),1,,,()( 321321321 tnnnkPtnnnkPtSrrk  

 1 2 3 1 1 2 3 1 2 3( , , , , ) ( )( ( , 1, , , ) ( , , , , ))vk vk
v

q P v n n n t d S t P v n n n t P v n n n t      

    )),,,,(,1,,,()(),,,,(),,1,,()( 32132132132132121 tnnnvPtnnnvPtSrrtnnnvPtnnnvPtSr  .  (1) 
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Обозначив 









0
,0,0

321321

3
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332211 ),,,,(),,,,(

n
nn

ujnujnujn tnnnkPetuuukH , 

из (1) получим задачу Коши: 

 



)1)(()1)((),,,,(

),,,,(
21

211321
321 juju

k etSretStuuukH
t

tuuukH
 

 


 

v
vk

jujuju
vk

ju qetSrretSretSdetSrr )1)(()1)(()1()(1)1)(( 3213
321211321 , 

)(),,,,( 0321 kRtuuukH  . 

Запишем эту задачу в матричном виде:  

  BQH
H

)1)(()1)(()1()(),,,(
),,,(

321
321211321

321 


 jujuju etSrretSretStuuu
t

tuuu
, 

RH ),,,( 0321 tuuu ,      (2) 

где  ),...,,,,2(),,,,,1(),,,( 321321321 tuuuHtuuuHtuuu H ;  ),...2(),1( RRR  – вектор-строка стационарного рас-

пределения управляющей цепи Маркова; B – матрица с элементами λk на главной диагонали и элементами 
dvkqvk вне главной диагонали. 

Задачу (2), определяющую характеристики рассматриваемой системы обслуживания, будем решать в асим-
птотическом условии растущего времени обслуживания, полагая, что bl →∞ (l = 1, 2, 3), здесь bl – среднее зна-
чение времени обслуживания на l-ой фазе. При этом b1/bl = ql, где ql – некоторые положительные конечные ве-
личины.  

 
3. Асимптотика первого порядка 

Обозначив 1/b1 = ε, 1/bl = εql, выполним следующие замены: tε = τ, t0ε = τ0, )()( *  ll StS  (l = 1, 2, 3), u1 = εx, 

u2 = εy, u3 = εz, H(u1, u2, u3, t) = F(x, y, z, τ, ε), в результате чего получим для F(x, y, z, τ, ε) следующую систему 
уравнений: 

  BQF
F

)1)(()1)(()1()(),,,,(
),,,,( *

321
*
21

*
1 




  zjyjxj eSrreSreSzyx
zyx

.  (3) 

Докажем следующее утверждение. 
 
Теорема 1.  
Если существует предел ),,,(),,,,(lim

0



zyxzyx FF , то 












   











0 0 0

)()()(exp),,,( *
3211

*
211

*
11 dvvSrrjzdvvSrjydvvSjxzyx RF , (4) 

где величина κ1 определена равенством  
κ1 =RBE,       5) 

в котором Е – единичный вектор-столбец. 
 
Доказательство: 
Выполнив в системе (3) предельный переход при ε → 0, получим, что F(x, y, z, τ) является решением одно-

родной системы линейных алгебраических уравнений 
F(x, y, z, τ)Q = 0, 
поэтому ее решение имеет вид: 

F(x, y, z, τ) = Ф(x, y, z, τ)R,      (6) 
 

в котором скалярную функцию Ф(x, y, z, τ) определим следующим образом. Суммируя все уравнения системы 
(3), запишем: 

 BEFE
F

)1)(()1)(()1)((),,,,(
),,,,( *

321
*
21

*
1 




  zjyjxj eSrreSreSzyx
zyx

. 

Поделим левую и правую части равенства на ε и, полагая ε → 0, получим, что для F(x, y, z, τ) выполняется 
равенство 

 BEFE
F

)()()(),,,(
),,,( *

321
*
21

*
1 




SrjzrSjyrjxSzyx
zyx

, 

подставляя в которое выражение (4) и принимая во внимание равенство (5) и то, что RE = 1, получим для 
функции Ф(x, y, z, τ) систему: 
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решение которой при начальном условии Ф(x, y, z, τ0) = 1 имеет вид: 
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)()()(exp),,,( *
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*
11 dvvSrrjzdvvSrjydvvSjxzyx . 

Подставляя это выражение в (6), получим равенство (4). 
Теорема доказана. 
 
В силу произведенной замены переменных из равенства (4) можно записать асимптотическое равенство при 

ε →0 
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При t = t1 = 0 для характеристической функции процесса {i1(t), i2(t), i3(t)} в стационарном режиме функцио-
нирования системы получим: 










   

  


0 0 0

321132112111321
)()()( )()()(exp)0,,,(332211 dyySrrjudyySrjudyySjuuuuMe utjiutjiutji EH . 

Полученное равенство будем называть асимптотикой первого порядка для рассматриваемой системы об-
служивания. 

 
4. Асимптотика второго порядка 
Решение ),,,( 321 tuuuH  задачи (2) запишем в виде произведения 












   

t

t

t

t

t

t

dvvSrrjudvvSrjudvvSjutuuutuuu
0 0 0

)()()(exp),,,(),,,( 3211321121113212321 HH ,  (7) 

подставляя которое в (2), получим систему уравнений для ),,,( 3212 tuuuH  в виде 
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Следовательно, ),,,( 3212 tuuuH  является решением системы 
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где I – единичная диагональная матрица.  
Обозначив 1/b1 = ε2, 1/bl = ε2ql, в системе (8) выполним следующие замены:  

tε2 = τ, t0ε
2 = τ0, )()( *

11  StS , )()( *
221  StSr , )()( *

3321  StSrr , u1 = εx, u2 = εy, u3 = εz, 

 H2(u1, u2, u3, t) = F2(x, y, z, τ, ε). (9) 
В результате этих преобразований получаем систему уравнений для F2(x, y, z, τ, ε): 
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.  (10) 

Докажем следующие утверждение. 
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Теорема 2.  
Если существует предел 
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где величина 2  определяется равенством 

 EIBf )( 122  , (12) 

а вектор 2f  является решением неоднородной системы линейных алгебраических уравнений 

 0)( 12  IBRQf .  (13) 

Доказательство: 
Решение ),,,(2 zyxF  системы (10) запишем в виде разложения 
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подставив которое в (10), получим 
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Выполняя предельный переход при ε → 0, получаем, что вектор 2f  является решением неоднородной сис-

темы линейных алгебраических уравнений (13). 
Для нахождения скалярной функции ),,,(2  zyx  просуммируем все уравнения системы (10): 
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Используя разложение 2
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Подставляя разложение (14) функции ),,,,(2 zyxF в последнее равенство, получим: 
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Так как в силу (13) 0)( 1  EIBR , то, выполняя предельный переход при ε → 0, получаем, что с учетом 

обозначений (5) и (12) функция ),,,(2  zyx  является решением системы: 
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откуда следует, что 
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Подставляя найденное выражение для ),,,(2  zyx  в (14), при ε → 0 получим равенство (11). 

Теорема доказана. 
 
В силу замен (9) и выражения (11) для H2(u1, u2, u3, t) можно записать асимптотическое (приближенное) ра-

венство 
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Тогда в силу равенства (7) имеем  
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При t = t1 = 0 для характеристической функции процесса {i1(t), i2(t), i3(t)} в стационарном режиме функцио-
нирования системы получим: 
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Полученное равенство будем называть асимптотикой второго порядка для рассматриваемой системы об-
служивания. 

Следовательно, для маргинальных характеристических функций процессов i1(t), i2(t) и i3(t) в стационарном 
режиме можно записать: 
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Заключение 
В данной работе рассмотрена трёхфазная система 

массового обслуживания с неограниченным числом 
приборов и входящим MAP-потоком. С помощью ме-
тода просеянного потока удалось записать систему 
дифференциальных уравнений Колмогорова. Система 
уравнений решена с использованием метода асимпто-

тического анализа в условии растущего времени об-
служивания. Найдена асимптотика первого и второго 
порядков для характеристической функции числа за-
нятых приборов. 
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