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Рассматриваются уравнения, описывающие трехмерные стационарные баротропные движения бинарных 

смесей вязких сжимаемых жидкостей с различными показателями адиабаты компонент. Доказана теорема су-
ществования для краевой задачи, соответствующей течениям в ограниченной области, в классе слабых обоб-
щенных решений. Приводится обобщение коммуникативного свойства эффективных вязких потоков состав-
ляющих смеси. 

The equations of three-dimensional steady barotropic motions of binary mixtures of viscous compressible fluids 
with different adiabatic constants are considered. Existence theorem for the boundary value problem that corresponds to 
flows in a bounded domain is proved within the class of weak solutions. Generalization of communicative property of 
effective viscous fluxes for mixtures is given. 
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В данной работе рассматривается математическая 
модель динамики бинарной смеси вязких сжимаемых 
жидкостей (газов), которая основана на подходе 
предложенном в [1, 2] и является обобщением извест-
ной модели Навье-Стокса. Нелокальные результаты 
для многомерных уравнений стационарных баро-
тропных течений смесей получены на сегодняшний 
день в случае, когда показатели адиабаты состав-
ляющих смеси одинаковы [3, с. 32 – 38]. Модифи-
цируя подходы, используемые в [3] при получении 
«глобальных» (не зависящих от входных данных 
задачи) априорных оценок, удается установить 
свойство слабой компактности последовательности 
приближенных решений для более полной ситемы 
уравнений динамики смеси, в случае, когда показа-
тели адиабаты могут быть различными и доказать 
теорему существования для краевой задачи, соответ-
ствующей стационарным течениям в ограниченной 
области, в классе слабых обобщенных решений. Более 
простые модели (в приближении Стокса и квази-
стационарные модели) с позиции существования ре-
шений изучены в более ранних работах [4, с. 1259 – 
1281; 5, с. 527 – 541; 6, с. 319 – 345]. Методология, 
применяемая в данной работе, основана на опыте 
исследований уравнений Навье-Стокса сжимаемых 
вязких жидкостей [7 – 11]. В частности, существенное 
значение имеет использование аналогов так назы-
ваемого эффективного вязкого давления [7; 12, с. 358 –
 392], для которых удается доказать обобщение 
коммуникативных соотношений для слабых пределов. 

1. Постановка задачи и основной результат  
Предполагается, что бинарная смесь вязких 

сжимаемых жидкостей (газов) заполняет ограни-
ченную область Ω⊂ R3 евклидова пространства точек 

),,(x 321 xxx=  с границей 2Ω C∈∂ , и состояние 
смеси в изотермическом случае характеризуется 

распределением плотностей )(xiρ , давлений )(xip  и 

полями скоростей )()( xu i  ее составляющих ( 2,1=i ). 
Эти величины удовлетворяют следующим уравне-
ниям [1 – 2]:  

( )  0div )( =i
iuρ  в ,2,1    , =Ω i                 (1.1a) 

( ) )()()()()( divdiv i
i

ii
i
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i p fJuu ρρ ++=∇+⊗ P   

в ,     1,2.iΩ =                    (1.1b) 
Уравнения (1.1a) выражают законы сохранения  

масс компонент смеси, а уравнения (1.1b) – законы 
сохранения импульсов. Тензоры вязких напряжений 

)(iP , 2,1=i  определяются равенствами [1 – 2]: 
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в которых на коэффициенты вязкости ijμ , ijλ , 
2,1, =ji  налагаются следующие ограничения: 

,0)(4,0 2
2112221111 >+−> μμμμμ      

,0)(4,0,0 2
211222111211 >+−=> νννννν               (1.1d) 
.2,1,,2 =+= jiijijij μλν  

Предполагается, что давление ip  i -й 

составляющей смеси и векторы )(iJ , 2,1=i , 
отражающие интенсивность обмена импульсом 
между составляющими смеси, выражаются 
посредством формул [2]: 
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Массовые силы )(if , 2,1=i  считаются заданны-
ми гладкими векторными полями, а величины ijλ , ijμ

, iγ , iK , a  – заданными константами. Уравнения 
(1.1a), (1.1b) дополним краевыми условиями 

 0)( =iu  на ,2,1    ,Ω =∂ i                       (1.1f) 
которые означают, что граница области течения явля-
ется неподвижной твердой стенкой. К уравнениям и 
граничным условиям необходимо добавить условия 
для плотностей, в качестве которых примем  

 , 1, 2,i id M iρ
Ω

= =∫ x                     (1.1g) 

где iM  – заданные положительные постоянные. 
Отметим, что из (1.1d) следует неравенство (для лю-
бых векторных полей ( )( ) 1
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а 00 >C  – постоянная (зависящая от ijλ  и ijμ ). 
В работе используются общепринятые (например, 

[13-14]) обозначения функциональных пространств: 
)Ω(pL  ))Ω(( l

pW  – пространство функций, интегри-
руемых со степенью 1≥p  (вместе с обобщенными 

производными до порядка 0≥l ). )Ω(lC  ( )Ω(0
lC ) – 

банахово пространство функций, обладающих 
непрерывными частными производными до порядка 

0≥l  включительно в Ω  (с компактными носител-
ями, лежащими в Ω ). Мы не различаем обозначения 
пространств вектор-функций и скалярных функций. 

Определение 1.1. Обобщенным решением 
краевой задачи (1.1) называются неотрицательные 
функции )Ω(2 i

Li γρ ∈ , ,ii Md =∫
Ω

xρ  2,1=i  и вектор-

ные поля )Ω(1
2

)( Wi ∈u , 2,1=i , удовлетворяющие 
следующим условиям:  
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ются интегральные тождества: 
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Основной результат работы формулируется в 
виде следующей теоремы. 

Теорема 1.2. Для любых )()( Ω∈Cif , 3>iγ , 
2,1=i  краевая задача (1.1) имеет по крайней мере 

одно обобщенное решение. 
Обобщенное решение задачи (1.1) будет получено 

как предел однопараметрического (c параметром 
]1,0(∈ε ) семейства решений следующей вспомога-

тельной задачи: 
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  0)( =iu на ,2,1    ,Ω  =∂ i               (1.3c) 
 n 0=⋅∇ iρ  на ,2,1    ,Ω  =∂ i               (1.3d) 

Ω

,     1, 2,i id M iρ = =∫ x               (1.3e) 

где )(meas|| Ω=Ω , n  – вектор единичной внешней 
нормали к границе Ω∂  области Ω . 

2. Существование сильного обобщенного 
решения задачи (1.3) 

Определение 2.1. Сильным обобщенным реше-
нием задачи (1.3) называются неотрицательные 
функции ερi , 2,1=i  и векторные поля )(i

εu , 2,1=i , 

принадлежащие пространству )Ω(2
qW , ),1[ ∞+∈q  

такие, что уравнения (1.3a), (1.3b) выполнены п.в. в 
Ω , п. в. на Ω∂  – краевые условия (1.3c), (1.3d), и 
выполнено (1.3e). 

Теорема 2.2. Пусть вектор-функции )(if , 2,1=i , 
показатели 2,1, =iiγ  удовлетворяют условиям 
теоремы 1.1. Тогда для любого ]1,0(∈ε  краевая 
задача (1.3) имеет по крайней мере одно сильное 
обобщенное решение ερi , )(i

εu , 2,1=i , причем всякое 
решение этой задачи удовлетворяет неравенству  
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где положительная величина C  зависит только от 

{ }( )
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i

C Ω
f , { }ijλ , { }ijμ , { }iγ , { }iK , Ω , a , 

{ }iM  (а значит не зависит от параметра ε ). 
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Условимся, что далее через C  будут обозна-
чаться различные постоянные, которые могут зави-
сеть только от перечисленных выше данных задачи 
(но не зависят от параметра ε ). 

Доказательство существования сильного решения 
задачи (1.3) проводится с помощью принципа не-
подвижной точки Лере-Шаудера [15, с. 258] анало-
гично доказательству подобного утверждения в рабо-
те [3, с. 32 – 38] и отличается лишь техническими 
деталями. Покажем, что имеет место оценка (2.1). 
Умножая обе части уравнений (1.3b) скалярно на )(iu , 

2,1=i и интегрируя по частям, получим после сумми-
рования по i  от 1 до 2 неравенство:  
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В силу ограниченности вложения 1
2 (Ω)W  в 

6 ( )L Ω  из (2.2) следует оценка 
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Используя неравенства (справедливые в силу 
соотношений (1.3е)) 
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получаем из (2.3) оценку 
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Для вывода других оценок решений задачи (1.3) 
воспользуемся оператором Боговского, обладающего 
свойствами [16, с. 5 – 40]:  
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Возьмем в качестве пробных функций в слабой 
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Используя свойство (2.6), получим неравенство: 
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Из (2.5), (2.7) вытекает соотношение: 
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Из этого соотношения в свою очередь следует, 
что 
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Так как верны неравенства:  
6 3

, , 1,2, ,6 5
j

i j
i j i j

γ
γ γ

−
> = ≠−  

то из (2.9) получаем первую оценку решений 
семейства краевых задач (1.3) 
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Из оценок (2.5), (2.10) и соотношений [7, с. 87] 
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следует неравенство (2.1). 

3. Предельный переход 

В силу оценки (2.1) из семейства решений i
ερ , 

)(i
εu , 2,1=i  можно извлечь последовательность (за 

которой сохраним прежние обозначения) такую, что 
при 0→ε   

ii ρρε →  слабо в ,2,1),(2 =Ω iL
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    γ              (3.1) 
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и, следовательно, (в силу компактности вложения 
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Кроме того, в силу (2.1) из уравнений (1.3a) 
получаем 
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Учитывая теперь оценку (2.1) и используя 
интерполяционные неравенства 
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Совершая предельный переход в слабом смысле в 
уравнениях (1.3), получим, что предельные функции 

)(2 Ω∈
i

Li γρ , 0≥iρ , )(1
2

)( Ω∈Wiu , 2,1=i  при 3>iγ , 
2,1=i  удовлетворяют интегральным соотношениям 

,2,1),(0)( =Ω∈∀=∇⋅ ∞

Ω
∫ iCd ii

i
i     xu ψψρ        (3.6) 

( ) ( )

2

( ) ( )
1

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) : ( )  

( ) d iv  d iv  

( ) : ( )  

 d iv  

( )  ( ),    

 1, 2 ,

i

j i
ij

j i
j ij ij

i i i
i

i
i i

i i i i
i

d

d

d

K d

d C

i

γ

μ

λ μ

ρ

ρ

ρ

Ω

=

Ω

Ω

Ω

∞

Ω

⎛ ⎞∇ ⊗ ∇ ⊗ +
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
+ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

− ⊗ ∇ ⊗ =

= +

+ + ⋅ ∀ ∈ Ω

=

∫
∑

∫

∫

∫

∫

u φ x

u φ x

u u φ x

φ x

J f φ x φ

  (3.7) 

где  i
i
γρ  обозначают слабые пределы последователь-

ностей ( ) 2,1, =ii
i

γερ  в пространстве )(2 ΩL . 
Кроме того, отметим, что предельные функции 

удовлетворяют условию 2) определения 1.1 и спра-
ведливы соотношения [3, с. 36]: 

( ) ,2,1,0div ==∫
Ω

idi
i xuρ                       (3.8) 

( ) .2,1,0divlim
0

=≤∫
Ω

→
idi

i xuε
ε

ε
ρ                 (3.9) 

Чтобы завершить доказательство теоремы 1.2 
требуется, таким образом, доказать формулу  

.2,1, == iii
ii
γγ ρρ                 (3.10) 

Как и в работах [3], [7], [12], доказательство 
соотношений (3.10) основывается на комму-
никативном свойстве эффективных вязких потоков 
компонент смеси  

,2,1,divdiv )2(
2

)1( =−− iK ii1ii
i u u ννργ  

для которых получено обобщение коммуникативных 
соотношений для слабых пределов, сформулированое 
в виде следующей теоремы. 

Теорема 3.1. Пусть ερi , )(i
εu , 2,1=i  – последо-

вательность решений задачи (1.3), существование 
которых гарантируется теоремой 2.2, а iρ , )(iu , 

2,1=i  – ее предел, определенный в (3.1), (3.2). Пусть 
ηηε →  при 0→ε  слабо в 

 
2

1

6
( ), max .

4 3
i

t
i i

L t
γ

γ
=

⎧ ⎫
Ω > ⎨ ⎬

−⎩ ⎭
 

Тогда при выполнении условий теоремы 1.1 
имеют место соотношения: 

( )[ ]
[ ]

.2,1),(

x div div

x div divlim

0

2)2(
2

)1(

2)2(
2

)1(

0

=Ω∈∀

−−=

=−−

∞

Ω

Ω
→

∫

∫

iC

dK

dK

ii1ii

ii1ii

i

i

τ

τννρη

τννρη

γ

εε
γεε

ε

uu

uu

(3.11) 

Доказательство. Перепишем уравнения (1.3b) в 
виде: 

( )
2

( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, 1, 2,

div( )
1 1div( ) ( )
2 2

, 1, 2.

ij i
ij i i

j

i i i i
i i

i i
i i

i i
i

L K i

i

γε
ε ε

ε ε
ε ε ε ε

ε ε
ε ε

ε
ε

ρ

ερ ρ

ε ρ ε ρ

ρ

=

+ ∇ = =

= − − ⊗ +

+ ∇ ⊗ − ∇ ⋅∇ +

+ + =

∑ u Φ

Φ u u u

u u

J f

       (3.12) 

Возьмем в качестве тестовых функций в слабой 
формулировке уравнений (3.12) функции  

( )( )( )( 1
0

) , 1 ( ),, 2,i Ciε η ττ η τ ∞−= ∇ ∈Δ = Ω−φ  
ηηε →  при 0→ε  слабо в ( )tL Ω , получим (продол-

жая рассматриваемые функции нулем в R3\Ω): 

( )

( )

( )( )( )

(1) (2) 2
2

(1) (2) 2
2

( ) ( ) 1

div div 

div div 

:

, 1, 2,

i

i

i i i1 i

i i i1 i

i i
i

i

K d

K d

d

Φ d i

γε ε
ε ε

γε
ε ε

ε
ε ε

ε

ε

η ρ ν ν

η η τ

τ

η ρ ν ν τ

ρ τ

Ω

Ω

Ω

Ω

−

⎡ ⎤− − =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

− ⊗ ∇⊗∇ +

+ =

Δ −

∫

∫

∫

∫

u u x

u u x

u u x

x

   (3.13) 

где нетрудно показать в силу (2.1), (3.1), (3.3) и (3.5), 
что 0iΦ dε

Ω

→∫ x  при 

2

1

6
0, max ,   1,2.

4 3
i

i i

t i
γ

ε
γ

=

⎧ ⎫
→ > =⎨ ⎬

−⎩ ⎭
  

Рассмотрим второе слагаемое в правой части 
(3.13). Умножим обе части уравнений (1.3а) на функ-
цию τ , а затем подействуем на результат (продолжая 
рассматриваемые функции нулем в R3\Ω) оператором 

( ) ( ) 1, 1, 2,i iε
εη η τ −− ∇Δ =⋅u  и тогда после интегриро-

вания по области Ω  получим соотношения: 

( ) ( )( )( ) ( )1div ,

1, 2,

i i
i id Φ d

i

ε ε
ε ε

ε ρη η τ τ
Ω Ω

−⋅ =

=

− ∇ Δ∫ ∫u u x x
 (3.14) 

где 0iΦ dε
Ω

→∫ x  при 30, , 1,2
2

t iε → > =  (в силу (2.1), 

(3.1), (3.3) и (3.5)). Таким образом, 
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∫
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x
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 (3.15) 

 
т. к. если a aε →  слабо в ( )pL Ω , b bε →  слабо в 

( )qL Ω , то  
2 2

2

1 1

1
2

1 ,  , 1, 2, 3

k s k s

k s k s

a b
x x x x

a b
x x
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b a k s
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ε εε ε
− −

− −

∂ ∂
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Δ − Δ →

→ Δ −

∂

∂ ∂
∂ ∂

=
∂

Δ
∂

 

слабо в ( ) ,rL Ω  где 1 1 1 1.
p q r
+ = <  В итоге, переходя к 

пределу при 0ε →  в обеих частях (3.13) с учетом 
(3.15) приходим к соотношениям (3.11). Теорема 3.1 
доказана.  

Перейдем к доказательству соотношений (3.10). 
Отметим сначала, что формула (3.11) с 

ηρρη εε =→== 11,1i  при 0→ε  слабо в )(
12 ΩγL и 

условие 012 =ν  позволяют утверждать, что 

)(0 Ω∈∀ ∞Cτ  
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∫

u

u
  (3.16) 

 
Возьмем неубывающую последовательность фун-

кций nτ  такую, что )(0 Ω∈ ∞τ Cn , 10 ≤≤ nτ , 1→nτ  
поточечно при ∞→n . В силу (3.8), (3.9) и (3.16) для 
любых nm ≤  получаем  
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≤
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∫

∫

∫

x

x

x

           (3.17) 

 
где 0)( →nϑ  при ∞→n . Таким образом, из (3.17) (в 
результате предельного перехода при ∞→n ) 
следуют неравенство 

( ) 1

1

2
1 1

0

1 1
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m d

d m

γε ε
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γ
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∫

∫
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Далее, так как функция 1, 1
1 >γγzz  

монотонна на +
0R , то  

( )( ) ( )1 1
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v L v
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γ
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∫ x

 
п.в. в Ω       (3.19) 

и, следовательно,  
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1 1 1

2
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ρ τ
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∫

x x

x
  (3.20) 

Из (3.18), (3.20) очевидно следуют неравенство: 

( )1 1

1

2
1 1 1

2
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d v v d

v d m

γ γ

γ

ρ ρ ρ τ

ρ τ
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Ω
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∫ ∫

∫

x x

x
            (3.21) 

Совершая в (3.21) предельный переход при 
∞→m , приходим к неравенству:  

( )( )1 1
1 1 0.v v dγ γρ ρ

Ω

− − ≥∫ x  

Полагая в последнем неравенстве δψρ += 1v , 
0),(

12 ≥Ω∈ ψψ γL  п.в. в Ω , +→ 0δ , получим, что  

( )1 1
1 1 0.dγ γρ ρ ψ

Ω

− ≤∫ x  

C другой стороны (в силу выпуклости функции 
1γzz ), 11

11
γγ ρρ ≤ , и поэтому  

( )1 1
1 1 0dγ γρ ρ ψ

Ω

− =∫ x
 

0),(
12 ≥Ω∈∀ ψψ γL  п.в. в .Ω           (3.22) 

Из (3.22) следует  

.11
11
γγ ρρ =                                (3.23) 

 
Из формул (3.1) и (3.223) вытекает по теореме 

Рисса, что 11 ρρε →  сильно в ),(
1
ΩγL  из чего, в свою 

очередь, следует  
11 ρρε →  сильно в ).2,1[),( 1γ∈Ω qLq           (3.24) 

 
Соотношения (3.1), (3.23), (3.24) позволяют 

утверждать, что при 0→ε  
1 12 2

2 1 2 1( )  ,d dγ γε ερ ρ τ ρ ρ τ
Ω Ω

→∫ ∫x x  

и поэтому в силу равенства (см. (3.11) с 
ηρρη εε =→== 22,1i  при 0→ε  слабо в )(

22 ΩγL )  
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div x ( )

K d
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εε
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∫

∫

u

u
 

справедлива формула  
.divdivlim 2)1(

2
2)1(

20 ∫∫
ΩΩ

→
= xu xu dd τρτρ ε

ε

ε
         (3.25) 

Теперь из (3.11) с ηρρη εε =→== 22,2i  при 
0→ε  слабо в )(

22 ΩγL  и (3.25) следует равенство  
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( ) 2

2

(2) 2
2 2 2 220

(2) 2
2 2 2 22

lim div x

div x

K d
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γε ε
εε

γ

ρ ρ ν τ

ρ ρ ν τ

→
Ω

Ω

⎡ ⎤− =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

∫

∫

u

u
 

из которого, дословно повторяя вывод формул (3.23), 
(3.24), получаем, что  

22
22
γγ ρρ =  и 22 ρρε →  

сильно в ).2,1[),( 2γ∈Ω qLq               (3.26) 
Теорема 1.2 доказана. 
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