
Ì²ÆÍÀÐÎÄÍÈÉ ÍÀÓÊÎÂÈÉ ÆÓÐÍÀË «ÅÊÎÍÎÌ²×ÍÀ Ê²ÁÅÐÍÅÒÈÊÀ» 
 

 46 

 ìîäåë³ òà ìåòîäè åêîíîì³÷íî¿ äèíàì³êè, ñò³éêîñò³ é ð³âíîâàãè 
Модели и методы экономической динамики, устойчивости и равновесия 

Models and methods of economic dynamics, stability and equilibrium 

УДК 330.15:316 І. М. Ляшенко 
д-р фіз.-мат. наук, професор 

Ю. П. Тадеєв 
канд. екон. наук 

Київський національний університет імені Тараса Шевченка 

ЕКОЛОГО-ЕКОНОМІЧНА ДИНАМІКА З УРАХУВАННЯМ  
ІНТЕЛЕКТУАЛЬНОГО КАПІТАЛУ 

Вступ. Макроекономічні виробничі функції можуть бути ефективно використані при 
дослідженні динамічних процесів виробництва та розподілу продукції. Вони дозволяють, зок-
рема, дослідити оптимальні пропорції між виробництвом, споживанням та інвестиціями у ви-
робничий капітал [4]. В останній час велика увага приділяється еколого-економічним моде-
лям, які враховують також і ступінь забруднення навколишнього середовища. Так, в роботі [1] 
побудована еколого-економічна модель у вигляді задачі оптимального управління, яка дозво-
ляє дослідити найбільш раціональні пропорції між споживанням, інвестиціями у виробничий 
капітал та інвестиціями в охорону навколишнього середовища. В даній статті використаємо 
описану в [1] методологію для дослідження більш складної задачі, що додатково до зазначе-
ного враховує ще один важливий фактор – інвестування інтелектуального капіталу. 

Постановка задачі. Слідуючи роботі [1], введемо до розгляду функцію корисності 
 ,u u c p , де c  — обсяг споживання, p  — обсяг забруднення. 
Відносно функції u зробимо такі припущення: 
 ,u c p  має частинні похідні другого порядку, причому 
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  — гранична норма заміщення. Вважається, що 
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   , а також, що функція  0,p c S  монотонно спадає за аргуме-

нтом c . 
Прикладом описаної функції корисності може бути функція  ,u c p Ac Bp   , де 

0, 0, 0 1, 1.A B        
Критерієм оптимальності в нашій моделі, як і в роботі [1], є інтеграл від функції ко-

рисності вздовж траєкторії     ,c t p t  з врахуванням дисконтування: 

     
0

,
T

tW u c t p t e dt  . (2) 

Використаємо, як і в роботі [1], неокласичну однопродуктову двофакторну вироб-
ничу функцію: 

  ,Y F K L .  

Вважаємо, вироблена продукція Y  використовується для споживання c , для інвес-
тування виробничого капіталу K , для інвестування інтелектуального капіталу L , а також 
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для охорони навколишнього середовища, що має забруднення p . При цьому інвестуван-

ня фізичного капіталу йде як на розширення виробництва K  ( K  — похідна за часом), так 
і на відновлення зношеного капіталу K , що описується нормою амортизації 0  . Інве-

стування інтелектуального капіталу йде як на розширення трудових ресурсів L , так і на 
відновлення зношення інтелектуально активної частини трудових ресурсів  0 0L L   , 

де 0L const , а 0   — норма амортизації. 
Слідуючи роботі [1], будемо вважати, що обсяг забруднення: 

 , 0 1p Y    , (3) 

вимірюється в одиницях основної продукції. Також вважається, що частина відходів ви-
робництва асимілюється середовищем з темпом   0  , а при зменшенні забруднення 

на одну одиницю витрачається 1 r  1r  одиниць продукції. 
Отже, задача управління полягає в належному виборі частин випуску, які викорис-

товуються на споживання  Y , на інвестування інтелектуального капіталу  Y , на бо-

ротьбу з забрудненням  Y  та на інвестування фізичного капіталу   1 Y     . 

 Разом із функціоналом (2) маємо таку систему рівнянь: 
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де 0 ( ) 1, 0 ( ) 1, 0 ( ) 1, 0 ( ) ( ) ( ) 1t t t t t t               .  
Таким чином, мова йде про оптимальний вибір керувань ( ), ( ), ( )t t t   . 
Результати дослідження. Для розв’язання поставленої задачі оптимального управ-

ління використаємо принцип максимуму Понтрягіна. Для цього введемо спряжені змінні 

1 2 3, ,    («тіньові» ціни або об’єктивно зумовлені оцінки основного капіталу  K t , інте-

лектуального капіталу ( )L t  та забруднення  p t , відповідно). 

Введемо замість 1 2 3, ,    нові змінні 1 1 2 2 3 3, ,t t tq e q e q e       . В цих змінних 
гамільтоніан запишеться у вигляді: 

 
            

    
1 2 0

3

[ , , 1 , ,

, ],

tH e u F K L p q F K L K q F K L L L

q r F K L p

         

 

       

  
 

або 

 

        
       

  

1 1 2

1 3 1 2 0

3

[ , , , ,

, ,

, ].

tH e u F K L p q F K L q q F K L

q q r F K L q F K L K q L L

q F K L p

   

  

 

    

        


 (5) 

Згідно з принципом максимуму, оптимальні управління  ( ), ( ),t t t    надають ма-

ксимального значення гамільтоніану H , а функції  1 2 3( ), ( ),q t q t q t  є розв’язками такої си-
стеми диференціальних рівнянь: 
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З виразу (5) бачимо, що функціонал H  набуває максимального значення по , ,    
разом з функцією: 

    , ,h v        , (7) 

де           1 1 2, , , , , ,v u F K L p q F K L q q F K L            1 3 ,q q r F K L    . 

При цьому , ,    змінюються в одиничному симплексі: 

   , , : 0, 0, 0, 1               
. 

Аналіз виразу (7) приводить до висновку щодо  max , ,h   


: 

1) якщо 0   або 0  , то  max , ,h   


 досягається при 1     ; 

2) якщо 0  , то  max , ,h   


 досягається при 0  ; 

3) якщо 0  , то  max , ,h   


 досягається при 0  ; 

4) якщо ж 0   та 0  , то  0,1   та  0,1   довільні, а   або дорівняє 1, або є 

коренем рівняння   0v   . 
Повний аналіз оптимальних траєкторій даної моделі провести досить складно. То-

му, слідуючи роботі [1], дослідимо стани рівноваги або траєкторії збалансованого зро-
стання, які задовольняють необхідним умовам оптимальності. 

Стани рівноваги (стаціонарні розв’язки) знаходимо з умов 0, 0, 0K L p     , тобто: 
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Оскільки , , 0F K   , то з першого рівняння системи (8) одержуємо: сума      
є сталою і 1     . Отже, 1, 1, 1      і можуть виконуватись лише випадки 2), 
3) або 4). Друге рівняння системи (8) дозволяє зробити висновок: в точці рівноваги або 

0   і *
0L L , або *

0L L  і 0  є сталою величиною. Третє рівняння системи (8) дозво-
ляє зробити висновок, що   є сталою величиною, причому r  , де 1, 1r   . Отже, з 
системи (8) випливає, що ,   і   є сталими величинами. І оскільки 1  , то у випадку 

4) будемо мати   0v    або    1, ,u F K L q
c
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З урахуванням останнього система диференціальних рівнянь (6) набуде вигляду: 
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З цієї системи одержуємо ізольовані диференціальні рівняння: 
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З усіх можливих випадків детально зупинимось лише на двох. 
1. Випадок 0, 0   . Це, за визначенням роботи [1], рівновага «золотого віку», 

коли здійснюються витрати як на споживання, так і на інвестування у фізичний та інтеле-



¹ 1-3(73-75)’2012 

 49

ктуальний капітали, а також на очищення навколишнього середовища 
( 0, 0, 0     ). Відповідний стан рівноваги  * * *, ,K L p  характеризується помірними 

рівнями капіталів, споживання та забруднення. 

При 0   маємо 1 2q q , а при 0   маємо 1
3

q
q

r
  , тобто 1 2,q q  і 3q  є сталими ве-

личинами. Тоді з (10) отримуємо: 
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Перше рівняння з (9) можна записати у вигляді: 
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З умови 2 0q   на підставі (10) виводимо: 
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З умови 3 0q   на підставі (10) виводимо: 
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. (13) 

З системи (8) виключаємо   та  , що дає: 

        0, ,rF K L p rK r L L r F K L          , 

а оскільки  ,c F K L , то маємо: 

      0 ,rc p rK r L L r F K L         . (14) 

Система рівнянь (11), (12) дозволяє визначити рівноважні значення *K  та *L , а сис-
тема рівнянь (13), (14) при * *,K K L L   дозволяє визначити *c  та *p . Після чого легко 

знаходяться значення * *,   та * . 

Вивчимо питання стійкості стану рівноваги «золотого віку»  * * *, ,K L p , які є дода-

тніми розв’язками системи (8). Шукані * * *
00, , 0K L L p    існують, якщо 

1, 0, r          . 

Оскільки  ,F K L  є неокласичною виробничою функцією, то вона володіє власти-

вістю лінійної однорідності: 
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В точці  * *,K L  згідно (11), (12) маємо: 
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Тоді характеристичне рівняння, що відповідає системі диференціальних рівнянь (4) 
в околі нерухомої точки  * * *, ,K L p  має вигляд: 
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 (15) 

Дослідження випадку 0   показують, що корені 1 2 3, ,    характеристичного рів-
няння (15) задовольняють системі: 

    1 2 1 2
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. 

Таким чином, у випадку 0   достатніми умовами асимптотичної стійкості неру-
хомої точки  * * *, ,K L p  є умови ,1r r        , які разом з умовою її існування 

r   утворюють множину параметрів стійкості. 
2. Цей випадок за термінологією роботи [1] можна назвати рівновагою «темного ві-

ку». Тепер 0   та 0  , а тому 0   та 0  . Отже, ніяких витрат на інвестування ін-
телектуального капіталу та на боротьбу з забрудненням не здійснюється. Такий стан ха-
рактеризується високим рівнем виробництва (великий обсяг фізичного капіталу), висо-
ким рівнем споживання, але й дуже високим рівнем забруднення. Рівень інтелектуальної 
праці нульовий ( **

0L L ), а рівень забруднення регулюється лише природними процесами 
із заданим темпом зниження p p    . 

Комбінуючи перше та третє рівняння системи (9) при умові, що 30, 0, 0q    , 

знаходимо, що в точці рівноваги  **
0,K L  маємо умову: 
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Отже, стан рівноваги «темного віку» знаходимо з системи нелінійних рівнянь: 
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 (16) 

Висновок. Таким чином, в роботі побудована нова модель оптимального управлін-
ня, що враховує інвестиції у виробничі фонди, в інтелектуальний капітал та в охорону 
навколишнього середовища. Досліджені два важливі стани рівноваги, що задовольняють 
необхідні умови оптимальності. Дана модель може бути використана для стратегічного 
планування еколого-економічного розвитку країни. 
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