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ЗАНЯТОСТИ 
Введение. Значительную часть расходов портов составляют расходы на оборудова-

ние, поэтому большое значение для эффективной работы портов имеет экономически обо-
снованное планирование его ремонтов и замен. Поскольку главным фактором, влияющим 
на скорость физического старения оборудования, является интенсивность его использова-
ния, невозможно составлять планы ремонтов и замен оборудования без учета уровня его 
занятости в будущем.  

Как правило, структура и интенсивность грузопотока планируется заранее, однако 
фактическое поступление груза в порт может колебаться относительно запланированных 
ранее значений. На практике порт имеет весьма ограниченные возможности активно вли-
ять на интенсивность и структуру грузопотока. Основными факторами формирования гру-
зопотока являются общее состояния экономики страны и ее отдельных отраслей, полити-
ческая ситуация, изменения в налоговом и таможенном законодательстве и многие другие 
факторы. И хотя администрация порта не может прямо влиять на грузопоток, она вполне 
может с определенной точностью прогнозировать тенденции его изменения и принимать 
управленческие решения в соответствии с этими прогнозами. 

Невозможно создать одну математическую модель для корректного описания загруз-
ки всех типов оборудования во всех возможных ситуациях. Так, например, если основная 
доля загрузки оборудования зависит от заключения нескольких удачных долгосрочных ко-
нтрактов, то имеет смысл рассматривать лишь несколько альтернативных траекторий из-
менения коэффициента занятости оборудования, вероятности реализации которых напря-
мую зависят от заключения или незаключения этих контрактов. Совсем другая ситуация 
складывается в случае, когда загрузка оборудования зависит от большого количества фак-
торов, которые подвержены случайным изменениям. В этом случае для моделирования 
изменений коэффициента занятости больше подходит использование соответствующего 
случайного процесса. Именно этот случай мы рассмотрим в данной статье и проанализи-
руем, как данная специфика изменения уровня занятости оборудования влияет на выбор 
оптимального плана его ремонтов и замен.  

Постановка задачи. В настоящее время удалось достичь значительных результатов 
в анализе показателей работы предприятий различных отраслей, функционирующих в 
условиях неопределенности [1-4] и в изучении процессов старения оборудования, в том 
числе портового, планировании его ремонтов и замен [5-8]. Тем не менее, ряд практически 
важных вопросов, находящихся на стыке этих направлений, до сих пор остается недоста-
точно изученными. Целью данной статьи является исследование задачи планирования оп-
тимальных сроков ремонтов и замен сложного портового оборудования при неполностью 
определенном прогнозе уровня его занятости. 

                                                 
 Н.А. Малаксиано, 2012 
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Решение поставленной задачи. В идеале, для нахождения оптимальных сроков ре-
монтов и замен оборудования в условиях неопределенного грузопотока, было бы хорошо 
знать конечномерные функции распределения случайного процесса изменения коэффици-
ента занятости, но на практике такая информация практически никогда недоступна. В лу-
чшем случае известна лишь функция прогнозируемого среднего уровня коэффициента за-
нятости в будущем ( )с сs s t= , а также функции ( )в вs s t=  и, ( )н нs s t= , соответствующие наибо-
лее оптимистичному и наиболее пессимистичному сценарию изменения коэффициента за-
нятости и являющиеся соответственно верхней и нижней границами для всех возможных 
траекторий изменения коэффициента занятости. Кроме этого, если ожидается, что общая 
специфика изменения загрузки в будущем не будет меняться, может оказаться полезной 
история изменения коэффициента занятости за прошлые годы, на основании которой мож-
но, например, составить представление о таких характеристиках как  уровень колебаний 
будущей загрузки. 

Для примера рассмотрим случай, когда значения коэффициента занятости ( )s s t=  в 
будущем могут изменяться случайным образом, принимая значения между функциями 

( )в вs s t=  и ( )н нs s t= , графики которых представлены на рис. 1. И ожидается, что в среднем 
уровень загрузки будет соответствовать значениям функции ( )с сs s t=  (рис. 1). 

 

Рис. 1. Графики функций ( )в вs s t= , ( )н нs s t=  и ( )с сs s t=  

Для моделирования изменений коэффициента занятости будем его рассматривать 
как диффузионный случайный процесс ( , )s s t ω= , гдеω ∈Ω , а ( , ,P)Ω Α  – вероятностное про-
странство. Использование диффузионных случайных процессов удобно тем, что они пол-
ностью характеризуются своими функциями сноса и диффузии, которые обладают нагляд-
ным физическим смыслом. Функция износа 
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выражает скорость изменения значений случайного процесса ( , )s s t ω= , а функция диффу-
зии 
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выражает скорость изменения условной дисперсии. Поэтому несложно подобрать их так, 
чтобы обеспечить случайному процессу ( , )s s t ω=  надлежащие свойства. При имеющихся 
функциях сноса и диффузии случайный процесс ( , )s s t ω=  может быть выражен с помощью 
стохастической модели состояния в форме Ито: 
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где ( , )W t ω  – винеровский процесс, выходящий из нуля. 
Для моделирования случайного процесса загрузки оборудования рассмотрим функ-

ции износа и диффузии следующего вида: 

 ( , ) ( ( ) ) ( )c ca x t l s t x s t′= ⋅ − + , (2) 

 2( , ) ( ( ) ) ( ( ))в нb x t q s t x x s t= ⋅ − ⋅ − , (3) 
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с параметрами , 0l q > . Легко проверить, что при таком выборе функций износа и диффузии 
случайный процесс изменения коэффициента занятости ( , )s s t ω= , получаемый при помощи 
стохастического дифференциального уравнения (1), ограничен функциями  ( )в вs s t=  
и ( )н нs s t= , и имеет математическое ожидание ( ) ( )s сm t s t= . Действительно, это следует из то-
го, что математическое ожидание ( ) M( ( , ))sm t s t ω≡  случайного процесса ( , )s s t ω=  должно 
являться решением задачи Коши: 
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которая получается из стохастической модели состояния в форме Ито (1), если на нее по-
действовать оператором математического ожидания. И поскольку непосредственной про-
веркой легко убедиться в том, что функция ( )сs t  является решением уравнения (4), получа-
ем, что ( ) ( )s сm t s t= . 

Для того, чтобы оценить дисперсию ( )sD t  случайного процесса ( , )s s t ω= , моделируе-
мого стохастической задачей Коши (1), рассмотрим функцію:  

 ( ( , ), ) ( , ) ( )sy s t t s t m tω ω= − . 

Очевидно, что 

 M( ( ( , ), )) 0y s t tω =    и   2( ) M( ( ( , ), ))sD t y s t tω= . 

При этом 

 ( ( , ), ) ( , ) ( )sdy s t t ds t dm tω ω= − =  

 ( )( ( ) ( , )) ( ) ( ( ) ( , )) ( ( , ) ( )) ( , )c c в нl s t s t s t dt q s t s t s t s t dW tω ω ω ω′= − + + − ⋅ − −  

 ( )( ( ) ( )) ( )c s cl s t m t s t dt′− − + =  

 ( ( , ), ) ( ( ) ( , )) ( ( , ) ( )) ( , )в нly s t t dt q s t s t s t s t dW tω ω ω ω= − + − ⋅ − . 

Используя правило дифференцирования Ито (см., например, [9]), отсюда получим: 

 2( ( ( , ), ))d y s t tω =  
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 2 ( ( ) ( , )) ( ( , ) ( )) ( ( , ), ) ( , ).в нq s t s t s t s t y s t t dW tω ω ω ω+ − ⋅ −  (5) 

А поскольку 

 2 2M( ( , )) ( ) ( )s ss t D t m tω = + , 

применяя к равенству (5) оператор математического ожидания, приходим к задаче Коши 
для ( )sD t : 
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Решив эту задачу Коши, находим дисперсію: 
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Параметры в функциях сноса и диффузии, задаваемых формулами (2) и (3), имеют 
наглядный смысл и представляют дополнительные возможности для учета специфики мо-
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делируемого процесса загрузки оборудования. Так, параметр l  определяет скорость, с ко-
торой траектории случайного процесса ( , )s s t ω=  возвращаются к математическому ожида-
нию ( )sm t . Большим значениям параметра l  соответствует такая загрузка оборудования, 
при которой значения коэффициента занятости после отклонений имеют тенденцию быст-
ро возвращаться к своим средним значениям. Параметр q  характеризует интенсивность 
колебаний случайного процесса ( , )s s t ω= . Большие значения q  соответствуют значитель-
ным колебаниям уровня загрузки оборудования.  

На рис. 2 представлено несколько траекторий случайного процесса ( , )s s t ω= , являю-
щегося решением стохастической задачи Коши (1) с функциями сноса и диффузии, задан-
ными формулами (2) и (3) и параметрами 0,1l =  и 0,3q = . 

Рис. 2. Некоторые траектории случайного процесса ( , )s s t ω=  

Свобода выбора функций ( )в вs s t= , ( )н нs s t=  и ( )с сs s t=  создает широкие возможности 
для учета особенностей процесса изменения загрузки оборудования, например, таких, как 
возможные сезонные колебания и другие специфические факторы, связанные с данным 
грузопотоком. 

Теперь, имея математическую модель случайных изменений загрузки оборудования, 
для того, чтобы исследовать влияние этих изменений на эффективность выбранной страте-
гии ремонтов и замен оборудования, нужна модель динамики старения оборудования, учи-
тывающая изменения уровня его загрузки. В качестве такой модели используем математи-
ческую модель, основанную на разделении устранимого и неустранимого износов,  пред-
ложенную в [10]. 

Показателем неустранимого износа в момент времени t  будем называть чис-
ло 1 1( )u u t= , ( 10 1u≤ ≤ ), характеризующее интенсивность эксплуатационных расходов при 
полной занятости оборудования, которые невозможно или нецелесообразно уменьшить 
посредством ремонтов или модернизаций. Показателем устранимого износа будем назы-
вать число 2 2( )u u t= , ( 20 1u≤ ≤ ), характеризующее интенсивность эксплуатационных расхо-
дов на оборудование в момент времени t  при его полной занятости, которые могут быть 
уменьшены посредством ремонтов или модернизаций. Общий физический износ будем 
считать как сумму 1 1 2(1 )u u u u= + − ⋅ . Определяемые таким образом показатели устранимого, 
неустранимого и общего износа положительны и, возрастая с течением времени, прибли-
жаются к своему предельному значению. Для моделирования устранимого и неустранимо-
го износа рассмотрим динамическую модель, описываемую следующей задачей Коши: 
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 (6) 

где 1w  и 2w  – параметры, определяющие интенсивность увеличения соответственно неуст-
ранимого и устранимого износов на начальной стадии старения;  
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1v и 2v  – параметры, определяющие интенсивность увеличения неустранимого и устрани-
мого износов на последней стадии старения; 

( )s t – коэффициент занятости оборудования в момент времени t  (0 ( ) 1s t≤ ≤ ); 

1L и 2L  – параметры, определяющие нижние асимптоты кривых неустранимого и устрани-
мого износов ( 10 1L≤ < , 20 1L≤ < ); 

10u и 20u  – начальные значения показателей неустранимого и устранимого износов 
( 10 1u L> , 20 2u L> ); 

1a и 2a  – параметры, определяющие общую скорость увеличения неустранимого и устра-
нимого износов на протяжении всего времени моделирования; 

1b и 2b  – параметры, определяющие взаимное влияние значений и динамики устранимого и 
неустранимого износов. 

Кривые неустранимого и устранимого износов, моделируемые системой (6), имеют 
сигмоидную форму.  

Рассмотрим динамику износа, которая типична для портовых погрузчиков грузопод-
ъемностью до 3т. Эту кривую можно описать с помощью динамической модели (6) со сле-
дующими значениями параметров: 1 1v = ,  1 2w = , 1 0L = , 1 1,4a = , 1 1b = , 10 0,1u = ,  2 1v = ,  

2 1,02w = , 2 0L = , 2 2,8a = ,  2 1b = , 20 0.001u = . Поскольку сложное портовое оборудование имеет 
длительные сроки службы, все расходы будем дисконтировать (к моменту начала эксплуа-
тации оборудования). Единицей измерения времени по умолчанию будем считать год. Для 
наглядности далее все денежные расходы будем указывать в процентах от текущей стои-
мости нового образца этого оборудования. В данной статье ограничимся рассмотрением 
только капитальных ремонтов, выполнение которых влечет уменьшение показателя устра-
нимого износа до наименьшего значения. Средние эксплуатационные расходы за единицу 
времени работы машины в период от начала эксплуатации машины до момента времени t  
будем искать по формуле:  

 0

0
0

( ) ( ) ( )
(0) ( )

t
э

э t

R
R t u s e d

u s d

δττ τ τ
τ τ

= ⋅ ⋅
⋅

∫
∫

, (7) 

где  ( )u t  – показатель общего износа в момент времени t ,  
( )s t – коэффициент занятости в момент времени t , 

0эR – эксплуатационные расходы нового оборудования за единицу времени при полной по-
стоянной занятости, 

teδ – множитель наращения при непрерывном начислении процентов, 
δ – сила роста ( ln(1 )iδ = + , где i  – годовая ставка процентов при ежегодном наращении). 

Средние капитальные расходы за единицу времени работы машины в период от на-
чала эксплуатации машины до момента времени t  определяются  формулой: 
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где 0 100%R =  – цена нового оборудования; 

kt
R – расходы на капитальный ремонт, запланированный на момент времени kt . 

Тогда суммарные средние расходы за единицу времени работы машины в период от 
начала эксплуатации машины до момента времени t  равны: 

 ( ) ( ) ( )э аR t R t R t= + . (9) 

Будем считать, что средняя стоимость капитального ремонта составляет 35% от сто-
имости нового оборудования, годовая ставка процентов при ежегодном наращении равна 
4%, а эксплуатационные расходы нового оборудования за единицу времени работы при 
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полной занятости составляют 10% от его стоимости и изменяются пропорционально теку-
щим значениям коэффициента износа и коэффициента занятости. 

Используя метод имитации отжига [11], получаем, что для рассматриваемого обору-
дования при условии, что изменение коэффициента его занятости ( )s s t=  будет совпадать с 
функцией ( )с сs s t= , целесообразно планировать проведение двух капитальных ремонтов че-
рез 1 4,47ремt =  и 2 8,64ремt =  лет и списание через 12,82списt =  лет после начала использования. 

Эту стратегию ремонтов и замен оборудования можно считать оптимальной для данного 
уровня загрузки, поскольку при ней суммарные средние расходы за единицу времени ра-
боты машины в период от начала эксплуатации машины до ее списания принимают наи-
меньшее значение, равное 40,109. На рис. 3 приведены кривые износа оборудования, а на 
рис. 4 – кривые изменения средних затрат за единицу времени работы машины при данной 
оптимальной стратегии ремонтов и замен оборудования. 

Рис. 3. Кривые износа оборудования 
при ( ) ( )сs t s t=  

(1 – кривая неустранимого износа, 2 
– кривая общего износа) 

Рис. 4. Средние затраты за единицу 
времени работы оборудования при 

( ) ( )сs t s t=  
(1 – средние эксплуатационные за-
траты; 2 – средние капитальные 
затраты; 3 – суммарные средние 

затраты) 
Естественно возникает вопрос: какие сроки ремонтов и замен оборудования следует 

считать оптимальными, и как их искать, если будущие изменения коэффициента занятости 
оборудования можно прогнозировать лишь с определенной степенью точности? Одним из 
наиболее естественных подходов к решению поставленной задачи является рассмотрение в 
качестве оптимальной стратегии ремонтов и замены оборудования такой стратегии оптΨ , 
которая бы минимизировала математическое ожидание суммарных средних расходов за 
единицу времени работы оборудования в период от начала его эксплуатации до списания, 
то есть минимизировала бы выражение: 

 ( )M ( ( , ), ) ( ( , ), ) ( )R s t R s t P dω ω ω
Ω

Ψ = Ψ∫ , 

где ( , )R s Ψ  – суммарные средние расходы за единицу времени работы рассматриваемого 
оборудования в период от начала его эксплуатации до списания, рассчитываемые по фор-
мулам (7)-(9) при стратегии ремонтов и замен оборудования Ψ  и функции изменения коэ-
ффициента занятости ( )s s t= . Для того, чтобы вычислить приближенное значение указанно-
го математического ожидания с помощью стохастической задачи Коши (1) сгенерируем 
случайную выборку траекторий случайного процесса загрузки оборудования 1( )s t , 2( )s t , …, 

( )Ns t , и воспользуемся приближенным равенством: 

 ( )
1

1
M ( ( , ), ) ( ( ), )

N

k
k

R s t R s t
N

ω
=

Ψ ≈ ⋅ Ψ∑ . (10) 

Используя алгоритм последовательного квадратичного программирования [12], по-
лучим, что для рассматриваемого примера оптимальная стратегия оптΨ  состоит из двух ре-
монтов, проводимых через 4,46 и 8,45 лет, и замены через 12,51 лет после начала эксплуа-
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тации оборудования, а соответствующее ей значение ( )M ( ( , ), )оптR s t ω Ψ  составляет 40,456. 

При этом оценка среднеквадратичного отклонения суммарных средних расходов за едини-
цу времени работы оборудования в период от начала его эксплуатации до списания 

( )( ( , ), )оптR s tσ ω Ψ  при случайно меняющейся траектории коэффициента занятости и фикси-

рованной стратегии оптΨ  составляет 0,391. И хотя стратегия оптΨ  оказалась похожей на оп-
тимальную стратегию, полученную выше для фиксированной функции коэффициента за-
нятости ( ) ( ) ( )с ss t s t m t= = , вид системы (6) не дает оснований утверждать, что это закономе-
рно. Чем больше объем выборкиN , тем статистически точнее будет равенство (10). При 
этом отметим, что даже значительные объемы выборки не приводят к существенному за-
медлению вычислений компьютерной реализации предложенной математической модели. 
Так, при объеме выборки 100N =  нахождение оптимальной стратегии оптΨ  в системе 
Matlab занимает приблизительно одну минуту. На рис. 5 представлена гистограмма значе-
ний суммарных средних расходов за единицу времени работы оборудования в период от 
начала его эксплуатации до списания ( )( ),k оптR s t Ψ  для 1000 траекторий изменения коэф-

фициента занятости 1( )s t , 2( )s t , …, 1000( )s t , сгенерированных при помощи стохастической за-
дачи Коши (1) и фиксированной стратегии оптΨ . 

 
Рис. 5. Гистограмма значений ( )( ),k оптR s t Ψ  при различных траекториях изменения 

коэффициента занятости и фиксированной стратегии оптΨ  
 
Выводы. Изображенная на рис. 5 гистограмма дает представление о функции плот-

ности распределения вероятностей суммарных средних расходов за единицу времени ра-
боты оборудования в период от начала его эксплуатации до списания при случайно изме-
няющемся грузопотоке и фиксированной стратегии оптΨ , минимизирующей математичес-
кое ожидание этих расходов. Из приведенной гистограммы видно, что математическое 
ожидание сдвинуто вправо относительно моды из-за наличия небольшого количества выб-
росов, почти равномерно распределенных между значениями 41 и 42,3 (правя часть гисто-
граммы). Наличие этих нежелательных выбросов сопряжено с риском дополнительных ра-
сходов для порта. В связи с этим в некоторых случаях может быть целесообразным отка-
заться от использования стратегии оптΨ  в пользу других, менее рискованных стратегий ре-
монтов и замен оборудования, которые бы минимизировали вероятности таких выбросов 
за счет незначительного увеличения математического ожидания суммарных средних рас-
ходов за единицу времени работы оборудования. Поэтому может представлять практичес-
кий интерес дальнейшее развитие предложенной модели для исследования многокритери-
альных оценок стратегий ремонтов и замен оборудования. 
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