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OZET

Bu calismada, kesiti i ige (confocal) elipslerden miitesekkil bir toroidal halka sektdrintin pur burulma problemi
ele dinarak i¢ gerilme dagilimi elde edilmektedir. Analiz icin Gohner metodu kullaniimaktadir. Elde edilen
sonuglar, pir egilmeye maruz hal icin elde olunan sonuglarla stiperpoze edilmek suretiyle egilme ve buruima
seklinde bilesik yuklemeye maruz bir dirsek elemandaki gerilme dagilimi elde edilmeye calisilinmaktadir.

Anahtar Kelimeler : Gerilme, Dagilimi, Toroid, Egrisel, Halka, Eleman

STRESS DISTRIBUTION IN A TOROIDAL RING SECTOR SUBJECTED TO BENDING
AND TWISTING

ABSTRACT

In this study, stress analysis in a toroidal ring sector with an elliptical cross section composed of two confocal
ellipsesis considered. Gohner’s method is used in the analysis. The results obtained for the case of pure torsion
is superposed with those corresponding to pure bending in order to reach to the case of combined loading.
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1. GIRiS

Egri tuplerin safi egilme problemi c¢ok sayidaki
bilim adaminin dikkatini ¢ekmis ve genis olarak von
Karman (1911), Thuloup (1928), Reissner (1959) ve
Clark and Reissner (1951) tarafindan incelenmistir.
En son olarak Pala (1996) farkli bir yaklasim
Uzerine  kurulup Gohner metodunu  (1930)
kullanarak benzer bir problemi kesitin eliptik olmasi
farkiylaele amistir.

Bdyle bir analiz, ovallesme etkisinin analitik bir
tarzda probleme katilmasini saglar. Safi egilme
Uzerine ¢ok sayida makale mevcut olmasina ragmen
literattirde egri tiplerin bilesik yikleme haline dair
makale mevcut degildir.

Bu makale, ayni anda egilme ve burulmaya maruz
kesiti i¢ ice elipslerden mitesekkil toroidal halka
seklindeki bir tupteki i¢c gerilme dagiliminin elde
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edilmesine hasredilmektedir. ilkin halka pargasinin
safi burulma problemi ele alinmaktadir. ikinci
olarak, Pala (1996) tarafindan safi egilme igin
verilen  sonuglar  mevcut  problem  igin
degistirilmektedir. Uclincli merhalede, Kkarsilasilan
denklemlerin timl lineer ve ikinci mertebeden
olduklarindan sonuglar stiperpoze edilmektedir.

Kesitin eliptik kabul edilmesinin bir sebebi de
egilme ve burulmaya maruz toroidal sektoriin bogaz
kisminin yaklasik olarak eliptik bir kesit seklini
alacagl ve genel halde elde edilen sonuclarin bu
bolge icin daha uygun disecegi beklentisidir.
Deneysel dlclim sonucunda elipslerin esas eksen
uzunluklari belirlenerek metodun analitik sonuglari
icerisinde degerlendirilebilir.

Analiz, analitik hesaplama zorluklari dolayislyla
Uclncl mertebe diizeltmelerle sona erdirilmektedir.



Egilme ve Burulmaya Maruz Bir Eliptik Halka Sektoriinde /¢ Gerilme Dagilimi, Y. Pala

2. ANALIZ

Sekil 1'de goruldugu gibi halkanin merkezinden
gecen ve haka dizlemine dik olan eksen boyunca
iki esit ve zit yonll P kuvvetinin etkisine maruz olan
bir halka sektoril ele alalim. Bu kuvvetler halkanin
her kesitinde ayni bir M = PR momenti hasil eder.
Kesit boyutlar Sekil 1. b'de gosterilmektedir. Daha
sonra aglklanacak sebepten dolay! i¢ elipsin asal
eksen uzunluklari  dis  elipsin  asal  eksen
uzunluklarinin k kati secilmektedir. Burulma halinde
yaniz 1y, , 10 kayma gerilmelerinin sifirdan farkl
olduklarini  kabul edecegiz. Buna gore denge
denklemlerinden,

@ (b)
Sekil 1. Safi burulmaya maruz toroidal halka sektéri

or or 2T
ré + 4 + ré —

a a r 0 @)

elde ederiz. Sekil 1.b'den,

T\, = Ty COSO

g @)

T = 7,¢(c0s? @ —sin? 0) = ,, c0s26

Xy

buluruz. Bunlari gerilme tamlik denklemlerine
yerlestiip @ = o, + 69 + o, = 0 oldugunu
hatirlayarak,

521& 15791 azfez Toz
+= + -—=0 3a)
at* ra at r? 53

é’zz'rg N 17z, N é’zrrg B Az,
az r a a? r2

=0 (30)

elde ederiz. Diger,

+1+Vr a - 4

v, L 1 e 0
Trz_rz Trz+1+v acr -

seklindeki dort adet tamlik denklemi 6zdes olarak
saglanmaktadir. Buna gore problemimiz, (1) ve (3)
denklemlerinin sinir sartlarini saglayan ¢dziminin
bulunmasinaindirgenmektedir. (1) denklemleri,

_GR? dp GR?
Tro = r2 E' Tor — r2 E
©)

halinde saglanir (Timoshenko and Goodier, 1951).
Burada G rijitlik modlli ve R, halka yarigapidir.
(5) denklemlerini (3) tamlik denklemlerinde yerine
koyarak,

ala? &% ra
2 2
£{M+M_§@}o

2 2
i{ﬁ+ﬂ_§@}o
(6)
ala® & ra
denklemleri elde  olunur  (Paa, 1996).
(6) denklemleri parantez icindeki ifadenin r ve z

den bagimsiz ve dolayisiyla bir sabit olmasi
gerektigini telkin etmektedir.

Py P 3p
L L 2 1 2c=0
al aZ ral @

Burada c, bir sabittir. Simdi bu denklemde,
¢=R-r, ¢=z ®

vazederek,

Py %9 3 o
+ + —+2c=0 (9)
&t _é)a
{2l

elde ederiz.

1 & & (10)

——=1+Z+ 5+
1%
R
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esitligi ile birlikte
=g+ @+ dot.... (1D

oldugunu varsaylp bu ifadelerle (1) denklemine
mUracaat ederek

74y, P4

+2c=0 12a
FER (129)
2 2
é’¢;l+é7¢;1+3é’¢0=0 (12b)
ot & R &
2 2
é’¢2+5’¢2+35¢1+3§é’¢0=o (120)

o2 R&E R &

denklemlerini elde ederiz. ¢ sinirda sifir oldugundan
do, d1, d2,...,0n ler de sinirda sifirdir.

Y eni degiskenler cinsinden gerilmeler,

G o G o
To= 3 =, @
-
1-= 1-=
yada,

2
%=1+2—§+%+... (14
%)
acihmini dikkate alarak,

T =G@ 1+§+£2+
rg ag R R2
(15

seklinde elde olunur.

Simdi sadece (12a) denklemini dikkate alarak
gerilmeler icin ilk yaklasim olarak,

(7o), ¢ (7a), :G% (16)

elde ederiz. Ayni  sekilde ikinci ve Uglncl
yaklasimlar icin de,

28\ oy A
(7o), = GKhéjﬁig%ﬁ—ﬂ (17)

ib

|-b

@ (b)
Sekil 2. Eliptik kesit boyutlari

28\ 4 12
(rgz)l = GK1+ éj ﬂ;ieovté,—?}

ve

_of[1, 2, ¥ (1,25
(TrO)z - G|:[1+ R * RZJ g +(1+ R] 12 i 5§} (18)

2 2) 4 28\ op &
(), = GK1+I§+3F§2J 7?+(1+ éj £+§}

elde ederiz (Timoshenko and Goodier, 1951).
2. 1. Eliptik Kesit

¢ nin ylzeyde sfir olmas dolayisiyla sinir
egrilerinin denklemlerinden mitesekkil seklinde bir
gerilme fonksiyonu dustnehiliriz.

¢0:—k(b2§2+a2g2—azbz)(d2§2+czg2—czd2) (19)

Burada a, b ve c, d ikilileri elipderin asa eksen
uzunluklaridir. Ancak, (12) denklemlerinin yapisi
boyle bir formun kullanlmasina misade
etmemektedir. Zira, denklemlerin ikinci mertebeden
olmalar1 dolayisiyla baslangigta sabit oldugu kabul
edilen k nin & ve ( degiskenlerine bagli olmasi gibi
bir celiskiyle karsilasiriz. Bunun igin sadece
ylzeyde sifir olan,

do = k(b%e? +a%¢? —a%?) (20)

seklinde bir fonksiyon secelim. Bu ifadenin (12a)
denkleminde yerine konulmasl

C

k=-
a’ +b?

(21)

verir. Bunagore,
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—-C 2.2 2.2 202
¢0:a2+b2(b & +a‘s —abj (22

fonksiyonu ylizeyde istenen sart1 saglar.

simdi,
& ¢’ -1 23
@) o &

elipsini dikkate alalim. Burada k bir sabittir. Bu egri,
dis sinira geometrik olarak benzer ayni eksenli bir
eipsdir. (22) denkleminden gozlenecegi Uzere do
fonksiyonu bu egri Uzerinde de sabittir ve
dolayisiyla birden kiglk k'lar icin bu €lips, dolu
kesit igin bir gerilme ¢izgisidir. Bu ¢izginin herhangi
bir noktasinda kayma gerilmesi, cizginin tegeti
dogrultusundadir. Simdi, bu gerilme cizgisinden
toroidal bir ylzey gecirecek olursak, bu ylizey
Uzerine hi¢ bir gerilme etkimez. Bilahare, bu
ylizeyle sinirlanmis  malzemenin - milin ~ dis
kismindaki  gerilme yayilisini  degistirmeksizin
kaldirildigini - distnebiliriz. Sonug olarak, (22)
gerilme fonksiyonu, eliptik delik ihtiva eden bir mile
de uygulanabilir. Bu arada varilan sinirlamaya
dikkat etmek gerekir. Metod, mesela Sekil 2. b’ deki
gibi konumlandirilmis iki elips hali icin gegerli
degildir.

Simdi, (22) denklemini (16) denklemlerinde
kullanarak

(1,9)0 _ - 2Ga2c

YEr Sy 24
(a2 + b2) 4 (249
( ) - ZGDZC
#o~(a? v 1?)°
(24b)
elde ederiz. Buna karsilik burulma momenti
(Mt)o = —jj(rreg+rzgf)d§ dg
D (25)
(1— k4)Ha3b3Gc

(a? +b?)

seklindedir. Buradan ¢ sabitini cekerek

B ( Mt)o(a2 +b2)
- HGa3b3(1- k4) (0

elde ederiz.

Verilen ayni bir donme miktari (d6/ds) icin ici bos
mildeki gerilmeler dolu toroiddekinin ayni olur.
Fakat moment, (25) ifadesinden tedkik edilebilecegi
tizere (1-k* oraninda azalir. Yani, M—M/(1-k? ile
degistirilmelidir. Buna gére

o = c[b2§2+a2g2 —a2p? @7

denklemi eliptik delik hali icin de gecerlidir.
Burada c, (26) denklemi ile verilmektedir.

Simdi, ¢, fonksiyonu ile (12b) denklemine miiracaat
ederek

P Ph _ 6ob’
& &®* R

4 (28)

elde ederiz. (28) denklemini ve ¢; = O sinir sartini
saglayan ¢6zim

¢ = mgb’e +als? —a?b?] (29)
seklindedir. (28) denkleminde yerine koyarak

4 —3ch?
v R(Sb2 +az)(a2 +b2)

[b2§2+a2g2 —a?p?]&(30)

elde ederiz.

Simdi, gerilme bilesenleri icin bu ikinci yaklasimi
(17) denklemlerinde yerine koyarak

(), =22 (R 25 _lr ()
)17 R(a? +b?) (30? +a?)

(7a), = R_(:ZGET)Z){( R+28)E+ 2(3023+ az) (3&)252 + azgz_azbZ)}(‘?:Z)

buluruz. Bu gerilmeler kullanilarak moment,
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H 70l + TpE)rdo
(:ajsc [nf iz v, [ 2c?acue]
+ R(;b f;)z) MI 2dd¢ + v, [ Eazdg+ v [ Pe0zac+ v [ fd,gdg]
-2a%n
)
ﬂ[ﬁ 8 . 4 }
R(a +b2)(1 k") a‘vg + 15a vy + 5b a95+3aus

olarak elde ederiz. Burada,

3)2

2
v =1 v=—+————>, v13=R

R R(3b2+a2)
oo ¥ % 3t
‘o 2(3)2+a2)' 5_2(3bz+a)’ 6_2(3bz+a)
dir.

Uglincii  yaklasimi  elde edebilmek igin ¢; in
(30)'deki ifadesini (12c) denkleminde yerlestirerek

Py P by _ 30h 3 dh
o2 &t R& R? &

(33)

buluruz. Bu denklemi saglayan ¢, ifadesini
b = [ + 256" — a5 [0°E" +a’c" —a%D?|  (34)

seklinde elde ederiz. Burada &, & ve @&
belirlenmeleri gerekli sabitlerdir. (34) ifadesini (33)
de yerine koyup &2 ve ¢? i terimlerin katsayilari ile
sabit katsayilari birbirine esitleyerek

a = —m[a(mzm 2¢) + 2a2R2] (35)

a2 [an(6b2+a2)—3mzb2R—2kb2]

a2 = (36)
2R [a2b2 - (60% +a2)(0 + 5a2)]
a’b? ( 3mz)
P=——— |y tay+—= 37
3 3.2 N b2 1 2 2R ( )
buluruz.

Sabitler bulunduktan sonra ¢, nin (34) ile verilen
ifadesi (18) denklemlerinde yerine konularak
gerilmeler

(710), = G[ (2ca?) 1 )[ %, 35—]; + (1+ g)(2rnza )ge)

+ 2.512(b2§2 +ac? —a%? )g+ (al§2 +aye? — 513)(2512 )g }

(39)

(rzﬁ)z{ (14—% Ss )(Zcb g+ [ j[m2 (0227 +a2¢? - a%b?) + my( 20 )]

(39)

+(2a1§)(b2§2 +a’g? - a2b2)+ (alrf2 +a,e? —a3)(2b2§) }

olarak elde edilir.
2. 2. Bilesik Yukleme

Bir ring sektorinin Sekil 3'deki gibi yiklendigini
kabul edelim. O takdirde, denklemlerin lineer
olmalar1 dolayisiyla safi egilme icin Pala (1996) da
verilen formiller ile bu makalenin sonuclari
suiperpoze edilebilir. Bununla beraber, bu makalede
karsilasilan kisittama g6zonine alindiginda bunun
ancak Sekil 3. b-c’deki hallerde mimkiin olacagl ve
sfi egllmeformullermde deic eksen uzunluklarinin

Bilesik Yiikles M

@ (b) (©)
Sekil 3. Bilesik yuklemeye maruz halka sektort

dis eksen uzunluklarinin k kati oldugunun dikkate
alinmasl gerektigi hatirlatilmalidir. Buna gore ilk
yaklasim olarak kesitte 1, Toz, Trg, O, Gg V€ G,
gerilmeleri mevcut olacaktir. Pala (1996) daki
sonuglar bu hal icin uygun tarzda yazilip mevcut
sonuclarlabirlestirilerek,

2M,
” nRa%?(1- k“)(
- :%
81—k parR
o MoAb
=7 an(1-k*)Ra® (40)
Mo
11(1- k*)(1- k?)b%a*
- 2Gb%*c
(el 2

—2Ga’c |
(r&]o = (az +b2)‘§

0% e -alb?) + W8 4 13" i)

l'lbazzl.— k4)(

(k2% + ufs? —12)

ol e -l ]

gerilme bilesenleri elde olunur. Burada
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@ =(K2+1)a%?, 42 =6k%a%?, u2 =2k*a't?, ~(m), 2 (), X2
12 = 6k 12 = 2k*a* 2GR~ (1+2) 2GR 14 x2”
78[vb2+(1+v)a2] ,(T )
_ ro 1 2y
P Vb?[3K2(b* +a*) + 2k%alb? | @ 2Gch:(1+ Xz){(“ Zy)+3+xz}2
~11+1) 2 2 -z 2 2 2 2
o= 4 [Cla +C?b] (&)1:7x 3 (1+2y)y+ 3); {3y2+zz—(;) }
2 2,2 2 2GcR (1+X) 2(3x +1) X
1 [(2+ i + 1+ v) s +y4]A0 a
o= 6 +|2+v)++ v)lT2
, seklinde boyutsuz denklemler elde ederiz. Bu
a® A ifadelerin  U¢c boyutlu profiller halinde ¢izim
= Q@+ V) + A+ V) + 12 : ¢ y P ¢
2 =7~ gl 2 e A v ] Sekil 4, 5,6, 7 de gortlmektedir.
dir.

3. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada kesiti konfakal elipslerden ibaret bir
halka sektorii g6zoniine ainarak i¢ gerilme analizi
yapiimistir.  Sinir sartlarinin - saglanmasi zorlugu,
ancak ayni eksenli konfokal elipsler halinde ¢dziim
vermeyi mimkan kilmistir.

Metod, bu yoniyle, keyfi eksen uzunlugunu haiz i¢
eliptik bosluk hali ile keyfi yonelimli eliptik bosluk
tasvir edememektedir. Bilahare, bu meyanda yeni bir
calisma dusundlebilir. Safi burulma hali icin elde
edilen sonuglar birinci mertebeye kadar siiperpoze
edilmek suretiyle egilme ve burulma seklinde bir
bilesik ylklemeye maruz dirsek elemanin i¢ gerilme
dagilimi elde olunmaya caligilmistir.

Sonuglarin pratikle uyum halinde olup olmadig
baska bir makalede incelenecektir. Elde edilen
sonuclarda a = b konulmak suretiyle konsentrik
daireler hali icin de ¢6zim elde olunabilir. Kesitin
diptik secilme nedenlerinden birisi, 6zellikle
egilmede oldukca bariz bir sekilde kendini gosteren
bogaz bolgesindeki ovallesmenin gerilme dagilimi
Uzerindeki etkisini incel emektir.

Gergektende, egilme ve burulmaya maruz dairesel
kesitli dirsek elemanin bogaz bolgesinin  kesiti
daireden ayrilarak yaklasik olarak bir elips seklini
alir. Bu halde, bu bolgeye yakin kisimlarda eliptik
kesitler icin elde olunan formdller kullanilabilir.

Siiphesiz bu durumda, kesitin asal eksen uzunluklari i AR
deneysel olarak olculup denklemlere : _ ' .
yerlestirilmelidir.

x=b/a,y=¢/R, z=¢/R olmak Uizere, @

(10)g> (7az), Ve (710), VE(74,), gerilmelericin
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(d)
Sekil 6. (7,,), in sirasiylaz=0.1, 0.2, 0.3, 0.4 icin

desisimi

044 -7

Sekil 7. (z4), in srasyla z=0.1, 0.2, 0.3 igin
degisimi

Sekil 4'de (T,),nn bla ve z=b/R ile degisimi
gorilmektedir. Gerilme z ile 6nemli 6l¢lde artarken

bu artis x in blyumesiyle dismektedir. (0,0) noktas
dek kesit haline tekabil etmektedir. Sekil 5'de
(Tez),in bla igin dek toroidal halkaya tekabil
etmektedir. Bu durumda gerilmenin y ye bagli
olmadigl gorilmektedir. b/a nin blyuk degerleri icin
alRile 6nemli dlclde artmaktadir. Sekil 6a'da z =
0.1igin (z,9), in grafigi gortimektedir. Gerilme x
ile distrken y ile artmaktadir. Ancak, gerilmenin y
ye baglligl x in artislyla birlikte azalmaktadir. Sekil
6. a, b, c ve d' de z nin sirasiyla z=0.1, 0.2, 0.3 ve
0.4 degerleri icin cizilmistir. Gerilmenin z nin lineer
artisl karsisinda lineer olarak artmadig! ve gittikce z
den bagimsiz hale gelecegi agiktir.

Sekil 7., bvec de (Tez)l ninz=0.1,02ve0.3

icin cizilmis grafikleridir. Yine gerilmenin y artigina
olan bagimhhig! x ile artmaktadir. Her ¢ grafikten
de (r4), nin z=s/R ye hemen hemen hic bagl

olmadigi gorulmektedir.
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