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OZET

Boyutlar ihmal edilmeyen bir kitleyi tastyan iki ayri kiris parcasindan olusan bir sistemin 6zfrekanslarini
hesaplamak igin matematik bir model kurulmaktadir. Kirig parcalarinin diger uclari basit mesnetlidir. Bu model
kademeli mil ve Kkirisler, klasik basit mesnetli kirisler ve konsantre kitle tasiyan kirislerin frekanslarini
hesaplamaya da imkan saglamaktadir. Ayrica boyle bir sistemin temel frekansini yaklasik bulmaya yarayan bir
metot da verilmis ve bu amagla sisteme ait elastik egri ifadeleri boyutsuz olarak ¢ikariimistir.

Anahtar Kelimeler : iki parcali kiris-kiitle sistemi, Dogal frekandar, Basit mesnetli Kiris, Titresimleri

A STUDY ON THE EIGENFREQUENCIES OF A VIBRATING TWO PARTED
BEAM-MASS SYSTEM

ABSTRACT

A mathematical model is established to find the eigenfrequencies of a system which consists of two beam
segments connected with each other via a distributed mass. The beam segments are simply supported at their
other ends. This model enables one to obtain the frequencies of some special cases like stepped beams and
shafts, classical simply supported beams and beams carrying concentrated mass. Furthermore, in order to
calculate the fundametal frequency of such a system, an approximate method is given. For this purpose, the
deflection equations of the system are also derived in non-dimensional form.

Key Words : Two parted beam-mass system, Simply supported beam vibrations, Natura frequencies

kirisler veya aa noktasinda konsantre kitle
yerlestirilmis  herhangi  tarzda  mesnetlenmis
kiriglerdir. Ayrica kiris Uzerinde yayili kutlenin
oldugu sistemlerin incelendigi calismalar da
mevcuttur (Chan ve Zhang, 1995; Chan, et al.,
1996-1998; Chan ve Wang 1997; Cha ve Dym,
1998). Ancak bu calismalarda iki kiris parcasiyla
tasinan boyutlari ihma edilemez kitleden olusan

1. GIRIS

Kendi kitles disinda yayili veya konsantre kitleler
tastyan Kiris ve cubuklarin serbest titresimleri cesitli
bakis acillarindan ayrintili ve yogun bigcimde
arastirilmistir. Bu konudaki zengin literatlr ve
incelenen  konular  hakkinda (Chen, 1963;

Godl, 1973; Bhat ve Wagner, 1976; Chan ve Zhang,
1995; Girgdze, 1998)’ nin calismalari fikir verebilir.
Kirislerin tasidigi kitlelerin boyutlari kiris boyutlari
yaninda ihma edilemez oldugunda kitlenin
jiroskopik etkisnin de g6z ©6nine ainmasi
gerekmektedir (Bhat ve Wagner, 1976; Bhat ve
Kulkarni, 1976). Genelde simdiye kadar incelenen
sistemler ya ucunda konsantre kit e taslyan ankastre

sistemin ele alinmadigl dikkat cekmektedir. Bu
calismada Sekil 1'de gosterilen bdyle bir sistemin
doga titresim frekanslarinin tayini icin bir metot
verilmektedir. Bulunan genel frekans denklemi
konsantre kiitle taglyan ve tasimayan kiriglerin dogal
frekanslarini bulmakta da kullanilabilmektedir.
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2. MATEMATIK MODEL

Sekil 1'de gorilen sistemde kutlenin dizgin sekilli
ve kitle merkezine gore simetrik oldugu kabul
edilmektedir. Uniform kiris parcalari farkli egilme
katiliklarina ve boyuna yogunluklara sahip
olabilirler.
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Sexil 1. iki parcali kiris-kitle sistemi

Sekil 2'de bu sistemin serbest titresimleri esnasinda
alacagl hal abartili olarak gosterilmistir. Eksenel
dogrultudaki  hareketler bu asamada ihmal
edilecektir. Kirig parcalarinin hareket denklemleri iki
farkl koordinat takiminda ifade olunacaktir. Bunun
amaci kirisin sag ucundaki sinir sartlarinin daha
kolay ifade edilmesidir.
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Sekil 2. Incelenen sistemin titresim halindeki
gorinimii ve secilen koordinat takimlari

Uzunlugu a olan kiris par¢asi 1 ve ¢ uzunluklu diger
parca ise 2 ile numaralanacaktir. X;y; takiminda 1
Kirisinin hareket denklemi

E1l1yi™+ p1A1Y1=0 1)
ve Xoy, takimindaise 2 kirisininki

EaloyZ+p2A2y2 =0 @)
olmaktadir. Kiris kesitlerinin dénme etkis g6z
Online alinmamaktadir. ()’ isareti x; veya X,'ye gore
tirevleri, ( )*° ise zamana gobre tirevierni
gostermektedir.

2. 1. Sinir Sartlari

1'nolu parcaya ait sinir sartlarininilk ikisi sdyledir:

y1(0,t)=0 ©)

Ealyy (Ot)=0 (4)

2'nolu parga icin de xyy, takimi kullanildiginda
benzer sartlar yazilabilir:

y2(0.t)=0 )

Eoloyz (0.t)=0 (6)

1'nolu kirisin x; = a@da ve 2" nolu kirisin x, = c'de
saglamasi gereken sinir sartlarinin sayisi dorttir.
Bunlarin ikisi geometrik, ikisi ise dogal (dinamik)
sinir sartlaridir. Aslinda bu sinir sartlarina ortisme
sartlari (matching conditions) veya sireklilik sartlari
demek daha anlamli olacaktir. Bu sartlar asagidaki
gibi bulunurlar;

1 (at)=-y2 (o) (7)
)+ by (@)= y2(c.) ®)
Exlyia )+ Exlay3(60) - M gala) 25i(a) ©)
~Eilyi(at)+ Ealays(ct)=I¥i(at) (10)

(7) ve (8) geometrik ortisme sartlari olup, elastik
egrinin srekliligini garanti etmektedirler. (9) ve
(10) dogal (ya da dinamik) sartlari ise adinda
kitlenin otelenme ve donmesine ait hareket
denklemleridir. (9) ve (10) un sag taraflarinda M ve
Jnin garpanlar istenirse y, nin tirevleri cinsinden de
ifade olunahilir.

2. 2. Hareket Denklemlerinin Cézulmesi

Degiskenlerine ayirma yéntemine dayanarak (1) ve
(2) icin,

y1(X1,t) = Y1(x1) -q(t) (11)
yo(x2,t) = Y2 (x2) -a(t) (12)

seklinde cozumler onerilir, bunlar (1) ve (2)'de
yerine konur gerekli diizenlemeler yapilirsa

a__Elyi'__Boloyy 2 (13)
g piA1Yr  p2A2Y2

ve buradan

Y{"+kj Y1 =0 (14)

Mihendislik Bilimleri Dergis 2001 7 (1) 1-9

Journal of Engineering Sciences 2001 7 (1) 1-9




Iki Parcali Kiris Kiitle Ssteminin Titresiminde Dogal Frekanglar Uzerine Bir /nceleme, O. Kopmaz, S. Telli

Y5 +k3 Y2=0 (15)
denklemlerine erisilir. Burada o?, k; ve k, arasinda

02 =kdElL 4 Eola (16)
P1AL p2A2

bagintisi mevcut olup, (14) ve (15) in ¢ziimlerinin
Y1 = Agchkqxq + Byshkqxq + Cq coskyxq + Dy sinkyxq an
Y, = Agchkoxo + Boshkoxp + Cpooskox, + Dosinkoxs (18)
tarzinda olacag! aciktir.

(3), (4) ve (5), (6) sinir sartlarindan

A1=Ci =A,=Cy=0 (19

bulunur. Diger dort sartta Y; ve Y, kaan
terimleriyle gerekli  tOrevler ainarak  yerine
konuldugunda B;, D;, B, ve D, i¢in bir homojen
denklem takimi elde olunur. Bu takimin trivya
olmayan ¢dzUminin olmasi icin katsayllar matrisi
determinantinin sifir olmasi gerektigi agiktir. Bu ise
sistemin 6zdeger denklemine ve dolayisiyla frekans
denklemine sevk eder. Bu determinanti vermeden
evwvel bazi boyutsuz parametrelerin tanimlanmasi
sonuclarin - genellestirilmesi  bakimindan  yararli
olacaktir. Bu parametreler asagidaki gibidir:

L=a+b+c (20)

olduguna gore

a

r=1”ll (21)
c

r:ﬂz (22)
b

I (I-ng—m2) (23)
_PiAL 24

0= A, (24

_Eala (25)

ve sistemin toplam kitlesine M, denirse,

Mt =p1A1a+p2A2C+M (26)
olmak (izere,
M
H—M—t (27)
_P1Aa
M= (28)
_P2AzcC
Ha = (29)
7\1: k1a (30)
7\2 = k2C (31)
v-—0 (32)
Mb

Bu parametreler cinsinden 4 x 4'ltk karakteristik
determinant d nin elemanlari séyle bulunur:

dll = 7\,1 Ch)\.l

d12 = 7\1 COS}»]_

d13 =£7x2 Chkz
n2

dig =lx2 CoSho
n2

d21 =§"\7x1+[1_n1—_nz}\,1 Chkl (33)
ni

. 1-m -
d22 = snk1+(M]X1 COSX]_
1

d24 =- Sinkz

dag =23| chag + 2 (ﬂ1+¢n2)xlshkl+1 1-m-n2 ) u (mai+ony h2 chiy
! 1-p 2 mo Jt

n1 n1

l—uL

d32 :Xi fCOSK:]_Jr—Fl —(n1+(pn2)7u1 Sl'nliri(l_nl_nzj
l-p m 2 n

[nl +on2 ]7% cosxl}
ni
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3
daz = ﬁ[ 2] 7\,3 chip

3
dgg =-¢ [E] x32 COSA o
n2

2
dgy =A7|—shhq+yp 3

n

(ng +enp) @-ng —np)? 3 chkl}

3

da =K§{Sin7»1+w (m+onz) L-m-n2)* 3 cosx]l
M

2
dgz = ﬁ( JKZ ship

2
- a[”l] 22 siniy
Karakteristik denklemise

diy dip diz dig
dp; dp dpz dpg
d3; dzp d3z dy
dg1 dgp dgz dyg

=0 (34

olur.

Incelenen sistemin ilk dogal frekansini baska bir
yolla yaklasik hesaplayabilmek icin elastik egri
ifades de cikarilmigtir. Genelde farkli geometri ve
malzemeye sahip oldugundan 1 ve 2'nolu Kkiris
parcalarinin egim ve sehim ifadeleri de farklidir.
1 ve 2'nolu kiris parcalarinin egim ve sehimleri
sirasiyla y'y, Yo, V1, Yo ile gosterilmistir. Her iki
parcanin egim ve sehim fonksiyonlari uygun tarzda
boyutsuzlastirilmistir.  y;,v>, ¥, ve y»boyutsuz
egim ve sehimleri gostermek Uzere boyutsuzlastirma
bagintilari

,_Grl%,
y1= ETI y1 (35)
1'1
GTL3 _
y1= ETI Y1 (36)
11
. GTLl%_
y2 = ETI y2 (37)
212
GTL3_
y2 = ETI Y2 (38)
22

seklinde olup burada Gt sistemin toplam agirligini
gostermektedir. Kirislerin egilme rijitlikleri ayni ise
boyutsuzlastirma sayilar ayni olacaktir. R; ve R,
sirasiyla 1 ve 2'nolu kiriglerin zemine baglandigl
mesnetlerdeki Gr ye bdllnerek boyutsuzlastiriimis
reaksiyon kuvvetleri olup asagidaki gibidirler:

ﬁ1=M1[1—n—zlj+u2n?2+u [—17(11124]2)} (39)
R; :“171_221.+”2[1_ﬂ72j+u{—1*'(7112_712)} (40)

Vi,Y1, Yy>Ve y, boyutsuz egim ve sehim
fonksiyonlari da su sekilde bulunmustur.

- R1 g2 lmgs 1 1

= =X+ f1+=f 41
y1i= > X1~ T §2n21 6 2 (41)
ny =X120

_ Rl—3 1 U1 -4 1/1 1 —

_ T h ] O et 42
A= 1T gy &[znz 1+62JX1 “2
o _Raco 1up_g (1 1

—2x2__—r2 Z(l-np )y —=f 43
Vo =273 6n2x2+[2( n2)f1 62] (43)
N2 2Xp 20
- ﬁz_g 1up_g (1 1, -
vo - R b - “
Burada;

_ X
xlle (45)
" (45)
L
2
f1= Hl{(&ﬂl 112)7—55111}“2[ (@11 ”2)%"5”3} 47
+u{—(énl+n2)nmz—(énfmg)(1_n12_n2)}

(@-m -nz)} 3 Tl1]

n

1 3
fz:ul[fénf(f§+m+§nz+2 2
1-m— 3
+uz{—inf[l+3( n; nz)]nz+n [4 n2 }
1

(48)

3m- ﬂz):]

+H{*éﬂ%[l+" ‘1; n2 \ ﬂ1+112
1

) 2

olmaktadir. M kitlesinin merkezinin boyutsuz
sehimi,
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_ 13 12 m 13 195
=yl | =ni+=nfl-m - - ==
Ym HIHSTIJ.* 4TI1( m le)j( og L7513

(49)

- nrnz)](lfﬂlmzﬂ

2

olarak bulunmustur. Boyutlu ve boyutsuz y,, ve
ym Sehimleri arasindaki iliski,

3
GrL8_
Ym = = Ym

(50)

seklinde tanimlanmistir.

3. NUMERIK SONUCLAR

(34) bagintisiyla verilen karakteristik denklemin
koklerinin hesaplanmasi icin Matlab’da bir program
yazildi. Her ne kadar bulunan kdkler incelenen
sistemin Ozdegerleri ise de araarindaki iliski ve
ifade kolayligi icin metnin bundan sonraki
kismlarinda frekans veya Ozfrekans deyiminin
kullaniimas! tercih edilecektir. incelenen sisteme ait
matematiksel model, konsantre kditle tagiyan kiris ve
herhangi bir ek kitle tasimayan, siirekli ancak farkli
kesit ve mazeme Ozelliklerini haiz Kirislerin
frekanslarini da hesaplamaya miisaade etmektedir.
Konsantre kitle tastyan kiris hallerini mukayese
amaciyla bu sekilde kitle tagiyan bir kirise ait
matematiksel model de olusturularak, frekans
denklemi elde edilmistir (Sekil 3). Bu modeller
IPKKM (iki Parcali Kiris + Kitle Modeli) ve KKM
(Konsantre  Kitle  Modeli) diye kisaca
adlandirilacaktir.

p1Er LA p2,E2 .12 Az

M
A ¥ AN
nL
Sl

P

Sekil 3. Konsantre kitle taglyan kiris

Model yardimiyla bazi parametrelerin sistemin dogal
frekandlarina etkisi arastirilmistir. Bunlara kisa kisa
deginilecektir:

Kiutle orani p ve yayilma acikligi b sabit iken
kitlenin baslangic noktasl n;'in degisiminin ilk ¢
frekansa etkisi incelenmistir. Sekil 4, 5 ve 6'da
siraslyla ilk (¢ frekansin kitlenin  konumuyla
degisimi  verilmektedir. Sdyle ki, dolu cizgi
dogrudan konsantre kiitle taslyan modelden bulunan
frekansin egrileridir. Bu sekillerdeki bitin egrilerde

h11 —_KKM

| ———— IPKKM (15=0.005) |
— —- IPKKM (15=0.02)
— .. IPKKM (15=0.05)

291

28

27

26

251

241

23 L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

M1

Sekil 4. Birinci frekansin KK ve IPKK modellerinde
siraslylan ven,’ e gore degisimi

12 — KKM

& -——— IPKKM (15=0.005)
N ——— IPKKM (n3=0.02)

—.—. IPKKM (n3=0.05)

5.5

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

M

Sekil 5. Tkinci frekansin KK ve IPKK modellerinde
Siraslylan ven,’ e gore degisimi

M3 _____KKM
1 ———— IPKKM (113=0.005)
o8 ——- IPKKM (n5=0.02)
o6 a /| = IPKKM (1570.05)

04
9.2
9
88l
86t i\ /]
8.4

8.2

8
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

M

Sekil 6. Ucincli frekansin KK ve IPKK
modellerinde siraslylan ven; e gore degisimi

u=0.5, ¢ =& = 1, y = 0 ainmistir. IPKK modelinde
ayrica kitle aciklik orani b/L igin de farkli degerler
alinmistir. Bu degerler sirasilyla 0.005, 0.02,
0.05'dir. Grafiklerde yatay eksen IPKK modeli icin
11 € KKM igin 1 ya tekabll etmektedir. Her iki
model arasinda mukayese yapabilmek icin IPKK
modelinden bulunan X; 6zdegeri n;'e bdlinmUstdr.
Bu Uc grafikten su sonuclar cikmaktadir:

KK modeline ait frekans egrisi, IPKK modelinden
bulunan frekans egrilerinin  daima  atinda
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kamaktadir. b/L  orani  arttinldiginda IPKK
modelinden bulunan frekans egrilerinin yukariya
dogru kaydigi gortulmektedir.

Bu durum p  oraninin  sabit tutulmasindan
kaynaklanmaktadir. Gergekten b/L orani arttirihip p
sabit tutuldugunda, p oraninin  degismezligini
saglamak icin uzunluklarl azaltilmig olan Kirig
parcaarinin  kitlesinde artis olmaidir. Bu ise
¢ = & = 1 aindigindan kesitlerin buyimesi ile
mimkindir. Boylece kiris parcalar daha kati hale
gelmektedir.

Bu grafiklerde dikkat ¢eken diger bir hususikinci ve
Uclncu  frekans egrilerindeki  maksimum  ve
minimumlardir. Bu ekstrem noktalar ikinci ve
Uclinct frekansa ait modal fonksiyonlarin nod ve
antinodlarina karsilik gelmektedir (Cha ve Dym,
1998). Maksimumlar nodlarin, minimumlar ise
antinodlarin yaklasik konumlarini vermektedir. Buna
gore birinci frekans egrisinde sadece bir antinod
vardir. Buna mukabil ikinci modda bir nod, iki
antinod; keza Uglncl modda iki nod, U¢ antinod
vardir ki, iki parcali kiris + kitle sisteminin bu
parametrik degerler icin modlarinin basit mesnetli
kiris modlarini andirdig gorilmektedir.

Sekil 7, 8 ve 9da ise n; = n, ve dolayisiyla
b/L = 1-n;-n, oranlari sabit tutuldugunda farkli p’'ler
icin yine ilk U¢ frekansin nasil degistigi
gosterilmistir. IPKK modelinde yine ¢ = & = 1
alinmigtir. n, = n, = 0.48 ve dolayisiyla b/L = 0.04
tir. Burada nokta nokta cizilen egriler IPKK
modeline aittir. Buna mukabil kesikli cizilmis egriler
n = 0.5 i¢in, strekli gizilen egriler de = 0.48 icin
KK modelinden bulunan sonuglari gostermektedir.
Boylece grafiklerden iki farkli mukayese yapilmasi
mimkin olmaktadir.

Ilk tc frekansin m = 0.50 icin KK modelinden
bulunan p ye gore degisim egrilerinin , IPKK ya ait
egrilerin altinda seyrettigi gorilmektedir.

_____ IPK KM (n,=0.50)
KKM (n=0.48)
—-—-- KKM(n=0.50)

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

n

Sekil 7. Birinci frekansin KK ve IPKK modellerinde
p' e gore degisimi

6.5

6.4

6.3

6.2

______ IPKKM(1,=0.50) ||
KKM (1=0.48)
.~ KKM(1=0.50)

6.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

n

Sekil 8. Ikinci frekansin KK ve IPKK modellerinde
p' e gore degisimi

13
10 T
______ IPKKM (n:=0.50)
A KKM (1=0.48)
' . KKM(n=0.50)
9
8.5
8
7':0 O‘.l O‘.Z 0‘.3 O‘.4 O‘.S 0.6 O‘.7 018 O‘.9 1
u
Sekil 9. Uciincli frekansin KK ve IPKK

modellerinde 4 e gbre degisimi

KK modelinde p'nin degisimi taglyici Kirisin
boyutlarini  etkilemeden mimkin oldugu halde
IPKK modelinde ise bu degisim kiris pargalarinin
boyutlarini etkilemektedir. Neticede KK modelinde
katilik sabit kaldigl halde p arttikca sistemin kiitlesi
artmakta bu ise birinci frekansta azalmaya neden
olmaktadir. Ayni durum IPKK modeli igin de gegerli
olmakla birlikte bu modelde p artisi katilikta da
artisa yol actigindan birinci frekans degerleri daha
yuksek olacaktir (Sekil 7). Ayni sekilde n = 0.50 ve
n = 0.48'e karsilik gelen KK modeline ait birinci
frekans egrilerinin hemen hemen st Uste oldugu
gorilmektedir. Aslinda n = 050 egris n = 0.48
egrisinin altinda seyretmektedir. Bu durum, KK
modelinde n = 0.50 igin kitlenin sistemin tam
antinoduna tesadif etmesi ve bdylece daha biyik bir
kinetik enerjiye yol agcmasl ile agiklanabilir. Sekil 8
deki ikinci frekans egrileri mukayese edildiginde
IPKK modeli ile n = 0.50 icin KK modelinden
bulunan egrilerin p degisimine duyarsiz oldugu
dikkat cekmektedir. Bu durum da her iki modelde
kitlenin konumunun bir nodun civarinda veya
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Uzerinde olmasiyla aciklanir. Buradan her iki
modelde de sistemin tam ortasinda bir nod oldugu
anlagilmaktadir. Ayni  grafikte KK  modelinde
1 = 0.48 icin ikinci frekansin da u ye gére degistigi
gorulmektedir. Zira bu kez kitle noda tekabll
etmemektedir. Kitle orani arttikca da frekans
azalmaktadir. Bu durum Rayleigh orani hatirlanirsa
kolayca anlagilir. Bu oranin paydasini olusturan
referans kinetik enerji artmaktadir. Sekil 9'da ise
tgtinctl frekans igin benzer egriler gosterilmektedir.
Yine IPKK modeline ait egri onceki nedenlerden
KK modelinden bulunanlarin Uzerinde
seyretmektedir. Tkinci frekanstakinin aksine burada
KK modeline ait n = 0.48 egris yine ayni modelin
1 = 0.50 egrisinin Uzerinde seyretmektedir. Bu da
yine modlarla agiklanabilir. n = 0.50 halinde kiitle
bu hale ait modun antinodunda yer amaktadir.
1 = 0.48 ise antinodun biraz uzaginda oldugundan
1 = 0.50"e tekabll eden referans kinetik enerji daha
buyuktur ve neticede frekans daha kiiglik olmaktadir.

Yukarida ikinci frekansla ilgili agiklamanin
tutarlihgini irdelemek icin n; = 0.6, n, = 0.3,
¢ = &=1ve y = 0 ainarak IPKK modelinden yeni
bir ikinci frekans egrisi elde edilmis ve M kitlesinin
sistemin noduna tekabll etmemesi durumunda ikinci
frekansin da p ile degistigi gorilmustir (Sekil 10).
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Sekil 10. Kitle merkezinin nodda yer amamasi
durumundaikinci frekansin ' ye gore degisimi

Sekil 11, fiziki ve geometrik parametrelere ait
sayisal degerleri bilinen bir sistem icin IPKK modeli
ve Dunkerley benzeri yaklasik bir formille bulunan
birinci frekansin  p'ye  gbre  degisimini
gostermektedir. Burada kitle merkezinin yeri ayni
kamaktadir ve

ng + 1-m1-map _ 064+ 1-06-03 _ 0.65

bagintisindan bulundugu tizere 0.65L ' dedir.
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Sekil 11. IPKK modelinde ve yaklasik metotda
birinci frekansin p'ye gore degisimi

Y aklasik metotta (49) bagintisi ile kiitle merkezinin
sehimi  bulunmakta ve o =(g/ym Y2 ile sistemin
birinci dogal frekansi hesaplanmaktadir. Bu yaklasik
bagintinin Dunkerley formulinden farkli tarafi, kiris
ve kitle agirliklarinin ayri ayri ele ainip iki ayn
frekans bularak buradan birinci  frekansin
hesaplanmayisidir.  Mamafih, vy,  sehiminin
hesabinda kiris segmentlerinin agirhigi da hesaba
katilmaktadir. Bu incelemede kullanilan sayisal
degerler sOyledir: Kiris pargalar icin degerler
(Gniform ve homojen kabul ediliyorlar):

E=21x 10" N/m? p = 7850 kg/m®, L = 1 m,
a=06m,b=01m,c=03m,D (kiris caplar) =
0.2 m. Bu ornekte kiris parcalarinin boyutlari sabit
kalmakta M arttirilarak p degistirilmektedir.

Son olarak Sekil 12 ve 13'de farkli ¢ degerleri icin
birinci ve ikinci frekansin 1; ile degisimi
verilmektedir. Burada iki kiris malzemesinin ayni
oldugu kabul edilmis ve buna uygun olarak & = ¢?
alinmistir. iki grafikte de p = 0.5'tir.

Sekil 12 incelendiginde ¢ arttikga birinci frekansin
yukseldigi gozleniyor. ¢ nin artisi iki nolu kirisin
capinin artmasl demektir. Her U¢ egrinin minimum
noktalar, her ¢ ic¢in birinci modun antinoduna
karsilik gelmektedir. ¢ = 1.5 icin, n; < 0.5 halinde
daha narin olan 1'nolu kirisin boyu kisalmakta (bir
baska deyisle iki nolu kirisin boyu artmakta),
dolayisiyla sistemin katiligi ¢ arttikga artmaktadir.
Bu nedenle ¢ = 1.5 egris ¢ = 1 egrisinin, o da
¢ = 0.5 egrisinin Uzerinde seyretmektedir. n;—1
oldukca egrilerin birbirlerine yaklastigi gordllyor.
Bu ise iki nolu parcanin sistemin katiligina etkisinin
azalmaslyla aciklanabilir. Benzer durum
Sekil 13'deki ikinci frekans egrileri icin de sbz
konusudur.
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Sekil 12. iPKK modelinde farkli ¢ degerleri icin
birinci frekansin n,’ e gore degisimi
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Sekil 13. IPKK modelinde farkli ¢ degerleri icin
ikinci frekansin v, e gore degisimi

Sekil 14 ve 15de ise M kitlesinin dénme
(jiroskopik) etkisinin gbz 6nine ainmasl halinde
ikinci ve Uclncl frekans egrilerinin kitlenin
konumuna gore degisimi gosterilmektedir. Bu
grafiklerde p = 0.5, b/ L = 0.02 ainmistir. y degeri
arttikca frekans degerleri  dismektedir. Birinci
frekansta bu degisim grafik Olcekleri dahilinde
farkedilemiyecek diizeyde oldugundan sekil olarak
verilmemistir. ikinci frekansta farklilik gorintr hale
gelmekte, Uglinct frekansta iyice ayirt edilmektedir.
Bu da jiroskopik etkinin yiksek frekandarda etkin
olduguna iliskin  standart titresim  teoris
kitaplarindaki bilgiyle tutarlilik arz etmektedir.

M1z 5
6.6 _\V:
———- y=0.10
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62 ——-y=041
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Sekil 14. IPKK modelinde kiitle miktari sabit iken
farkll v degerleri igin ikinci frekansin n,'e goére
degisimi
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Sekil 15. IPKK modelinde kiitle miktari sabit iken
farkh  degerleri icin ikinci frekansin n,'e goére
degisimi

Bu andizlerden y oraninin cok etkin olmadig
anlagildigindan daha onceki incelemelerde v = 0
alinmasinin uygun oldugu gorulmektedir.

4. DEGERLENDIRME

Bu calismada tamamen rijit kabul edilen bir kiitle ile
buna rijit bagli iki kiris parcasindan olusan bir
tastyict  sistemin  egilme frekanslarini  veren
matematiksel bir model kurulmustur. Bu model
bilinen bazi 6zel halleri incelemede de
kullanilabilmektedir. Bu 6zel haller farkli kesit ve
malzemeden olusan kademeli kiris veya mil ile
Uniform ve homojen klasik basit mesnetli kiris ve
nihayet Uzerinde konsantre kitle tasiyan basit
mesnetli kiris halleridir. Model prensipte elastikiyeti
olmayan bir kitle icerdiginden Uizerinde yayili kiitle
tastlyan dastik sistemlerin incelenmesine elverisli
degildir. Bu modelde ayrica ¢ ve & parametreleri ile
kiris parcalarinin malzeme ve geometrik 6zellikleri
kontrol edilebilmektedir.

Diger Onemli bir noktada sistemin hareket
denklemlerinin ve frekans denklemlerinin iki farkli
koordinat takimi kullanilarak ¢ikariimig olmasidir.
Boylece kademeli mil ve Kkirislerin frekandarini
hesaba yarayan kullanigli bir matematiksel model
olusturulmustur.

Calismanin  6zgin sonuglari arasinda boyle bir
sistemin elastik egri denklemlerinin  boyutsuz
formda ve ilk kez cikarilmis olmasi da yer
almaktadir.
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