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OZET

Bu calisma, bir ortam icerisinde zamana bagli faz degisimsiz 1s1 iletiminin olmasi durumunda essicaklik
egrilerinin hareket hizi ile, ayni ortam igerisinde faz degisimi olmasi durumundaki essicaklik egrilerinin hizi
arasinda bir iligkinin oldugu fikrine dayanmaktadir. Bu iliski, malzemenin iki fazina ait fiziksel ©zeliklere
baglidir. Faz degisimi olmayan sl iletimi problemlerinin analitik ¢ozimleri var oldugundan bu tdr bir iligskinin
bilinmesi, faz degisimi olmasi halinde kati-sivi ara ylzeyinin bulunmasina olanak saglayacaktir. Bu fikirden
hareketle, kartezyen geometride ¢ farkli sinir kosul igin katilasma problemi analitik ve sayisal yontemler
kullanilarak ¢ozilmis ve faz degisimsiz problemlere ait ¢ozimlerin sonuclariyla ¢oklu regresyon analizleri
yapilarak korelasyon katsayilari 0.98 ile 1.00 arasinda degisen iliskiler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler : Faz degisimli 151 iletimi, Hareketli sinir problemi, Katilasma, Entalpi yontemi

HEAT TRANSFER PROBLEMS WITH AND WITHOUT PHASE CHANGE IN
CARTESIAN GEOMETRY

ABSTRACT

This study is to show that there is a relationship between temperature gradients of time dependent heat
conduction problems with and without phase change in the same medium. The solidification problem is solved
by using analytical and numerical methods for three different types of boundary conditions in cartesian
geometry. The results are correlated with the results of problems without phase change. These results have been
found to be correlated with multiple correlation coefficients ranging between 0.98 and 1.00, which is statistically
significant.

Key Words : Heat conduction with phase change, Moving boundary problems, Solidification, Enthal py method

1. GiRi$ Faz degisim problemi, matematik model olarak ele

aindiginda, faz degistiren bolge sinirlarinin

“Faz degisim” veya “hareketli sinir” problemi, hareketli olmasi nedeni ile dogrusal olmayan 6zelik
katilasma veya erime olayini igeren zamana bagl 1si gostermekte ve ¢oztmleri gliclesmektedir. Kati ve
transferi problemidir. Uygulama aanlar igin buz sivi bolgeler icindeki sicaklik dagilimlari ve bu
retimi, gidalann  ve biyolojik maddelerin bolgeleri birbirinden ayiran ara yiizey konumu
dondurulmasi, metalurjik islemler, 1S enerjisinin bilinmeyenleri olusturmaktadir. Birbirlerine bagli
gizli 15 olarak depolanmasi, giines enerjili 1si olan ve degerleri zamanla degisen  bu
depolama sistemleri, denizlerin ve gollerin kisin bilinmeyenlerin ortaya cikarilmasi, ait olduklari
donmasi ve yazin erimesi olaylari, drnek verilebilir. diferensiyel denklemlerin eszamanli ¢ozlimelerine

baglidir (ilken, 1991).
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Faz degisim problemleri dogrusal olmayan 6zelik
tasidiklarindan sadece sinirli sayida basitlestirilmis
problemler icin analitik veya yari analitik ¢ozimler
elde edilmistir (Lunardini, 1981; Ozisik, 1993). Bu
nedenle birgcok faz degisim probleminin ¢dzimi
ancak sayisal yontemlerin  kullammi ile elde
edilebilmektedir. Bilgisayar teknolgjisinin
gelisimine bagli olarak sayisal yontemlerde elde
edilen gelismeler faz degisim problemlerine de
yansimis ve bu problemlere 6zgi yontemler
gelistirilerek (Voller et al., 1990; Samarskii et al.,
1993) daha hassas sonucglar elde edilmeye
baslanmustir.

Bugline kadar yapilan calismalarin bircogu 6zel
problemlere ve 06zel kogullara ait c¢ozimler
sunmaktadirlar. YOntem yeniligi veya yeni yontem
tanitimi  iceren calismalardan da yine 0&zel
problemlerin ¢6ziml sirasinda yararlanmak olas|
olmaktadir. Bu nedenle, analitik ¢dziim agisindan bu
denli kisitli olan bir alanda genel mihendislik
uygulamalari icin gecerli sonuclara ulasmak her bir
problemin yeniden ¢tziimi ile olasi ol abilmektedir.

Bu calismanin amaci, kartezyen geometri igin Ug
gesit sinir kosulu altinda faz degisim problemlerine
ait genel c¢ozimlere ulasmak ve bu cozumleri
tasarimciya yuksek korelasyon katsayisina sahip bir
baginti ile sunabilmektir. Ayni baslangic ve sinir
kosullara sahip faz degisimsiz bir 15 iletim
probleminin sonuglari ile faz degisimli problemin
sonuglari arasinda bir iliski oldugu bu calismadaileri
surdlen fikirdir. Gergekte fiziksel bir temele dayanan
bu fikir, bu calismada irdelenmis ve kartezyen
geometri icin faz degisimli katilasma problemi Ug
¢esit sinir kosulu altinda analitik veya sayisal olarak
cozllerek, katl-sivi ara yuzey konumunun zamana
gbre degisimi elde edilmistir. Ayni problem, faz
degisimsiz 1s1 iletimi problemi olarak da ¢ozilmis
ve faz degisiminin olmas gerektigi sicakliga ait
essicaklik egrisinin ilgili zamanlardaki konumlari
bulunmustur. Elde edilen bu konumlar arasinda bir
fonksiyonel iliski olmasi gerektigi varsayimi ile,
probleme ait degiskenleri iceren coklu regresyon
andizleri yapilmis ve korelasyonlar elde edilmistir.
Anilan faz degisimsiz 1sl iletimi problemlerinin tam
analitik ¢ozimleri var oldugundan, bu c¢ozimlerin
ilgili korelasyonlarla birlikte kullanimi ile, goreceli
olarak zor bir faz degisim problemini ¢bzmeden, bu
problemin yaklasik c¢dzimine ulasmanin olasi
olabilecegi gosterilmis olmaktadir.

2. FiZIKSEL YAKLASIM

Bir ortam icerisinde zamana bagli faz degisimsiz 1sl
iletiminin olmasl durumundaki egsicaklik egrilerinin
hareket hizi ile, ayni ortam igerisinde faz degisimi

olmasi durumundaki essicaklik egrilerinin  hizi
arasinda bir iligkinin oldugu fikrine dayanan bu
calismanin fiziksel yaklasimi ilk olarak ilken ve
Gunerhan (1996) tarafindan kartezyen geometri icin

yapilmistir.

Kartezyen geometride, baslangicta belirli bir T;
sicakliginda olan (T; > T,;)) yarl sonsuz bir ortamda
katilasma problemini ele alalim (Sekil 1). Katilasma
Uclncl ¢esit sinir kosulu atinda ve T, sicakliginda
bir ortam (T, < T, etkisiyle gerceklesiyorsa, 1si
iletimi  modeline gére matematik denklemlerin
icerdigi parametreler cinsinden kati-sivi ara ylzeyin
konumu, katilasmanin basladigi  (ylUzeyin T
sicakligina indigi) t; anindan itibaren fonksiyonel
olarak t > tyicin (1) ifadesi ile gosterilebilir.
S =S (kiksp1,ps Ci,Co L Ti-Tin, T Toost) @
Ayni yarl sonsuz ortam problemini bu kez faz
degisimi olmamasl durumu icin sadece bir IsI iletimi
problemi olarak ele airsak (baska bir deyisle
ortamin faz degistirmesi gerektigi T, sicakliginda ve
daha dusik sicakliklarda faz degistirmedigini
varsayarsak), T, essicaklik egrisinin  konumu
fonksiyonel olarak t > tyicin (2) ifadesi ile gosterile-
bilir.

Xfl'm = Xfl'm (k|,p|,C|,h,Ti'Tm,Tm'Tw,t) (2)
(1) ve (2) ifadelerinin karsilastiriimasindan, faz
degisimli yari sonsuz bir ortamda katllasma
problemine ait ¢dzimle faz degisimsiz ayni 1sl
iletimi problemine ait ¢dzim arasinda, malzemenin
fiziksel Ozeliklerine ve mazemenin fiziksel
Ozeliklerinin oranlarina bagl guclu bir iliski oldugu
yorumu yapilabilir.

T=Tix,)

h, T

Sekil 1. Yar1 sonsuz bir ortamda katilasma problemi

Kartezyen geometride, yari sonsuz bir ortamda
katilasma problemi icin yapilan bu fiziksel yaklasim,
kartezyen geometrideki  bitin faz  degisim
problemleri icin de gecerli olacaktir.
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Bu caligsmada, yukarida yapilan fiziksel yaklasim
Isiginda,  kartezyen  geometrideki  katilasma
problemleri, problem degiskenlerinin farkli degerleri
ve ¢ farkli sinir kosul igin ¢ozUlmis ve ara yuzey
konumunun zamana bagli degerlerini veren ve
boyutsuz sayilar iceren veri setleri olusturulmustur.
COzlm yontemi olarak “Entalpi Yontemi” segilmis
ve Voller and Cross (1981; 1983) tarafindan 6nerilen
algoritma temel alinmistir. Kartezyen geometrideki
faz degisimsiz 1si iletim problemleri, analitik ve
sayisal yontemler kullanilarak ¢dzilmis ve belirli
boyutsuz zamanlardaki boyutsuz T, essicaklik
egrisine ait konumlar belirlenerek ikinci veri setleri
olusturulmustur. Faz degisimli ve faz degisimsiz IsI
iletim problemlerinin ¢cozimlerinden elde edilen ve
boyutsuz sayilardan olusan veri setleri, c¢oklu
regresyon andizi yontemi kullanilarak, boyutsuz
sayllardan olusan korelasyonlarin elde edilmesinde
kullanilmigtir. Bu c¢alismada kullanilan boyutsuz
sayllarin - sinirlari, H,0, CaCl,.6H,O ve
NaHPO,4.12H,0 olarak gosterilen faz degisim
malzemelerinin 6zelikleri (Hale et d., 1971; Kakag
et a., 1989) ainarak saptanmistir. Bu lic malzeme,
faz degisimli 1sl iletimi uygulamalarinda en cok

kullanilan malzemeler olmasi ve bu mazeme
Ozelikleri icinde en kicuk ve en blyuk degerleri
icermelerinden dolay! secilmistir. Faz degisimli ve
degisimsiz durumlara ait veri setleri arasinda yapilan
coklu regresyon andizleri sonucunda, kartezyen
geometrideki 6 farkli durum icin 6 korelasyon elde
edilmistir.

3. KARTEZYEN GEOMETRI ICIN
ILISKILERIN BULUNMASI

Kartezyen geometride, yarl sonsuz ortam ve dizlem
levha ele alinmistir. Yari sonsuz ortam ve dizlem
levha icin faz degisimsiz ve faz degisimli 1sl
iletiminde, faz degisimsiz duruma ait essicaklik
egrisinin konumu (ortamin Ty, sicakligina geldigi ve
faz degistirmedigi konum) X7 ile, faz degisimli
duruma at ara ylzey konumu (ortamin T,
sicakligina geldigi ve faz degistirdigi konum) ise, S
ile gosterilmistir (Sekil 2 ve 3).

[0 =1

Sekil 2. Faz degisimsiz ve faz degisimli yari sonsuz ortam

N(x,0) ="T;

T(x.) =T

L

Sekil 3. Faz degisimsiz ve faz degisimli “ L* " uzunlugundaki diizlem levha

Faz degisimsiz yarl sonsuz ortam ve dizlem levha
icin enerji esitligi, sinir ve baglangi¢ kosullar Tablo
lileverilmistir.

Dirichlet, Neumann ve Robin olarak issmlendirilen
U¢ cesit sinir kogulunda enerji denklemi, T\(x,t) = Tp,
icinx = X7 kosulunda, Tablo 1 ile verilen sinir ve

baslangic kosullari da kullanilarak ¢ozllmis ve
sonuclar boyutsuz olarak yarl sonsuz ortam icin
Tablo 2, dizlem levha icin Tablo 3 ile verilmistir.
Yari sonsuz ortam ve dizlem levha igin faz
degisimli enerji esitligi, sinir ve baslangic kosullari
Tablo 4 ile verilmistir.
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Tablo 1. Faz Degisimsiz Isl iletimi icin Enerji Esitligi, Sinir ve Baslangic Kosullari

Y arl sonsuz ortam

Duizlem levha

Enerji Esitligi:
°Ti(x,t) _ 10Ty (x,b)
ox? ot

(04

x>0,t>0

O<x<L,t>0

Baslangi¢c Kosulu:
Ti(xt) =T

t=0, O<x<L

Sinir Kosulu:
Tixt) > T ’

Sinir Kosulu:
oT,(x,1) _o
oX

Tablo 2. Yari Sonsuz Ortamda Faz Degisimsiz Ortam icin Coziimler (Incropera and DeWitt, 2002)

X =0,t>0icinsinir kosulu

Faz degisimsiz ¢6zUm

Dirichlet: Ty(x,t) = T, @, =%I§)
) oT,(x,1) R [ Xe, )
Neumann: —k I@X =q, ‘(Dm‘ =‘q ‘ {é\/; exp(-£%) - x,, [1-erf (&)]}

Robin: _kw —h[T, -T,(x.1)]
X O =0 /1-D7)

D = erfo(e) —[exp(zaﬁ Bi + rBiZ)J [erfe(z+Bi) |

Tablo 3. Dizlem Levhada Faz Degisimsiz Ortam icin Cozumler (Carslaw and Jaeger, 1959; Dagstz, 1974;

Mills, 1995)

X =0,t>0icinsinir kosulu

Faz degisimsiz ¢bziim

Dirichlet: Ty(x,t) = To m

=23 e

By =[(2m-Dx]/2, (D, (=(1-@)/D

B, )oos(BL,, )

Neumann: —k% =q, ;| = @g{ieﬁc[g(m +1-L, ) |+iefc[c@n+1+L, )] }
. ++ N 4s (Bm)
Robin: _, 6T‘6(>)<(,t) hmey-T,] | @7 F ;mcc’s (BmL(Dm)eXp(_Bde,m)

B tan(B,) =Bi, @ =

(1_ (D++)/®++

Faz degisimli 1sl iletiminde yari sonsuz ortam icin
Tablo 4 ile verilen enerji ssitlikleri, To(X,t) = T(X,t)
=Thicinx= S dinarak, Tablo 4 ileverilen sinir ve
baslangic kosullari ile birinci ¢esit sinir kosulunda,
“Neumann Problemi” (Ozisik, 1993), ikinci ve
Uclncl  ¢esit  sinir kosullarinda  ise  “Entalpi

Yontemi” (Voller and Cross, 1981; 1983; Fukusako
and Seki, 1987) yardimiyla andlitik ve sayisal olarak
¢Ozllmustlr. DUzlem levha icin ise, Uc¢ cesit sinir
kosulunda, “Entalpi Yontemi” (Voller and Cross,
1981; 1983; Fukusako and Seki, 1987) yardimiyla
sayisal olarak ¢ozUulmistdr.
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Tablo 4. Faz Degisimli Isi iletimi icin Enerji Esitligi, Sinir ve Baslangic Kosullari

Y ar1 sonsuz ortam Duzlem levha
Katl Faz icin Enerji Esitligi:
T (x,1) _ 1 dT(x,1) 0<x<S,t>0 0<x<S,t>0
x> o, dt
Sivi Faz icin Enerji Esitligi:
62T,(x,t):1d'l'|(x,t) x>S,t>0 S <x<L,t>0
ox? a, dt
Ara Uzey icin Enerji Esitligi: . .
kaTs(x,t)_k am(x.t) _ Ld7x x=5,t>0 Xx=5,t>0
S X boox dt
Baslangic Kosulu: T (x,t) = T; t=0,x =0 t=0, S <x<L
Sinir Kosulu: Ti(x,t) — T; X — o0, t>0
Sinir Kosulu: W:O x=0,t>0

Faz degisimsiz ve faz degisimli yari sonsuz ortam ve
dizlem levhaicin Tablo 5 ve 6 ile verilen boyutsuz
sayilar ve sinirlar kullanilarak, U¢ cesit sinir kosulu
icin veri setleri olusturulmus ve coklu regresyon
analizi (Hoffmann, 1993; llken, 1993) yardimiyla
faz degisimsiz problem ile faz degisimli problem
arasinda (3) denklemindeki gibi dogrusal olmayan
bir iliski kurulmus ve bu iliskiye ait korelasyon ve
regresyon katsayilari yari sonsuz ortamicin Tablo 5,
dizlem levha icin Tablo 6 ile verilmistir. (3)
denklemi ile verilen ifade, en yiksek regresyon
katsayilarini sagladigl igin segilmistir.

y = axxbx . ©
Denklem (3) bir¢cok bagimsiz degisken iceren
dogrusal olmayan c¢oklu regresyon denklemidir. (3)
denklemi ile verilen f/ bagimli  degiskeni
gostermektedir. Kartezyen geometride yari sonsuz
ortam icin bagimli degisken, boyutsuz ara ylzey
konumu (S), diizlem levhaicin ise, boyutsuz zaman
(t) olarak ammistir. Xx,X,X,... ise, bagimsiz
degiskenleri gostermektedir.

Tablo 5. Yari Sonsuz Ortam igin Sonuglar (Giinerhan, 1998)

Kfslmar. Regresyon Denklemleri Veri Sayisi (Adet) - R (%)
Dirichlet S= 083X g)i% |(Dm| 0.254 Steg‘347 (K+ )-0.230 (1;0'165 24306 - 100
Neumann | S=osmaX}™ ;™" || (ste')** (K)* ()" 4949x7 - 99

Robl n S — 3'785X:;0m41 (@%)0.289 B| 0.013 Ste::).327 (K + )-9.875 (C+ )18.042 23910)(7 _ 98

Sinirlar

H,0, CaCl,.6H,0 ve Na,HPO,.12H,0 icin

0.0<S<10,01<( |®,| ve @;)<10
0.1<( Ste,, Ste've Ste)<1.0,10< Bi <100
CaCl,.6H,0 ve Na,HPO,.12H,0Oigin

0.1<|@; |<0.510<|q| <50
H,Oicin
|@;,|=1.0,100< || <500
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Tablo 6. Diizlem Levhaicin Sonuclar (Giinerhan, 1998)

Sinir Kosullarl Regresyon Denklemleri ( A\{ﬁertl) ?a%/'(‘i','/o)
Dirichlet T=19267, |(I>m|>0'476 Stel’ " (K*)* g™ 2430x6 - 99
Neumann T= 1_053-%?‘40 |q)’r‘n|'0'263 |q* 0387 (Ste*)-0.548 (K+)5.959 (C+)-10.127 4949x7 - 100

RObI n T= 0.165‘5:;(:126 (q):rn)»OASS B| 0.021Ste|-0.603 (K+)l4.913 (C+)-26.955 24292)(7 _ 98

Sinirlar

H,O0, CaCl,.6H,0 ve Na,HPO,.12H,0Oicin

0.0<(Svel, )<10,01<( [®,| ve ®;)<09
0.1<( Ste,, Ste've Stg)<1.0,10< Bi <100
CaCl,.6H,0 ve Na,HPO,.12H,Oig¢in
0.1<|®;,[<0510<|q | <50
H,Oicin
|@;,|=1.0,100<|q"| < 500
4. SONUC (=h.1/k,,hL"/k,)

Katilasma problemlerinde, katilasma slresi veya
katilasma Kkalinliginin degisimi, bilinmesi gerekli
olan en 6nemli parametreyi olusturmaktadir.

Bu calismanin amaci, analitik c¢ozimleri bilinen
kartezyen geometrideki 1s iletimi problemlerinin
sonuglarini kullanarak ayni geometri ve kosullara
sahip faz degisimli 1s iletimi problemlerinin
sonuglarina belirli bir hassasiyetle ulagsilabilecegini
gostermektir. Faz degisimli problem ile faz
degisimsiz problem arasinda bulunan iliskilere ait
korelasyon katsayilar, 0.98 ile 1.00 arasinda
degismektedir. Bu sonug, yapilan goklu regresyon
andlizleri sonucunda istatistik agidan anlamli
iliskiler elde edildigini gbstermektedir.

Tablo 5 ve 6'da ¢alisma sonucu bulunan korelasyon
ve regresyon katsayilarini icermektedir. Elde edilen
korelasyonlarla, ¢dzimi bilinen veya basit olarak
elde edilebilecek 151 iletim problemlerinden
karmagik yontemler gerektiren faz degisim
problemlerinin ¢ozimlerine ulasiimasi saglanmistir.
Bu caisma sonucu elde edilen denklemler
yardimiyla, faz degisim problemlerine ait katllasma
siresi veya katilasma kalinhigi ileilgili bilgilere, faz
degisimli problemleri ¢cozmeden belirli bir hata orani
atinda ulagilabilinecektir.

5. GOSTERIMLER

Katsay!
Biot say1si

ab
Bi

C Ozgiil 1s1 [3/ (kgK)]
C Sivi fazin 6zgil 1sisi [J/ (kgK)]
Cs  Katifazin 6zgll 1sisl [3/ (kgK)]
C"  Boyutsuz 6zgil 1sl (=C,/C))
h Isi tasinim katsayisi [ W /(m°K) |
k Isiiletim katsayisl [w/(mK)]
ki Sivi fazin 1si iletim katsayisi [w /(mK)]
Ks Kati fazin 1si iletim katsay1si [w /(mK)]
K*  Boyutsuz sl iletim katsayisi (=k, /k,)
m Adim sayisi
n Adim sayisi
L Gizli 1sl (Jkg)
L Uzunluk (m)
chm Boyutsuz olarak T, essicaklik egrisinin
konumu (= X7 /L")
o Isl akisi (W/m?3)
q  Boyutsuz is akisi [: Gl qol-.]
Tk’ Tk
R Korelasyon katsay!si
S Boyutsuz ara yiizey konumu
(=S/1,S /L)
S Arayiizey konumu (m)
Ste  Stefan sayisi
Stg  Stefan sayisi {: G (TrrL_Tw)}
Ste, Stefan sayisi {: M}
Ste’

Stefan sayisl [: ﬂ]
L

Muhendidik Bilimleri Dergisi 2004 10 (2) 235-242 240

Journal of Engineering Sciences 2004 10 (2) 235-242




Kartezyen Geometride Faz Degisimli ve Faz Degisimsiz |si Transferi Problemleri, H. Gunerhan

Zaman (s)

Sicaklik (°C)

Baslangi¢ sicakligl (°C)

Sivi fazin sicakligl (°C)

Faz degisim sicakligl (°C)

Y Uizey sicakligl (°C)

Kati fazin sicakligi (°C)

Hacimsel sicaklik (°C)

Konum (m), Bagimli degisken

T essicaklik egrisinin konumu (m)

© 3

e e e s e

1

o

3

X X %
— *

S

3

Boyutsuz olarak T, essicaklik egrisinin
konumu (= X7 /1)
\Y Bagimsiz degisken

o [sil yayinim katsayisi (n?/s)
Sivi fazin 1sil yayinim katsay1si (mz/s)

o Kati fazin 1sil yayinim katsayisi (m?2/s)
yayinim

|
)

p,  Swifazinyogunlugu (kg/m°)

Boyutsuz sl
(: 0"s / 0(’I)

Integral degiskeni

katsaysi

2l

p
C Boyutsuz konum (Z
S

XN

Boyutsuz konum [

B

P Yogunluk (kg/m?)

p.  Katifazin yogunlugu (kg/m°)
T Boyutsuz zaman (:Oﬂ ayt (thj
12 ! 12 ’L02
Ty Tmessicaklik egrisi igin boyutsuz zaman

4

@ Boyutsuz sicaklik [: Tn-T ]
T -T,

@' Boyutsuz sicaklik [: T-T J
Tm _T'x:

(ON T.-T

Boyutsuz sicaklik (: mT ]

6. TESEKKUR

Bu ¢alisma, “Faz Degisimli ve Degisimsiz Isi iletim
Problemlerinin =~ Sonuclart  Arasindaki ~ Iliskiler
Uzerine Bir Arastirma’ isimli doktora tezinin bir
bolUmunin  6zetidir. Doktora tezi olarak “faz

degisimli 151 transferi” konusunu 6neren, diizenli bir
calisma ortami olusturarak 1sl transferini ve bilimsel
calisma yontemlerini  sevdiren, Izmir Y iksek
Teknoloji Enstitiisi Makina Muhendidligi Bolumu
ogretim  (yelerinden  Prof.Dr.Zafer ILKEN'e
tesekkir ederim.
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