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Özet - Birçok fonksiyon, bir sonsuz sürekli kesir 
yardımıyla temsil edilebilir. Literatürde sürekli • 
kesirierin çeşitli gösterimieri vardır. Bu farklı 
gösterimler yardımıyla, sürekli kesirierin 
yakınsakhkJarını çalışmak biraz daha kolaylaşır . • 
Bu çalışmada, özellikle sürekli kesrio pay ve 
paydasındaki farklı gösterimin avantajları üzerinde 
duruldu ve farklı çalışmalardan bahsedildi. 

Bir sürekli kesir kullanmak ; bir rasyonel 
fonksiyonun değerlendirilmesi sırasında pay ve 
paydanın hesabından, gerekli aritmetik işlemler 
bakımından, daha ekonomiktir. Son yıllarda sürekli 
kesir teorisi ile fazlaca ilgilenilmeye başlanıldı. 
Bunun sebebi ise, sürel<.li kesirierin algoritmik 
karakterinin önemli sonucu ve yüksek hızlı dijital 
bilgisayarların avantajıdır. Diğer yandan ise, sürekli 
kesir yaklaşımlarının kompleks düzlenıin daha geniş 
bölgelerinde yakınsak olabilmesi dir. 

Analıtar Kelinıeler - Sürekli kesir, yakınsaklık ve 
ıraksakJık, kesirsel dönüşüm. 

Abstract - Many functions can be represented by 
an infinite continued fraction. A continued fraction 
is an expression of the forın which is often written in 
the com pa ct form 

�ormally the Pi and Qi are simple functions such as 
linear functions or constants. In such a case it is 
clear that a finite, or truncated, continued fraction is 
equivalent to a rational function. This is, also true if 
each Pi and Qi is a polynomial in x. In recent years 
there has been a renewed interest in the analytic 
theory of continued fractions. This is due in part to 
the advent of high-speed digital computers and the 
resulting im portance of the algorithmic character of 
continued fractions. 

Sakarya Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi 
Matematik BölUmU, Sakarya,Shalici@sakarya.edu.tr 

1 43 

I. TEMEL TANIM VE ÖZELLİKLER 

Matematik uygulamalarda ortaya çıkan özel 
fonksiyonların birçoğu; integraller, iterasyonlar, seriler 
gibi sonsuz yöntemler yardımıyla tanımlanmıştır. 
Sürekli kesir, bu sonsuz yöntemlerden biridir. Kabaca 
bir sürekli kesir, 

aı bo+-------a, 
bı + -

b a3 ı+ ---b3 +0 

biçinıindedir. (� ve b1 sayıları sürekli kesrin 
elemanlarıdırlar ve genellikle reel yada kompleks 
sayılardır.) Bu kesir daha kısa ve daha kullanışlı olarak 
aşağıdaki gibi de yazılır: 

b a 1 a.., a3 
o+ - A 

bı -!- bı + b3 + (1) 

Bir sürekli kesir örneğL Lanlbert(1770) tarafından 

verilmiş olan arctanx fonksiyonunun açılımıdır: x 1t 1 
olmak üzere, 

--1 � tan x == -------

xı 1+----�-

4x2 3+ 2 
S+ 9x 

7+A 

biçimindedir.Bu denklemin sağ tarafı aşağıdaki gibi bir 
limiti temsil eder ve_ denklemdeki açılım, iyi tanımlı bir 
fh fonksiyonunu verınek için n. terimden sonra biter: 

Ayrıca buna sUrekli kesrin n. yakınsaklığı denir. Bu son 
denklen1, 



• 

SAU Fen Bilimleri Enstitüsü Dergisi 
8.Cilt, 1 .Sayı (Mart 2004) 

eşitliğini anlayabilmek için tanımlanmıştır. 
Bu denklemin doğruluğu kabul edilirse, arctanx 
fonksiyonunun degerierini hesaplayan bir alternatif 
metod elde edilmiş olur. Sürekli kesrin yakınsaklıkları, 

Ao_b - o Bo 

Aı al hobıbı+aıbo+aıbı 
- =ho + --- = -----------Bı b aı blb2 +aı ı+-bı 
biçiminde yazılır. (1) deki sürekli kesir, sadece sonlu 

elemana sahipse; sonlu sürekli kesir denir. Ayrıca, 

(2) 

kesrine de ( 1) deki sürekli kesrin (n+ 1 ). yakınsaklı ğı 
denir. Bir sürekli kesir hesaplama işi, bir seri hesabı 
kadar kolay değildir. Bir sonsuz seri durumunda, 

oo n 
l:ak, Sn+ı= Sn +ao+ı yardıınıyla Sn = l:ak kısmi 
k=l k=l 
toplamları bulunur.Bir sUrekli kesir için benzer 
probleme dikkat edilirse; 

C= al 
bı + 

Ardıl yakınsaklı k ları bulmak için, bir ardıl algoritmaya 
ihtiyaç vardır: 

fn(x) fonksiyonlan, 

biçiminde tanımlanırsa, en = fn (o )olduğu 

görülür.Sürekli kesir teorisinin çoğu, C kompleks 
düzleminde yer alır. Sürekli k esir algoritması bir K 
fonksiyonudur,öyleki K, 

olmak üzere, dizi çiftini bir başka üçüncü {f n } E C 
dizisi üzerine resmeder.( C= C u [oo] ) SUrekli kesrin 

kendisi, bir sıralı ikilidir: 

(3) 
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{fn} dizisi aşağıdaki gibi tanımlanmıştır[ 1]: 

olmak üzere,singüler olmayan sn 

dönüşümleri bakımından ikinci bir 

dönüşümü aşağıdalci gibi tanımlanırsa; 

yazılır. Bu durumda; 

k esirsel 

kesirsel 

olur. Zin ve bn sayılarına sırasıyla n.nci kısmi pay \'e 
payda denildiği gibi, sürekli kesrin elemanları da denir. 
Dolayısıyla, fn değerine de n.nci yaklaşım denir.Bir 
sürekli kesiriçin (3) deki gösterim yerine genellikle; 

bo+K(an/ bn ) yada; gösterimi '-' 

kullanılır. Ayrıca, 

da yazılabilir.Sn e ek olarak, m� O, n> O için Sn m 
ifadesini, aşağıdaki gibi tanımlamak uygundur[2]. 

S0(o)(w)=w, Sn{m\w)=Sn)m\sn+m(w)), 
m� O, n> 1 

m > O ve n ;;::: 1 
yazılah ilir: 

• • 
ıçın bu tamm aşağıdaki gibi 

S n (W) bir lineer kesirsel dönüşüm olduğundan ve 

Sn (oo) = Sn-ı (O) olduğlllldan aşağıdaki eşitlik, 

S ( ) An + An-1 W Q W= . n> n ' --

Bn +Bn-IW 
yazılır. Buradaki An, B n değerleri aşağıdaki başlangıç 

şartlarını gerçekleyecek biçimde ve ikinci mertebeden 

fark denklemlerini sağlayacak biçimde seçilnıiştir[2]: 
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Bu son iki eşitlik, üç terimli recursion bağıntıları olarak 
bilinir.Bunlar, (4) eşitliklerinin sonucudur.Tekrarlı 
bağıntı, herbir katsayıyı kendinden önceki birkaç 
katsayı cinsinden verir: 

n=l için A1 = b1A0 + a1A_1 

A2 = b2 A1 + a2A0 gibi. 

ve n=2 
• • 
ıçın; 

An ve B n sırasıyla n.nci pay ve n.nci pay da olmak 

üzere, In n. nci yaklaşımı In = All 1 B n ' n 2 o 
biçimindedir. 

Lineer kesirsel dönüşümlerin bileşiminin 
detenninantı, bunların ayrı ayrı determinantlarının 
çarpımı olarak yazılabileceğinden, bunun için önemli 
bir deteı nıinant fonnülü yazı labilir: 

n 
AnBn-ı -An-ıBn =(-ıy-

ı
Tiak 
k=l 

· n� 1 ' 

Eğer {.fn} dizisi yakınsak ise� b0 + K(an /b n) sürekli 

k esr i de yakınsaktır[3]. Yakınsak bir sürekli kesrin 
değeri, 

" 

j = li m n�oo fn 

olur. Bir g E C verildiğinde, 

ıle tanımlanan {g n } , g n E C dizisi, b 0 + K (an /b n ) 
sürekli kesrinin bir kalan dizisidir. Dikkat edilirse, 

g = b0 + g(o) dır. Eğer sUrekli kesir, f ye yaklaşıyorsa 

bu durumda , {/{n) } 

b0 + K(an /b n) nin sağ kalan dizisi olur. 

f = limn-+oo S n (O) olduğundan aşağıdaki yazılabil ir: 

145 

Üstelik; 

Sürekli Kesirler ve YakınsakhkJarı 

S. Halacı 

dır. Dikkat edilirse, gösterimde ;·(o) = f- b0 olur. 

hn =-Sn-
1(oo) ; n�l değeri, 

ile verilir. 

ll. SONUÇLAR 

Teorem:Tüm sürekli kesirler, aşağıdaki biçin1de 
yazılabilen b 0 + K(an /b n) ifadesine denktir: 

Burada cr n ler keyfi kompleks sayılardır[6]. 

Teorem: Bir sürekli kesrin n.nci yakınsaklığı için, 

An Gı Gı A all 
B n bl + b2 + +b n 

aşağıdaki formüller geçerlidir: k � 2,3, ... için 

Ak =b k Ak-ı +ak Ak-ı 
B k = bkBk-ı + akBk-2 

A0 =0 ,A1 =a1 , B0 =1 , B1 =bı 

ispat: fn (z) = Gı Gı A .an 
olsun. 

bı + b2 + + bn + Z 

.(n (z) --An-ıZ + An 
11 ----- olduğunu görnıek yeterlidir. 

Bn-ız+Bn 

z=O iken teoremdeki formül elde edilir. n=l için 

olur. n-1 için fonnül doğru olsun. 
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denkleminde z ile an /(bn + z) yer değiştirirse; sonuç, 

- An +An-IZ 
Bn + Bn-lz 

olur. Bu sürekli kesrin ardıl yakınsaklıkları, 

fonnülüy le bağlantılıdır[ 5]. 

Sonuç: Bu sürekli kesrin n.nci yakınsaklığı aşağıdaki 
gibi verilebilir: 

An = aı -
aıaı 

+ 
aıa2a3 

-A 
Bn BoBı BıBı BıB

3 

+ (-l)n+l aıaı A an 
Bo-ıBn 

Uygulamalı matematikte ortaya çıkan birçok önemli 
özel fonksiyon, sürekli kesiriere göre açılıma sahiptir. 
Aşağıdaki teorem, bir seriden, bir sürekli kesir elde 
edilebileceğini gösterir. 

Teorem: 
00 ı ı 

2 2 2 
I = Xı Xı 

A __ 
x

_
n
_

ı --A k=l Xk Xı - Xı + Xı - Xı + X
3 

- Xn-1 + Xn -

Bu teoremin nasıl uygulanacağını gösteıınek için, 
arctanx fonksiyonunun Maclauin serisinden bir sürekli 
kesir oluşturulursa, 

- x3 xs x 7 
tan 1 x=x- +-- +A 

3 5 7 
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Buna benzer sayısal örnekler, sürekli kesir 
yakınsaklığının serilerden daha hızlı olduğunu gösterir. 
Sürekli kesiri er, 

Maclaurin serisi yardınuy la 

c1z 
= co + ----------��------

c (ı)z ı + (2) 
1 

(2) ı+ c1 z + c2 z2 + A 

(ı) (2) 
f( ) c1z c1 z c1 z 

z = c0 + A 
1+ ı+ 1+ 

biçiminde yazı1abilir1er. 

Teorem: Bu gösterime sahip olan sürekli kesir, her c1{j) 
sıfırdan farki ı olmak üzere bir Maclaurin açılırnma 
sahiptir. Bu durumda kuvvet serisinin Pade 
yaklaşımları, aşağıdaki eşitlikler yardımıyla sürekli 
kesrin yakınsaklıklarına özdeştir[6]: 

z z2 z2 z2 
Örnek: tanhz = ---A A 

1 + 3 + 5 + + 2n + 1 + 

Açılımı z = (2n + l)in/2 değeri hariç her z değeri için 
yakınsaktır. 

Sonuç olarak, sürekli kesirler lineer kesirsel dönüşümler 
gibi davrandıklarından, bu dönüşümlerin özelliklerini 
taşırlar: 

. . aa+ b 
1 1 ı 

' -ı '2 Lıneer kesırsel dönüşüm, Aa= --- biçiminde 
= -+ + A = -�------+-

x
___,...'----........--A ca + d 

x-ı - 3x -J x-ı -x-
ı 

+ - 3x -3 - - 3x -3 + olup, a,b,c,d EZ dir[7]. \ 1 \ 
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(sn (un)-sn (w n )Xsn (v n)-sn (zn)) 
(sn (un)-sn (v n )X sn (w n)-sn (zn)) 



HU Fen Bilimleri Enstitüsü Dergisi 
�Cılt l.Say• (Mart 2004) 

(u n -W n X V n -Zn ) -

(un -vnXwn -zn) 

ifadesi, dört farklı sayının çapraz oranının bir 
lineer kesirsel dönüşüm altında değişınez kaldığını 
belirtir. Ayrıca, 

ll�= 0 , V n = j(n) , W n = 00 , Z0 =- h 

,·azılırsa, 

dde edilir. Ve, 

\azılırsa · . ' 

un = f(n), vn = O , wn,z n =- h 

f -Sn(wn) _ (!{ n) -w"�" 
f- fn - J(n)(wn + hn) 

�onucu çıkar. AyTıca, d kirişsel metrik olmak üzere, 
sürekli kesirler için aşağıdaki sonuç da yazı labilir: 

d(Sn (un), Sn (w n ))d( sn (v n ), Sn (zn)) 
d{ S n (U n ), S n (V n ) )d (S n (W n ), S n (Zn ) ) 

_ d{un,wn)d(vn,zn) 
d{un,vn)d(wn,zn) 
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