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PADE YAKLAŞlMLARI 

Serpil H.ALICI, Harndi 

Özet - Yapılan bu çalışmada, bir formal kuvvet serisi 
yardımıyla bir fonksiyona nasıl yaklaşılabileceği 
çalışıldı. Bir fonksiyona yaklaşabilmenin birçok 
yolları vardır. Pa de ve Pade tipi yaklaşımları 
bunlardan bazılarıdır. B u yaklaşımlar birer rasyonel 
yaklaşım olduklarından, rasyonel yaklaşımların 
özelliklerini taşırlar. Bu yaklaşım tipinin gösterimi, 
hesaplanışı ve hatasının bulunması, farklı şekillerde 
gösterimi ç alışıldı. Enterpotasyon polinomları ile 
bağlantıları anlatılarak, bu yaklaşırnların tek ve çok 
değişkenli durumları da incelendi. 

ı.GİRİŞ 

C() 
Tanım: A(x) == I a j x j formal kuvvet serisi olmak 

j=O 
üzere, bu seriye L,M Pade yaklaşımı; 

(1) 

bjçiminde gösterilir. Burada; PL(x) en fazla L dereceden 
bir polinom ve QM(x) en fazla M dereceden bir 
polinomdur. Aşağıdaki eşitlik yardımıyla PL ve QM 
polinomlarının katsayıları bulunabilir[2]: 

(2) 

PL ve QM polinomlannın ortak çarpam yoktur. 

(3) 

(4) 
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QM(O)=l.O normalleştiııne şartı konulmuştur. 

Bu eşitlik, 

ao=po 

t • · ·· · · · · · · · · , ·· · · · · · · · · · · · · · · · ·  

· · · ·· · · · · · · · · ·· · · · · · · · ·· · · · · " ······· · · ·· · · · · · · · · · · · · 

biçiminde yazılabilir. Burada; eğer n<O ise Cin =O ve j>M 
ise q; =O olduğu anlaşılır. 

Teorem l: Herhangi bir A(x) foıınal kuvvet serisine, 
[L/M] Pade yaklaşımı varsa, bu yaklaşım bir tektir[3]. 
ispat: Bu özellikte iki yaklaşımın varlığı kabul edilsin. 
X(x)N(x) ve U(x)/V(x) fonnal kuvvet serisine iki Pade 
yaklaşımı olsun. Burada, U ve X in derecesi L ye eşit ya 
da daha küçüktür. Aynı şekilde, V ve Y nin derecesi M 
ye eşit ya da daha küçüktür. Her iki yaklaşım aynı seriye 
yaklaştıklanndan dolayı, 

X(x )/Y(x)- U(x)/V(x) = ü(x L+M+l) (6) 

olmalıdır. Bu eşitlik, Y(x).V(x) ifadesi ile çarpılacak 
olursa, 

X(x)V(x)- U(x)Y(x)= ü(xL+M+l) (7) 
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olur. Eşitliğin sol yanı en fazla L+M dereceli bir polinarn 
olacağından, özdeş olarak sıfır olur. Ne Y ne de V özdeş 
olarak sıfır olmadığından dolayı, 

x(x) u(x) 
Yfx) 

= v(x) (8) 

sonucu elde edilir. Tanım yardımıyla X ile Y ve U ile V 
relatif asaldır lar. Üstelik, 

v(o)=v(o)=ı.o (9) 

dır. Böylece var olduğu kabul edilen iki Pade 
yaklaşımının aynı olduğu görülmüş oldu. 

[L/M] 

yaklaşımının pay ve paydası deteııninant yardımıyla 
aşağıdaki gibi verilebilir[2]: 

CL-M+2 CL-M+3 K CL+l CL+2 
Q[L/M](z)== det M M 

CL-M+l 

CL- M+2 
p[L/M](z)= det M 

CL 

K M M 

K CL+M-1 CL+M 
K z ı 

CL-M+2 K CL+l 
CL-M+3 K CL+2 
M K M 

CL+l K CL+M 
L-M+l L 

(lO) 

L-M 
I cizM +i L c izM+i-1 A L c iz i 
i=O i=O i=O 

(ll) 

.. z2 z3 zn Omek:f(z)=ı+z+ + +K+ +K fonksiyonuna 
2 6 n! 

p[L/M](z)/Q[L/M](z) yaklaşımıyla yaklaşılacak olunursa, 
paydadaki polinom aşağıdaki gibi hesaplanabilir[5]: 
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Q(L/M] = det 

ı 
(L-M +l) 

ı 
(L-M +2) 

M 

ı 

ı 
(L-M+2) 

ı 
(L-M+3). 

M 

ı 

ı A 
(L+l) 

ı /\ 
(L+2) 

/\ M 

A ı 
(L+ı) L! ( L+M) 

ZM z M-1 A ı 

ll. TEK VE ÇOK DEGİŞKENLİ P ADE 
Y AKLAŞIMLARI 

(12) 

Teorem 2: P polinomu xı, x2, x3, ... , xk eksenlerinde 
yapılanmış g(x) = (1-xtY1 fonksiyonunun Lagrange 
enterpalasyon polinomu olsun. 

( ) ( )� g(xi) px = v x f,;t (x -xJv'(xJ 

Bu durumda, 

(p) _ w(t) 
c - v(t) 

• 

Ispat: 
v(x)-v(xi) 

(13) 

( ) I x -xi 1 px= -v�'(x-i�) -1-xit 
. ' g(xJ= I 

1- X· t ı 

w mn tanımı yardımıyla, x=l/t olmak üzere, 

c(P)= t�(xJ ı =xi:�(xJ ı =x w(x) 
i=ı v (xi) 1-xit i=l v (xi) x-xi v(x) 

ı w t-ı 
_ w(t} 

-İ v t-ı -
v(t) 

Sonuç: c(P) -f(t) =O( tk) ; t �O 

Teorem 3: Teorem 2 nin kabulleri altında, 

tk v(x) c(P) -f( t) = '"-J c __;,_...;..._ 
v(t ) xt - 1  

dır. 
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v(t) ile bölerek sonuç görülür. 

Tanım: t = (t1, t2 ,K , tN) , f(t) N değişkenli reel 
katsayılı bir formal kuvvet serisi olsun[ ı]. 

00 
f(t) = L I cj, ,K j

N 
t1j' K tNjN 

i=O 

• ' C·K · ER Jı JN 

Burada ci katsayılan tı,t2, ... ,tN ye göre i. nci dereceden 
reel katsayılı birer homojen polinomlardır. P(X) ise, 
katsayıları tı,t2, ... ,tN ye göre polinarnlar olan X e göre bir 
formal Laurent serisi olup, 

· n EZ ' (14) 

ai E R ( t 1 , t 2 , K , tN ] ; i = n, n + 1 , K dur R [ t 1 , t 2 , K , tN ] 
ise R sayı cismi üzerinde tı,t2, ... ,tN ye göre bir polinarn 
halkasıdır. Bu özellikteki polinarnların kümesi P olsun. 

1 =l+X+X2 +K 
1-X 

1 = x -n + x-n+ı +K 
x"(ı-x) 

(15) 

f( t) kuvvet serisi için, P de hareket eden c lineer 
operatörü, 

. . ı ı 
; i n O iken c i = O 

olarak tammlıdır. Bu operatörün aşağıdaki özellikleri 
vardır[ 4]: 

i) c(aP(X) + bQ(X)) = ac(P(X)) + bc(Q(x)) 
ii) c(n)(P(X)) = c(xnp(x) ) 
iii) c(n)(aP(X)+ bQ(X)) = ac(xn P(x) )+ bc(xnQ(x)) 
iv) c(x; )= c; ve c (n) (x i )= cn+i ; i 1t O ise c; = O, 

ll + i TC Ü ise C n+ i = 0 

dır. 

" 

Burada, a,beR[tı, ... ,tN] , n EZ ve P(X), Q(X) eP dir. 

III. SONUÇLAR 

Sonuç: �O için, 

c(n) 1 = f(t) ; t = (tıı t2 ,K , tN) yazılabilir. 
1-X 

ll 1-X fonksiyonu f(t) nin üreteç fonksiyonudur. 

V(X) EP , tı,t2, ... ,tN ,X n+ 1 değişkene göre homojen bir 
polinom ise, bu V(X) e bir g polinarn denir. 

v(t) ==V( 1) polinomu V(X) in tersidir ve 

yazılır[ 6]. 

w(n)(t) = c  v(t)-xnv(x) 
1 - X ' 

(16) 

(17) 

polinarnuna da, V(X) g polinomunun n ilişkili polinomu 
denir. 

Sonuç: Yukarıdaki polinarn m+q+n-1 dereceden bir 
polinomdur. 

Sonuç: 

f (  t ) v( t)- w (n) ( t) = c (n) V( X) = O( m + q +n) ; 
1-X (18) 

t = (t1,K,tN) 

Teorem: v(t) ve w(t) polinarnlan sırasıyla m+q ve m+p 
dereceden olsunlar. O(m+p+ 1) hata terimi olup, 

f (t)v(t)- w(t) = c(p-q+ı) v(x) = O( m+  p + 1) 
ı-X 

dır[ ı]. 

(19) 

Sonuç: c ve c fonksiyonelleri arasındaki bağlantı şudur: 
c ve ci sırasıyla, c fonksiyoneli ve genel kuvvet 
serisinin ci katsayısı olsun. O halde, 

I) c(x ; )= c; = C/ = Ck t ; ) 
c{x; )= c{(xt) ; ) 

- ı -( . ) ve c x =ci olup, 
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2) c ı 
ı-X 

ifadeleri bulunur. 

ı 
1-xt 

= f (t) 
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