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Введение. Бурное развитие техники и технологии переработки и приготовления 

сырья, товаров и продуктов общественного назначения дало возможность широко 
использовать ионообменный и экстракционный способов в химической, пищевой, 
фармацевтической, горно-металлургической и ряде других отраслей промышленности. 
Причиной этого является высокая экономичность и эффективность экстракционных и 
ионообменных методов извлечения промышленно ценных веществ из твердых 
материалов [1]. Поэтому для достижения максимально лучшего результата по очистке 
конечного продукта от нежелательных примесей в процессе фильтрования последний 
должен быть организован как технологический цикл с оптимальными параметрами, 
включающими характеристики самого фильтра и режима работы. Поскольку процесс 
фильтрации, особенно сильно загрязненных жидких ионизированных растворов, 
представляет собой сложный нестационарный процесс, зависящий от многих факторов, то 
решение проблемы оптимизации управления процессом фильтрации – весьма серьезная 
задача. 

В связи с этим возникает весьма актуальная задача нахождение оптимальных режимов 
проведения процессов экстракции и ионообменного извлечения. До последнего времени эти 
процессы относились к числу малоизученных. Главная причина такого положения 
заключалась в отсутствии адекватных в широком диапазоне параметров математических 
описаний основных процессов извлечения из твердых веществ. 

Развития вычислительной техники с аппаратным и программным обеспечениями дало 
возможность шире использовать современные способы исследования указанно выше 
процессов, позволяющих анализировать эти процессы в условиях, максимально 
приближающихся к объекту исследования. В процессе движения ионизированного раствора 
через ионитный фильтр зерна ионита набухают, и изменяется пористость и проницаемость 
фильтра, следовательно, меняется и его сопротивление. Математическая модель, 
учитывающая это явление, содержит новый параметр, так называемой коэффициент 
«бародиффузии» – Db, который является опытным параметром. Для его определения в 
каждом конкретном случае необходимы экспериментальные наблюдения. Как правило, эти 
эксперименты очень трудоемкие. Однако при сочетании аналитического решения с очень 
простым экспериментальным наблюдением можно получить значение Db с достаточно 
большой точностью. Настоящая работа посвящена определению коэффициента Db. 
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Методы. Для определения коэффициента бародиффузии запишем общее уравнение 
динамики сорбции одного вещества с линейной изотермой сорбции Генри в виде [2-4]: 

 

2

2 ,bDn u N n Pm W D
t x t x P x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂           (1) 

( )N n N
t

β∂
= −Γ

∂
,              (2) 

        ,P Pm k
t x x

∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ 
             (3) 

с краевыми условиями: 

01 0
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, / 0, ( )

n n N N P f x t
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n n P x x

γ

= = = = 
∂ = + = = ∂ 

= ∂ ∂ = = ∞ 

,      (4) 

где Γ  - коэффициент Генри, , ( )f xγ  - заданные величины; ,n N − неравновесные 
концентрации в растворе и сорбенте; W −  скорость движения раствора в ионитной колонке; 

,  bD D −коэффициенты диффузии и бародиффузии; P −  давление; β − эффективная 
константа обменивающихся ионов; ,     m k −пористость и коэффициент проницаемости 
ионита; 01 0,    n N − исходные концентрации ионов в растворе и ионите; 0P −  начальное 
давление в колонке. 

Задача заключается в том, что бы сочетая аналитическое решение системы (1)-(4) с 
экспериментальными данными получить явный аналитический вид коэффициента 
бародиффузии. 

Для этой цели сначала решим уравнение (1) с соответствующими краевыми условиями (4). 
Для получения аналитического решения поставленной задачи положим 

,k const m const= =  и получим вместо уравнения (3) следующее: 
2

2

p pa
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
               (5) 

при начальном  

00,t P P const= = = ,             (6) 
и граничных  

0, ( )Px P f t
x

γ∂
= + =

∂
 ,             (7) 

, / 0x P x= ∞ ∂ ∂ =                 (8) 
условиях, где a=k/m. 
Задачу будем решать операционным методом. Если применить преобразование 

Лапласа к дифференциальному уравнению (5), то уравнение для изображения с учетом 
начального условия принимает вид 

 

( ) ( ) 0, , 0L L
PsP x s P x s

a a
′′′ − + = .           (9) 

Граничные условия для изображения следующие: 

( ), 0L LP P F s xγ′ + = = , 0LP ′ = .         (10) 
Решение уравнения (9) в общем виде следующее: 
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Из условия (4) получаем, что 0A = . Постоянную B  находим из граничного 
условия (4): 

( ), ( ) ( );s sB B F s B F s
a a

γ γ− + = − =  

 отсюда  
( )F sB

s
a

γ
=

−
  .          (12) 

Тогда решение для изображения примет вид 

    0( )( , )
( )

s x
a

L
PF sP x s e
ss aγ

−
= +

−
.         (13) 

Для нахождения оригинала воспользуемся таблицей изображений, из которой 
находим 
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Окончательно получаем 
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Представляя функции erfc z  в виде 1erfc z erf z= − , вычисляем производную 
P
x

∂
∂
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Подставляем значения P(x,t) и P
x

∂
∂

 в первое уравнение (1) и получаем: 

2

2 ( , )b
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t x t x
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∂ ∂ ∂ ∂
. 

Рассмотрим теперь уравнение ионообменной сорбции. Исключив из (1) и (2) N(x,t), 
получаем 
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 Подстановка 1 2k t k xn ue +=  в последнее уравнение проводит к виду 
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Уравнение (14) с учетом (15) запишем в виде 
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Обозначим: 
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Тогда из (1-16) получаем 
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Решение (19) следующее: 
 1 1( )

1 ( ,0) k tx e β− +Φ = Φ ⋅  ,           (20)  
где ( ,0)xΦ −  неизвестная функция. 
Подставляем значение 1Φ  в (18) и получаем уравнение 

2
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= +Φ
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,           (21)  

где 3 1 0( , ) , /x t F C D mΦ = −Φ = , V=V1+V2 ; V1 - решение однородного уравнения с 
неоднородными краевыми условиями, V2- решение неоднородного уравнения с 
однородными краевыми условиями, т.е. 
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Задачу (22) решаем операционным методом Лапласа. Для изображения получаем 
2 3
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2 /S aλ = . 
Для нахождения оригинала воспользуемся таблицей изображений [4], окончательно 

получаем 
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   (25) 

Для решения задачи (23) применяем синус преобразование Фурье и после 
некоторое преобразования окончательно получаем: 
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Если известно значение n в какой-либо точке, не являющейся точкой на границах, 
то  

1

2

( , ) ( , )
( , )

k k
b

k

n x t q x tD
q x t

−
= , 

где kx −  любая точка внутри рассматриваемой области. 
Результаты. На основе полученной формулы были проведены расчеты на ЭВМ (рис. 1–2). 

  
Рис. 1. Изменение концентрация ионов 

в растворе по времени 
Рис. 2. Изменение коэффициента 
бародиффузии по времени 

 
Выводы. Получено аналитическое решение уравнения, описывающее изменения 

давления в ионообменной колонне методом преобразования Лапласа. При этом краевое условие 
на входе задавалось в общем виде. 

Получено аналитическое решение систем линейных уравнений диффузии и массообмена 
с постоянной скоростью движения и переменным градиентом давления. При незначительном 
количестве экспериментальных данных из полученных решений определялся коэффициент 
бародиффузии. С помощью вычисленных значениях коэффициента бародиффузии, можно 
получить функциональную зависимость для его определения.  
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Аннотация. Приводится модель и аналитическое решение для задач 

технологического процесса ионообменного фильтрования суспензии и функциональная 
зависимость для вычисления коэффициента бародиффузии. 
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