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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 
Конечно-элементный анализ получает все боль-

шее распространение в реальной инженерной практике 
и является наиболее подходящим для моделирования 
сложных физических процессов. В настоящее время 
этот метод заложен в основу подавляющего большин-
ства систем автоматизированного проектирования во 
многих отраслях [1-3]. С его помощью рассчитываются 
напряжения, деформации, теплообмен, распределение 
магнитного поля, потоки жидкостей и другие задачи с 
непрерывными средами, решать которые другими 
методами оказывается затруднительно.  

Стремительное развитие средств вычислительной 
техники в последнее время способствовало появлению 
целого ряда инструментальных программных систем 
для моделирования и визуализации различного рода 
научных задач. Существующие программные системы, 
как правило, закрыты для пользователя, не позволяют 
вмешиваться в процесс расчета на уровне методов 

решения, а также исследовать задачи, решение кото-
рых не было предусмотрено разработчиками [3]. В 
связи с этим, актуальным является разработка инстру-
ментальных программных средств, способных адапти-
роваться к различного типа задачам, гибко изменять 
свои функциональные возможности, модернизировать 
методы решения [4-6]. 

АНАЛИЗ ПРЕДШЕСТВУЮЩИХ ПУБЛИКАЦИЙ 
Традиционный алгебраический подход к построе-

нию базисных функций [1,2], длительное время оста-
вавшийся единственным, не дает возможности обна-
ружить существование множества моделей на одном 
конечном элементе (КЭ). Полученные с его помощью на 
четырехугольных КЭ модели (назовем их стандартны-
ми) обладают рядом недостатков, а на гексагоне метод 
вообще неприменим из-за вырождения матрицы. 
Поэтому, начиная с 70-х годов прошлого века предпри-
нимались попытки создания альтернативных моделей, 
свободных от этих недостатков. Тейлором была пред-
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ложена неалгебраическая процедура построения функ-
ций формы на четырехугольных КЭ, приведшая, одна-
ко, к стандартным базисам. На элементе в форме пра-
вильного шестиугольника в 1975 году Уачспресс пред-
ложил метод “перемножения плоскостей” [7]. Впервые 
нестандартные (альтернативные) базисы на серенди-
повых конечных элементах (СКЭ) были получены с 
помощью разработанного А.Н. Хомченко вероятностно-
геометрического метода конструирования базисных 
функций [8], а также прямым геометрическим конст-
руированием базисов альтернативных моделей на 
квадрате [9], гексагоне [9] и в полярных координатах 
[10]. Усовершенствование процедуры Тейлора [11], 
развитие метода Уачспресса [7], а также решение об-
ратной задачи с помощью комбинированного алгебро-
геометрического метода [12]  и аналитического метода 
моделирования иерархических форм базисных функ-
ций [13] позволило построить бесконечное множество 
моделей СКЭ с управляющим параметром.  Наличие 
параметра в функциях СКЭ позволяет оптимизировать 

вычислительные качества альтернативных моделей, 
обеспечивая физически адекватные интегральные 
характеристики. 

Цель работы – разработка подсистемы конструи-
рования и исследования альтернативных моделей 
конечных элементов  для улучшения их вычислитель-
ных свойств. 

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 
Новые методы построения базисных функций по-

зволили получить бесконечное множество новых аль-
тернативных моделей СКЭ, которые не описаны в лите-
ратуре. Это вызвало необходимость создания автома-
тизированной подсистемы для исследования альтерна-
тивных моделей конечных элементов.  

Структурно разработанную подсистему можно 
представить в виде составляющих эволюционирующей 
системы поддержки принятия решений (СППР)[15] на 
рис.1. 

 
 

Рисунок 1 – Структурная схема эволюционирующей СППР 

 
Типы моделей, содержащиеся в базе моделей, представлены на рис.2. 
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Рисунок 2 – Типы моделей, составляющих базу моделей 

 
Основными структурными компонентами разра-

ботанной подсистемы являются: система управления 
базой моделей конечных элементов (СУБМКЭ), система 
управления базой данных (СУБД), ядро визуализации и 
решения задач методом МКЭ. 

База моделей обеспечивает гибкость моделиро-
вания, в частности, за счет использования готовых 
блоков моделей и подпрограмм. Управление моделями 
дает следующие возможности:  

 создавать каталоги и обслуживать широкий 
спектр моделей, которые поддерживают различные 
классы задач;  

 эффективно создавать новые модели;  

 связывать модели с соответствующими база-
ми данных.  

База моделей содержит как двумерные, так и 
трехмерные типы конечных элементов (КЭ), представ-
ленные в декартовых и криволинейных системах коор-
динат с интерполяцией от линейной до четвертого 
порядка, а также «смешанные» конечные элементы.  

Ядро визуализации и решения методом МКЭ 
включает в себя основные этапы решения задач, кото-
рые предусмотрены в системах, реализующих МКЭ [16]. 
Все пакеты, реализующие метод конечных элементов, 
состоят из информационной и вычислительной частей 
(рис. 3). 
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Рисунок 3 – Пакет МКЭ. Общая структура 

Информационная часть - база данных (БД) пакета 
- содержит описания используемых данным пакетом 
типов элементов (библиотеку элементов), библиотеку 
материалов, справочную систему. Физически представ-
ляет собой набор файлов, расположенных в том катало-
ге, куда был установлен пакет. 

Вычислительная часть пакетов МКЭ представляет 
собой набор модулей (называемых обычно процессо-
рами), выполняющих определенные функции и объе-
диненных общей оболочкой (реализация этой идеи 
различна в разных пакетах - модули могут представ-
лять собой отдельные ЕХЕ-файлы, либо входить в еди-
ный файл в виде подпрограмм). Среди процессоров 
обычно выделяют препроцессор (preprocessor) - модуль 
подготовки исходных данных, вычислительный про-
цессор - solver (или вычислительные процессоры - для 
пакетов, решающих широкий круг задач) и постпро-
цессор (postprocessor) - средство визуализации и анали-
за результатов расчета. 

В качестве инструментальной среды для разра-
ботки программного обеспечения была выбрана систе-
ма визуального объектно-ориентированного проекти-
рования Delphi. Для разработки приложений в области 
двумерной и трехмерной графики использовался один 
из наиболее популярных прикладных программных 
интерфейсов OpenGL, поддерживаемый большинством 
производителей, как аппаратных, так и программных 
платформ. 

Программная реализация OpenGL получает гра-
фические запросы от процедуры визуализации и строит 
цветное изображение трехмерной графики. Затем она 
передает это изображение GDI (Graphics Device Interface) 
интерфейса Windows для представления графических 
объектов и передачи их на устройства отображения, 
такие как мониторы и принтеры. 

В процедуре визуализации поверхности базисной 
функции реализован гибкий механизм, задающий 
количество точек разбиения с целью быстрого эскизно-
го изображения поверхности. Совокупность таких точек 
образует каркас - систему линий на поверхности. Бла-
годаря гибкому механизму выбора числа интервалов 
дискретизации, мы получаем реалистичную сглажен-
ную поверхность базисной функции (рис. 4а). 

В разработанной подсистеме реализованы также 
элементы когнитивного подхода (когнитивного моде-
лирования), которые способствуют воздействию с по-
мощью интерактивной компьютерной графики на ин-
туитивное образное мышление, что, в свою очередь, 
позволяет получать новые модели дискретных элемен-
тов. 

Используя разработанную подсистему, пользова-
тель получает возможность дальнейшего исследования 
полученных моделей, решать практические приклад-
ные задачи, проводить сравнительную характеристику 
альтернативных моделей и принимать решение отно-
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сительно их применения и оптимизации вычислитель-
ных свойств. 

 Покажем примеры использования разработанной 
подсистемы  для построения новых базисов КЭ. Напри-
мер, для биквадратичного КЭ  с помощью аналитиче-
ского метода моделирования иерархических форм 
базисных функций получены альтернативные базисные 
функции  с управляющим параметром  
K [13]: 

 

( )( )

( )( )( )

i i i

i i i i

1
N 1 1

4

1 K 1 1

= +x x +h h

- +x x+h h+ -x x -h h

, 

i ii 1,3, 5, 7; 1; 1.= x =  h =   

(1)

( )( )

( ) ( )( )

i i

i

1
N 1 1

2
1

1 K 1 1
2

= -x +h h ´
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Рисунок 4 – Визуализация процедуры построения функции 

формы для узла 7  альтернативного базиса СКЭ-8 с 
помощью аналитического метода при 1K  

Изменяя параметр K  в формулах (1-3), получаем 
все множество альтернативных моделей. На рис. 4 
визуализирована геометрическая процедура построе-

ния модифицированного базиса при 1K . На первом 
этапе строится поверхность, которая является суммой 
двух поверхностей (рис. 4в): плоскости

    11
1f  

(рис. 4а) и гиперболического пара-
болоида   )1)(1(2

1  f

 
 (рис. 4б). Окончательно 

серендипову поверхность для узла 7 (рис.4г) получаем 
как суперпозицию гиперболического параболоида

  )1)(1(
4

12
1  f  (рис. 4д) и поверхности
     2

1
1

1
21

1 fff    (рис. 4в).  
Далее в системе проводится исследование по-

верхности функции формы и проверка их свойств (рис. 
5): 

Свойство 1. Базисные функции  СКЭ-8 удовлетво-
ряют интерполяционной гипотезе типа Лагранжа (рис. 
5а) [1-3,13]:  

,),( ikkkiN        ,8,1, ki   (4) 

где ik - символ Кронекера. 
Свойство 2. Система функций удовлетворяет ус-

ловию сохранения весового баланса (рис. 5б)  [13]: 





8

1

1),(
i

iN 
. 

(5) 

Свойство 3. Базисные функции геометрически изо-
тропны [1-3]: представление зависимой переменной на 
элементе не зависит от системы координат, которая ис-
пользуется, то есть геометрически изотропно для ортого-
нальных преобразований системы координат. 

 

  

а) функции формы для узла 7 
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б)  сумма функций СКЭ-8 

Рисунок 5 – Главное окно процедуры визуализации  

Свойство 4. Базисная функция серендипова КЭ-8 
вдоль границ элемента является полным полиномом 

второго порядка и, как следствие, имеет место непре-
рывность базисной функции на границе между элемен-
тами [1-3]. 

Наглядно убедиться в выполнении четвертого 
свойства (сохранение 0C - гладкости аппроксимации на 
границе КЭ) позволяет компьютерная визуализация 
процедуры объединения в ансамбль четырех функций 
формы разных альтернативных моделей СКЭ-8, кото-
рые соответствуют общему узлу для четырех квадратов 
(рис. 6).  

Преимуществом существования множества моде-
лей на одном элементе является возможность объеди-
нять их в различных комбинациях в зависимости от 
характеристик физического поля. Это невозможно в 
конечноэлементных программных средствах, исполь-
зующих единственный стандартный базис. 

 

Рисунок 6 – Объединение в ансамбль четырёх моделей СКЭ-8  

при 1;
100

75
;

1000

1533
;0K  - начиная с левого нижнего квадрата против часовой стрелки  

 
Выводы. В работе разработана подсистема ис-

следования моделей конечных элементов, которая 
дает пользователю возможность дальнейшего иссле-
дования полученных моделей, решать практические 
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прикладные задачи, проводить сравнительную харак-
теристику альтернативных моделей и позволяет при-

нимать решение относительно дальнейшего примене-
ния и оптимизации вычислительных свойств моделей.  
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