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ВВЕДЕНИЕ 
В основе человеческой деятельности лежит поня-

тие «организация», под которой понимается объедине-
ние людей, совместно реализующих некоторую про-
грамму или цель на основе определенных процедур и 
правил. Для реализации управленческих функций в 
организации создается иерархия – принцип структур-
ной организации сложных многоуровневых систем, 
состоящий в управлении взаимодействия между уров-
нями в порядке от высшего к нижнему [1]. 

Такой принцип обуславливает возникновение за-
дач поиска оптимальных иерархических структур-
систем, элементы которых связаны отношением стар-
шинства или подчиненности. Перечень таких задач 
достаточно велик, однако большинство из них имеют 
ряд общих условий [1]: 

 задается некоторое множество элементов 
нижнего уровня, над которым необходимо надстроить 
иерархию; 
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 задается множество допустимых иерархий, 
из которых необходимо выбрать одну; 

 задается критерий эффективности, позво-
ляющий сравнить различные иерархии, и выбора той, 
которая ее максимизирует или минимизирует. 

Следует отметить, что в настоящее время для ре-
шения таких задач создан ряд математических моде-
лей и численных алгоритмов оптимизации иерархиче-
ских структур, которые требуют введения ряда допу-
щений и сложны в вычислительном плане. Вместе с 
тем, вопросы создания методов и средств предвари-
тельного имитационного моделирования процессов 
развития организационных иерархий в диалоговом 
режиме с ЭВМ, разработаны явно недостаточно. 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 
Публикации, посвященные математическим ме-

тодам и моделям оптимизации иерархических органи-
зационных структур встречаются в периодической и 
специальной литературе, начиная с 1980-х годов. Из 
работ последних лет можно выделить следующие: в 
[2, 3] описываются математические модели оптимиза-
ции иерархических структур; [1] посвящена задачам 
поиска оптимальных иерархий на основе секционных и 
однородных функций затрат; в работах [2, 3] рассмот-
рены задачи графодинамического имитационного 
моделирования развития сетевых структур. 

В тоже время вопросы графодинамического имитаци-
онного моделирования организационных иерархий рас-
смотрены лишь в работах [4, 5]. Первая из них посвящена 
основам теории графодинамики, а во второй делается по-
пытка использования этой теории для моделирования раз-
личных задач управления организационными системами. 

Целью статьи является формирование критериев 
оптимальности иерархических структур, выбор на их 
основе определенных графодинамических операций 
для последующего имитационного моделирования 
задач оптимизации организационных структур. 

ИЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНОГО МАТЕРИАЛА 
Наиболее естественным средством моделирова-

ния организационных иерархий являются ацикличе-

ские ориентированные графы H = <V, E>, которые 
задаются множеством вершин V и множеством дуг E. 
Пусть MNV   – все множество сотрудников орга-
низации (исполнителей и менеджеров). 

Рассмотрим множество ребер подчиненности 
MVE  . 

Ребро Emv ),(  означает, что сотрудник Vv   
является непосредственным подчиненным менеджера 

Mm . Таким образом, ребро направлено от непо-
средственного подчиненного к его непосредственному 
начальнику, и при этом существует цепочка ребер под-
чиненности из v в m. 

Тогда ориентированный граф с множеством ме-
неджеров M и множеством ребер подчиненности 

MMNE  )(  называется иерархией, управляю-
щей множеством исполнителей N, если граф H ацикли-
чен, любой менеджер, имеет подчиненных и найдется 
менеджер, которому подчинены все исполнители. 

Обозначим через )(N  множество всех иерар-
хий. Тогда задача поиска оптимальной иерархии из 
множества )(N  при условии, например, что в каче-
стве критерия оптимальности рассматриваются затра-
ты на содержание иерархии   ;0C , в общем виде 
может быть представлена в следующем виде: 

)N(H),H(CminArgHopt   (1)
Из (1) очевидно, что даже в самых простых случа-

ях множество всех возможных иерархий с помощью 
широко используемого метода перебора всех вариан-
тов требует огромных вычислительных  ресурсов. 

Вместе с тем анализ современных результатов, 
посвященных разработке математических моделей 
оптимизации иерархических структур, опубликованных 
в работах [1, 2, 6, 7 и др.], позволяют сформировать ряд 
условий (критериев), которые могут быть положены в 
основу графодинамического имитационного модели-
рования оптимальных организационных иерархий. 

Рассмотрим совокупность таких условий (крите-
риев): 

1. Отсутствие дублирования, при котором два 
менеджера m1 и m2 управляют одной и той же группой 
исполнителей. 
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2. Если менеджер m1 непосредственно подчи-
няется менеджеру m2 (m1   m2), тогда последний не 
управляет подчиненными m1. 

  2
)1(

n
)1(

2
)1(

1 mv,...,v,v   (3) 

3. Наличие только одного менеджера (топ-
менеджера) m0, который не имеет начальников, и 
только ему подчинены все остальные менеджеры и 
исполнители организации. 
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4. Норма управляемости r (количество подчи-
ненных у менеджера) в рамках одной организации 
постоянна (r=const), т.е. каждый ее менеджер имеет 
примерно одинаковое количество подчиненных. 

 
k21 mmm r...rr   (5)

5. Наличие симметричности в организацион-
ной иерархии, когда топ-менеджер (m0) делит группу 
исполнителей между менеджерами на примерно рав-
ные части или пропорции. 
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6. Количество менеджеров в оптимальной ие-

рархии с нормой управляемости r на множестве из n 
исполнителей равно: 

).1-r(/)1-n(k   (7)
Приведенные условия (критерии) формализован-

ные в виде выражений (2), (3), (4), (5), (6) позволяют 
представить общее решающее правило поиска опти-
мальных иерархий: 
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Обратимся теперь к теории графодинамических 
систем, основы которой рассмотрены в работе [4], а 
некоторые ее практические приложения в [5]. Объек-

том исследования данной теории является  класс гра-
фов типа «дерево» или «лес» и их возможные измене-
ния во времени. В основе графодинамики лежит цело-
численная функция, получившая название «функция 
подчинения», или кратко П-функция. 

Такая функция )n(  заведомо удовлетворяет 
следующим ограничениям: 

1. n)n(  , т.е. номер любой вершины всегда 
больше номера той вершины, которой она «подчине-
на»; 

2. )n(  определена на всех целых n от 1 до не-
которого N; 

3. 0)n(   – означает, что вершина графа с 
номером n не подчинена ни одной вершине. Это соот-
ветствует появлению корня (корневой вершины) дере-
ва. 
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Рисунок 1 – Иерархические структуры: 
 а – исходная структура; б – П-функция этой структуры; в – преобразованная структура; г - p(n) функция 

 
Над П-функциями могут выполняться различные 

целенаправленные операции, описываемые уравне-
ниями графодинамики различных порядков. В работе 
[5] дана сводка основных  таких операций с математи-
ческим представлением и описанием результатов их 
выполнения. Записанное решающее правило (8) позво-
ляет оценивать преобразованные, посредством таких 
операций, графы на предмет их оптимальности. 

В качестве примера рассмотрим графодинамиче-
ское имитационное моделирование задачи оптимиза-
ции существующей организационной структуры. Из 
рис.1а видно, что исходная структура  не является оп-
тимальной, так как три ее менеджера (вершины 2, 3, 4) 
имеют различные нормы управляемости, т.е. загруже-
ны явно не равномерно. 

Для моделирования данной задачи воспользуем-
ся аддитивной операцией «локальные переподчине-
ния», которая записывается в следующем виде [4]: 

)n(p)n()n(  , (9)
где p(n) – некоторая функция, получившая назва-

ние «управление перестройкой» и принимающая зна-
чения на множестве {-1; 0; +1}. 

Значение П-функции ψ(n) определяется исходя из 
следующих условий [4]: 


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Выполним локальные преобразования исходной 
структуры, сопровождая его следующими соотноше-
ниями для N=11: 

 011)1n()n(;1)n(p:1n  (1-ая вер-
шина графа является  корневой); 

;12112)1n()n(;1)n(p:2n 
;23213)1n()n(;1)n(p:3n 

;141)n(;0)n(p:4n   
;252)n(;0)n(p:5n   
;262)n(;0)n(p:6n   
;272)n(;0)n(p:7n   
;484)n(;0)n(p:8n   
;494)n(;0)n(p:9n   

;4104)n(;0)n(p:10n   
;4114)n(;0)n(p:11n   

 
Построенный по результатам данных преобразо-

ванный граф (рис. 1в) соответствует всем условиям 
выражения (8), и поэтому может считаться оптималь-
ной организационной иерархией. 

ВЫВОДЫ 
В реальных организациях возможности экспери-

мента со структурой очень ограничены. Поэтому важ-
ное значение приобретает имитационное моделирова-
ние, позволяющее формировать различные прогноз-
ные сценарии развития организационных иерархий с 
определением их возможных конфигураций, эффек-
тивности и оптимальности. Перспективным направле-
нием в этом плане видится теория графодинамических 
систем, в основе которой лежат целенаправленные 
операции над графами, позволяющие имитировать 
различные задачи управления иерархическими струк-
турами. В работе сформированы критерии оптимально-
сти иерархических структур, осуществлен выбор на их 
основе определенных графодинамических операций 
для последующего имитационного моделирования 
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задач оптимизации организационных структур. Такой 
подход позволяет снизить вычислительные трудности и 

повысить оперативность анализа иерархических орга-
низационных структур. 
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