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1. Formulacion del problemay
solucién formal

Utilizaremos la notacién de [1], [2], [3]. En [3]
hemos considerado el caso de una carga puntual
horizontal de magnitud F en el tope x=H . En el
presente trabajo generalizados al caso donde la fuerza
F actla a una altura arbitraria xg,0 < Xg < H . Nuestro
problema es ahora la resolucion de la ecuacion
diferencial de Murashev-Sigalov-Bayrov

u(&)- 2u(é)= g(£);0< £<1

d9)= °ro(e- &)+ (g

M

Donde

M(é): HF(&‘ éo);05§< Sos QZ% (2)
0,5 <E<1
con las condiciones de borde
u(0) = u(0) = 0,u”(1) = 0u”(0)=-H’F (3)

En (1), 8 (€ - &) es la distribucién delta de Dirac
centrada en £ =& ([4]).

La solucién general de la ecuacion homogénea
u (&)~ 22u"(€) = 0 es de la forma

()= o™ +fe™ +yE+6  (4)
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donde a, B, v, y & son constantes arbitrarias. Una
solucidn particular de la ecuacion diferencial en (1)
esta dada por el producto de convolucién ([1])

uo(8) = 25 h(E)[ senh(2E) - A&]* o ¢)

donde h() es la funcion de Heaviside. Con (1), (2)
obtenemos

B u(é); 0<E<¢,
w05 beses O
donde
R a4l HF“[& ééj
) /1( +u ’ 9
_EHFu
TR m )[cosh AE)-1]
()= semlae-&)]- 2e-)- ’;“[ 535]
. 0)
" m ){focosh(/lf) (senh[ (E-&)]- senh(/lﬁ))}

Con (4)-(7) tenemos la soluciéon general de
la ecuacion diferencial (1) en la forma u(§)=u,

(&) + up, (&) . Aplicando ahora (3) obtenemos
g Yo BE g Y s HF| HF
2 X 2 A .
tanh A senh[A(1-¢

—ué,+

0>J} ®

De (4), (8) se sigue que la parte de la solucion
gue viene de la ecuacién diferencial homogénea esta
dada por

(&)=

__HF |
A1+ ) A Acosh A

3

E [senn(28)- 2] (9)

S[1—cosh(A&)] -

2. La solucion para0<_g<¢§
De 1 .(6), 1.(8), 1.(9) tenemos
)= o)) - Lo L

1+u
3
+ 3HF tanh A 1-
A1+ p)

88 DRINC

—}—l[hﬂ—é)])[h 2)-1j0sé <,

o E e R (i)

M

Para encontrar una expresion para p(§) apta para
su evaluacion numérica para valores pequefios de

AN — 0), introducimos (como en [3]) las funciones

§m+2

L,(¢)= —W;m— (LR v (2)
, - /1 2k
(O=mem kz‘;(mj])( 2)- 01,2....... (3)
Entonces

L,;(f) = mLm_l(f),S;l(f) = mSm_l(é);m >1 (4)

$:(8) = A1)+ S(9)]:5:8) = Z[-Lo(£) + So(9)]:

S8 = e+ X[-L(&)+5(8)] (),

w =-L{8)+5(¢)
senz;(xé) = ee2l-L(O+5(8]F (9)
h(4£)-1
%:-Lo(é)wo(f)
La funcion Sm(§) es implementada en

MATHEMATICA en términos de la funcion gamma y
la funcién hipergeométrica generalizada. De (1)-(6)

tenemos
__H_JF_ 3F//‘ 3 1
= s L - ;g)

)
(14 )cosh A (-GN 58]

Usando (4),(5) se obtienen de (7) inmediatamente
las expresiones para las primeras tres derivadas de
M(§) (las cuales no reproducimos aqui por razones de
espacio).

Para obtener expresiones numéricamente ade-
cuadas para X grande (A «) escribimos (1) en la

forma

L{1-&)-5

HF
A(1+p)

senhA

. senh|A(1-¢)] }-'_
®)

HF  senh[A(1-&)]
Al+p)  coshd [cosh(A£)-1];0<& <&,

A F“[ £- 15052]

1+



u(é

-}‘(1

apta para evaluar u(§)para valores de A ya que

h{A(1- 0,0<n<1
lim, _tanhA=1, llmA%M: <N
cosh A I;n=0 )
h|A(1-
liml_mcosh(ﬂn)M:OSi n<t

coshA

De (8) se obtienen inmediatamente las expresiones
para las primeras tres derivadas de p(€) (las cuales no
reproducimos aqui por razones de espacio).

De (1),(6) tenemos para fiy(&) =lim,_, u(&) que
= H3F£125052—16§3}os §<& (10
Los casos limites lim,_, u™*)(&)(k=1,2,3) se obtienen

como las derivadas correspondientes de 1,(&)

De (8),(9) obtenemos para u_(&) = lin,_,_u(&) que

u (&)= ﬁuo(f);os E<é (11)

y lim, u¥(E)=uP(E)(k=12,3). La relacion (11)
también es valida para las derivadas.

3. La solucion para o< &< 1
De 1.(7)-1.(9) tenemos

& <€<1

De 2.(6),(1) obtenemos

)= f’f{ LE-8)+S(E-6)+ L(5)- <¢>}-’f:[g¢o-- 05]
+Z;cishl {g" ¥ ﬂ_Ll(l) +5,(0+L,(1-&)=5,(1- 50))} [-Ly(£)+5,6)]

&y <<l

apta para valores pequefios de A(A 0) . Usando
2.(4),2.(5) se obtienen de (2) ditegtamente las
expresiones para la primera tres derivadas de

u () (las cuales no reproducimos aqui por razones de
espacio).

ué)= /131(-1317 ){senh[ (&-¢,) ] senh(/lﬁ) n /lgo}
senh|A(1- Y
’ /13](-11 f,u) tam{l —_hsljn(}ll/l—go)]J[COSh(lg) ] L Flu( 50 "_éoéj

Fuerza puntual a altura arbitraria

Podemos escribir (1) en la forma

___HF _senh[/l(l—go)]} HF

) /IS(IJ’”)MHM{I senh +/12(1+N)§0

H'F _ senh[l(l—f)] JiE Fu )é
A(l_l_'u)[cosh(lfo) L —— 1+M6€o Yegl ce<i(3)

apta (en vista de 2.(9)) para valores grandes de

AA—=) . De (3) se obtienen directamente las
expresiones para las primeras tres derivadas de

u ()(las cuales no reproducimos aqui por razones de
tiempo)
De (1), 2.(6) entonces que

=H3F(§5§5—%53}50 <¢s1

Los casos limites limi_mu(k)(é)(kzl,Zﬁ)se
obtienen como las derivadas correspondientes de

Ky (é) De

(4)

(3), 2.(9) obtenemos

w(d=ru(@b<ést (9
y lim,__u*(&)=u®(€)(k =1,2,3). La relacién de

(5) también es valida para las derivadas.

Nuestro programa en MATHEMATICA contiene
funciones gréficas similares a las de [1], [2], [3].
Algunas de las gréaficas obtenidas se presentan al fi-
nal.

4. Fuerzas puntuales multiples

La generalizacién al caso de n fuerzas puntuales

F1, ....Fn actuando a alturas X1, __Xn es ahora
facil.

Supongamos que 0 < X; < <X, <_ H.Pasando a

X
la variable &= E nuestro problema es ahora la

resolucion de la ecuacion diferencial de Murashev-
Sigalov-Bayrov

w'(§) - Au(§)=8(£):0<E<1
=S rs-g)+ EILE

2

=1
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