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Santrauka

Matematikos supratimas neatsiejamas nuo matematiniy sqrysiy pazinimo. Daugyba yra sudétingais
matematiniais sqrysiais pasizyminti operacija. Su ja mokiniai supazindinami anksti. Todél pradinése
klasése neisplétotas daugybos sqrysiy pazinimas gali tapti matematikos mokymosi sunkumy
priezastimi.

Sgvokos funkcionalumas priklauso nuo poziurio j daugybq. Mokslinés literatiiros analizé rodo, kad
apie daugybq gali biiti samprotaujama adityviai arba multiplikatyviai.

Daugybos mokymasis pasizymi adityvaus ir multiplikatyvaus aiskinimo modeliy jvairove. Dél
vaizdavimo specifikos, skirtingi modeliai nevienodai tinka vaiky supazZindinimui su vienomis ar kitomis
daugybos savybémis. Moksliniai tyrimai rodo, kad matematikos pamokose vaikai supazZindinami tik
su kai kuriais is Siy modeliy.

Tyrime dalyvavo po dvi klases is keturiy Vilniaus mokykly III-1V klasiy, viso 157 respondentai.
Duomenys buvo surinkti atliekant apklausq rastu. Apklausos lape buvo pateikta lentelé, kurig reikéjo
uzpildyti, bent vienu biidu nupiesiant ir uzrasant 5 x 12 veiksmag.

Atlikta duomeny turinio kokybiné analizé parodé, kad I1I-1V klaséje vyrauja adityvus samprotavimas
apie daugybg. Multiplikatyvus samprotavimas apie daugybg pasitaiko retai. Vaizduodami daugybq,
masyvo modelj mokiniai daznai taiko nepilnavertiskai. Kiti daugybos multiplikatyvaus aiskinimo
modeliai mokiniams yra nezinomi. Apibendrinus tyrimo rezultatus matyti, kad III-1V klasés mokiniai
daugybos matematinius sqrysius pazjsta nepakankamai. Mokytojai turéty skirti daugiau démesio
Jvairiapusiskam mokiniy supaZindinimui su vizualiais daugybos vaizdavimo biidais.

Pagrindiniai ZodZiai: adityvus samprotavimas, daugybos mokymasis, multiplikatyvus samprotavimas,
pradinis matematinis ugdymas.

Ivadas

Daugybos veiksmas yra daugelio sunkesniy aritmetikos, algebros, matavimy,
statistikos temy supratimo pagrindas (Brickwedde, 2011, Huang, 2013). Nepaisant skirtingy
pasitlymy, kaip supazindinti pradiniy klasiy mokinius su daugyba, Sis veiksmas daugeliui
vaiky yra sunkus (Zhang, Ding, Lee, & Chen, 2017). Kitaip net negali biti, nes jis apima
daugybe skirtingy poziiiriy ] dauginimo procesg ir ty poziiiriy raiSkg daugybos taikymo
kontekstuose.

Pradedantys mokytis dauginti pradiniy klasiy mokiniai §j veiksmg supranta kaip
sudéties operacijos racionalizavimg (Brickwedde, 2011; Day & Hurell, 2015; Milton,
Flore, Moore, Taylor, & Burton, 2019; Young-Loveridge, 2006). Kitos, tik per ilgesnj
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matematikos mokymosi laikg galincios atsiverti daugybos prasmés kai kuriems i$ jy taip ir
lieka nepasiekiamos. Taip pat prarandama galimybé pamegti ir iSmokti matematika.

Tyrimai rodo (Day & Hurell, 2015; Harvey-Swanston, 2017), kad daugybos lentelés
mokymasis pradinése klasése yra ritualinis jvykis, liekantis emocingu prisiminimu daugeliui
suaugusiyjy. Vis dar praktikuojamas daugybos lentelés mintinas mokymasis neskatina
konceptualaus supratimo, gal todél daug vaiky ir suaugusiyjy daugindami klysta (Huang,
2013). Daugybos nesupratimas reiskia ir nejsigilinimg j visas jos taikymo situacijas, todél
zymi dalis kity matematikos temy taip pat lieka nesuprastos. Viena vertus, gali atrodyti,
kad $iais iSmaniyjy technologijy laikais be mokéjimo mintinai sudauginti skaicius galima
apsieiti. Kita vertus, daugybos supratimas neapsiriboja dauginimo rezultato gavimu.

Suteikiant prasm¢ dauginimo procediirai, uzuot rutiniskai jsiming procediirg ir
rezultatg, mokiniai turéty mokytis jvairiausiais buidais samprotauti apie daugyba (Day
& Hurell, 2015). Tai leisty atrasti skirtingy daugybos vaizdavimo biidy privalumus,
iliustruojancius daugybos savybes. Jie turéty taikyti juos mégindami kiekvieng karta
tinkamiausiu biidu supaprastinti dauginima, taip pat sickdami i§vengti mechaninio daugybos
lentelés jsiminimo.

Matematinis samprotavimas yra biidas i§siaiskinti matematiniy objekty ir santykiy
savybes. Samprotaujant sickiama matematinius teiginius gauti i§ kity matematiniy teiginiy
(Jeannote & Kieran, 2017). Gebéjimas tikslingai naudotis schemomis matematiniam
samprotavimui ir jo mokymuisi yra esminis (Young-Loveridge, 2006). Skirtingi daugybos
vaizdavimo pavidalai vienas kitg papildo, suteikdami medziagos apmastymams. Kuo
turtingesnis konceptualus kontekstas, kuriame iSkyla naujas faktas, tuo giliau gali biiti
suprastas faktas (Barmby, Harries, Higgins, & Suggate, 2009).

Vienas i§ sunkumy yra vadovéliy pertvarkymas, daugybos mokymasi papildant
samprotavimu apie daugybos vaizdavimo biidus (McMillan, 2018). Tam pirmiausia biitina
suprasti, kokios pasirinktos daugybos mokymosi formos yra veiksmingos, o kokios ne.
Tyréjy teigimu (Barmby et al., 2009), vadovéliuose daugybos vaizdavimo tarsi ir mokoma,
bet jis naudojamas daugiau daugybai iliustruoti, negu skai¢iavimams supaprastinti.
Vaizdavimas skirtingais biidais yra naudingas ugdant matematiniy sgvoky supratima, taciau
kol kas maZzai zinoma, kas biidinga vaiky vizualinei daugybos supratimo raiskai (Huang,
2013), kokius daugybos supratimo ypatumus gali atskleisti simbolinio ir grafinio daugybos
vaizdavimo sugretinimas.

Tyrimo problema: neistirtas daugybos vaizdavimo mokymosi pradinése klasése
poveikis daugybos matematiniy sarysiy pazinimui.

Tyrimo objektas: I1I-1V klasés mokiniy samprotavimas apie daugyba.

Tyrimo tikslas: nustatyti, kokius matematinius sarysius ir kaip, samprotaudami apie
daugyba, taiko III-1V klasés mokiniai.

Samprotavimu apie matematinj turinj ¢ia vadinsime fakty (matematiniy objekty
savybiy, matematiniy santykiy tarp objekty) aiSkinimosi, konceptualaus pagrindimo,
susiejimo procediirg ir rezultatg. Mokykloje $i procedura / rezultatas apima nuomongs apie
samprotavimo objektg i§sakymg remiantis jzvelgtomis duomeny prasmémis, pasirenkant
turimg matemating patirtj atitinkantj argumentavimo ir iSvados formulavimo buda.
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Daugybos supratimo dimensijos

Daugybos savoka yra daugialypé (Huang, 2013), apimanti adityvy ir multiplikatyvy
pozilirius ir nuo ty poziiiriy priklausomg funkcionaluma.

Daugybai biidingas grupavimas ir kartojimas (Harries & Barmby, 2008) neretai
siejamas su kartotine sudétimi, tac¢iau dauginant yra svarbus grupiy vienodumas ir elementy
kiekis grupéje (McMillan, 2018). Atliekant dauginimo veiksma, paprastai reikia rasti bendra
elementy kiekj visose grupése. Kai nezinomas elementy kiekis grupéje, bendra elementy
kiekj tenka dalinti i lygias grupes. Kai nezinomas grupiy kiekis, ieSkoma talpos dalybos
rezultato.

Du dalybos tipai (dalyba i lygias dalis ir talpos dalyba), lemia dvi samprotavimo
apie daugyba formas. Pirmoji forma artima kartotinei sudéciai (Brickwedde, 2011). Antroji
forma nukreipia démes;j j daugybos veiksmo elementy sgsajas. Svarbu, kiek yra lygiy daliy
ir kokig struktiirg tos dalys sudaro dauginant.

Daugybos veiksmo reikalingumg lemia poreikis racionalizuoti kartojimais
pasizyminciy reiskiniy skaic¢iavimg. PaprasCiausias biidas tai atlikti yra jvairaus kiekio
objekty grupavimas ir grupiy sudétis (Brickwedde, 2011). Pradinése klasése, vaikai pradeda
mokytis dauginti biitent taip (adityviai) sujungdami kiekius.

Nors tokiu budu gautas dauginimo rezultatas atitinka bendra grupiy elementy kiekj,
kartotiné sudétis neapima daugelio situacijy, kuriose daugyba gali biiti naudinga (Day &
Hurell, 2015). Adityviai suprantant daugyba, elementariai randamas dauginimo rezultata
atitinkantis kiekis.

Multiplikatyvus supratimas nuo adityvaus skiriasi aiSkiai iSreikStu santykio tarp
daugybos veiksmo nariy (kiek karty, po kiek) pastebéjimu (Young-Loveridge, 2006).
Jis siejamas su grupavimo id¢jos supratimu ir jvairiapusiu jos taikymu. Multiplikatyvus
mastymas yra aibé idéjy, palaikanc¢iy mokyklinj matematinj ugdyma. Jis pasizymi lanks¢iu
pozitriu | didelius ir labai mazus skaicius. Apima tikslinga skaiciy skaidyma ir santykius
tarp bendrg struktiirg sudaranéiy kiekiy, tiesioginj ir atvirk§tinj samprotavima, matavimus ir
daugybe kity situacijy, kuriose reikia daugybos ir dalybos (Hurst & Hurell, 2018; McMillan,
2018).

Adityvaus ir multiplikatyvaus samprotavimy skirtumai geriausiai matyti analizuojant
sandaugos kilme (1 pav.). Adityviai samprotaujant, kiekvienas skaic¢ius gaunamas prijungiant
kitus skaic¢ius. Prijungiant galima skaic¢iuoti nuo vieneto i eilés, kol bus pasiektas reikiamas
skaiius, arba jungti pasikartojancias grupes. Kiekviena grupé taip pat sudaryta i§ vienety.
Tod¢l gali biiti skaiciuojama ,,perSokant* pastovaus dydzio atkarpas (Tzur et al., 2013).
Adityviai suprantama daugyba yra unariné operacija, kurios pradinius duomenis atitinka tos
pacios prigimties rezultatas.

Multiplikatyviai suprantama daugyba jau yra binariné operacija su dviejy tipy
duomenimis. Vienas duomuo yra grupés dydis, o kitas yra Sios grupés kartojimy skaicius
(Barmby et al., 2009). Taigi kiekvienas duomuo turi griezta paskirtj, nusakanc¢ig dauginimo
procesa, o rezultatas pasizymi ty duomeny saglygotu bendro kiekio supratimu (1 pav.).
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ADITYVUS DAUGYBOS SUPRATIMAS MULTIPLIKATYVUS DAUGYBOS SUPRATIMAS
EXXXN [eeee| [ecee]
(eees] - [sessseessess] [esee] - [s0se]
EXXXN [eeee| [eeee]

Trys grupés po 4 Viena grupé i$ visy grupiy visy vienety Trys grupés po 4 Viena grupe i3 trijy grupiy po 4

1 pav. Adityvaus ir multiplikatyvaus daugybos supratimo skirtumai.

Multiplikatyvus samprotavimas yra susijes su gebéjimu atskiruose daugybos veiksmo
elementuose jzvelgti visumos kompozicinius vienetus (Watson, 2016). Multiplikatyviai
samprotaujantys vaikai daugindami sukuria struktiirg, atitinkancig du fiksuotus dydzius ir
santykius tarp jy (Huang, 2013). Tam reikia gebéti iSsaugoti grupés struktiirg kompozicijoje
ir paeiliui mastyti apie kompozicijos komponentus (Huang, 2013). Rezultato sandara i§
vienety gaunama grupe¢ kartojant tam tikrg daugikliu nusakyta karty skaic¢iy (Tzur et al.,
2013).

Abi daugybos supratimo dimensijos aktualios jau pradinése klasése. Pradéjes
suprasti daugybg mokinys ima naudoti jam zinomus dauginimo faktus naujiems dauginimo
rezultatams gauti. Tuomet pakanka prisiminti Zymiai mazesnj esminiy fakty apie dauginima
kieki (McMillan, 2018).

Adityvumo dimensija padeda paprastai pagrijsti daugybos reikalingumag. Dél rémimosi
kartotine sudétimi, ji daZnai yra vienintel¢ iSeitis tiems vaikams, kurie niekaip neprisimena
daugybos lentelés (McLeay, 2008). Multiplikatyvumo dimensija skatina jsivaizduoti jvairios
prigimties sgsajas, atspindincias daugybos prasmes. Todél jvairiapusiSkai suprastos daugybos
struktiiros gali biti naudingesnés daugybos lentelei iSmokti, palyginus su kartotine sudétimi.
Jos nebereikia nei mokytis mintinai, nei atkurti atliekant ilgai trunkanciag kartoting sudét;.
Ji gali buti tiesiog matoma skaiciy sandarg atitinkanciose struktiirose. Multiplikatyvumo
dimensijai buidingas matematiniy sgvoky siejimas kartu su sarysiy aptarimu skatina vaikus
konstruoti savo supratimg (Brickwedde, 2011). Tyréjy (Hurst, & Hurell, 2018; McMillan,
2018) teigimu, butent multiplikatyvus daugybos supratimas daro rySky poveikj mokinio
matematikos mokymosi sékmei.

Daugybos vizualaus aiSkinimo modeliai

Vaizdavimo buidai gali padéti iSsiaiSkinti skirtingus daugybos aspektus. Dalinis
savokos vaizdinys gali buti prapléstas naudojant jvairy vaizdavimg ir nuosekliai keliaujant
nuo vieno aspekto prie kito (Harries & Barmby, 2008).

Ivairiy Saliy mokslingje ir metodinéje literatiiroje aprasyti gana jvairts adityvy ir
multiplikatyvy pozitrj | daugyba atstovaujantys daugybos vizualaus aiSkinimo modeliai
(1 ir 2 lent.). Kai kurie i§ ty modeliy literatliroje aptariami daznai (lygiy grupiy modelis,
lygiy atstumy modelis, masyvo modelis, ploto modelis). Kiti minimi retai (varianty modelis,
lentelés modelis, mastelio modelis, funkcijos modelis). Kiekvienas $iy modeliy pasizymi
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savo privalumais ir triikumais, kuriy supratimas gali biiti naudingas tobulinant daugybos
mokymasi.

Adityvy pozitrj ] daugyba atstovaujantiems vizualaus aiskinimo modeliams (1 lent.)
budinga rémimasis kartotine sudétimi.

Lygiu grupiy modelis (Atkins, 2016; Harries & Barmby, 2008; Radatz & Schipper,
2007) atitinka kiekinj dauginimo rezultato supratimag (kiek kokio dydzio grupiy sudaro
visumg). Jis apima skai¢iavimo po vieng ir skai¢iavimo ,,perSokant™ grupes poziiirius.
Daugybos rezultatg atitinkantis kiekis yra lygiy kiekiy jungimo rezultatas, jis gaunamas
prie pradinio kiekio pridedant kitus tokius pacius kiekius. Siekiant patogiai sudéti kiekius
desimtainéje skaiCiavimo sistemoje, grupiy elementai gali buti suskaidyti i deSimtis ir
vienetus. Sj modelj suprasti ir taikyti paprasta, nes jis remiasi paprastu sudéties veiksmo
taikymu. Modelio grafiniame pavidale (1 lent.) matyti to paties elementy rinkinio kartojimas.
Rinkiniy i§déstymo tvarka néra svarbi, nes visi rinkiniai yra vienodi. D¢l §ios prieZasties,
lygiy grupiy modelis neiSryskina daugybai budingy komutatyvumo ir distributyvumo
savybiy.

Lygiu atstumy modelis (Atkins, 2016; Harries & Barmby, 2008; Radatz & Schipper,
2007) atitinka kelintinj dauginimo rezultato supratimg (dauginimo rezultata nurodancio
tasko vieta skai¢iy spindulyje nustatyta nuosekliai sujungus vienodo ilgio atkarpas). Jis taip
pat apima skaic¢iavimo po vieng ir skai¢iavimo ,,perSokant™ grupes pozitirius. Grupavimas
1 lygias grupes grafiniame modelyje atitinka besikartojan¢ius vienodus atstumus skaiciy
spindulyje. Taip pavaizduotos kartotinés sudéties démenys (vienodo ilgio atkarpos) ir
rezultatas (kartojamy atkarpy ilgiy sumg atitinkanti atkarpa) yra tos pacios prigimties.
Lygiy atstumy modelis neisryskina distributyvumo savybés. Komutatyvumo savybé gali
buti pastebéta tik tuomet, kai specialiai parenkamos Sios savybés aiskinimuisi tinkamos
vizualaus daugybos vaizdavimo uzduotys (1 pav.).

13



SVIETIMAS: POLITIKA, VADYBA, KOKYBE
EDUCATION POLICY, MANAGEMENT AND QUALITY

1 lentelé. Adityvaus daugybos aiSkinimo modeliai.

Grafinis pavidalas Simbolinis pavidalas Modelio
P (kartotiné sudétis) pavadinimas
6+6+6+6+6+6+6
Lygiy grupiy
modelis
(angl. equal grouping
’ TN, v T l."' . model, repeated
II' D “‘ 'I, D “‘ 'l' D “‘ ad d iti O}’l)
{Hoti HoOiigO:v
i E H E Y E ; (10+4) + (10+4) +(10+4)
. . Lygiu atstumy
modelis
0 6 12 18 24 30 3 42 6+6+6+6+6+6+6 (angl. equal
g ; PN N WA quantities as equal
0 S 14 7 78 ) THT+T+T+T+7 distances; equal
jumps on a number
line)
(vokiskai
4+4+4 Baumdiagramm,
3+3+3+3 Kombinationen,

Paare  aus  zwei

Mengen)

Varianty modelis (Huang, 2013; Radatz & Schipper, 2007) atitinka vienu metu
ir kelintinj, ir kiekinj dauginimo rezultato supratimg. Tik kelintinis ir kiekinis aspektas
grafiniuose modelio pavidaluose iSreikstas netiesiogiai. Medzio pavidalo struktiroje Sakos
i8déstytos nuosekliai ir gali biti suskaiCiuotos. Kiekviena Saka turi vienodg Sakeliy kiekj,
o dauginimo rezultatas gali biiti suzinotas sudedant kiekvienai Sakai priklausanciy Sakeliy
kiekius. Sis modelio pavidalas leidZia pastebéti komutatyvumo savybe tik tuomet, kai
specialiai parenkamos §ig savybe iSrySkinancio vizualaus daugybos vaizdavimo uzduotys
(1 pav.). Pory i§ dviejy aibiy struktiiroje visos poros perrenkamos paeiliui pirmos aibés
elementams priskiriant antros aibés elementus. Taip gaunama tvarkingai atrodanti struktiira,

14




2019, Vol. 11, No. 1. ISSN 2029-1922

kurioje dviejy aibiy elementus jungiancéiy atkarpy iSdéstymas ne itin patogus tiek paciy
atkarpy, tiek pory elementy sgsajy kiekiu nusakomy grupiy dydziui bendrai suskai¢iuoti.
Tiek distributyvumo, tiek komutatyvumo savybiy ieskoti Sioje struktiiroje yra nepatogu (1
pav.). Tikriausiai biitent sudétingesnis pavidalas riboja varianty modelio paplitimg.

Multiplikatyvy poziiir] | daugybg atstovaujantiems vizualaus aiSkinimo modeliams
(2 lent.) budinga daugiklio ir dauginamojo poveikiy rezultato struktiirai vaizdumas.

2 lentelé. Multiplikatyvaus daugybos aiSkinimo modeliai.

Grafinis pavidalas Simbolinis pavidalas Modelio pavadinimas

6x7
7% 6 Masyvo modelis
X (angl. array model)
(5+2) x (5+1)
7x4
2 Ploto modeli
2413 oto modelis
13 (angl. rectangular array;
area; region; vokiskai
+ +
24 (20+4) x(10+3) Rechteckfeld)
20 4
10
13 200 40
3 60 12
30 4
10| 300 40 7x(40+2)
4 2 Lentelés modelis
(10+7)x (30 +4) (angl. grid model)
7 280 14 7 210 28
Mastelio modelis
< 12 cm 1x3 (angl. scaling; vokiskai

vergrofsern)

Funkcijos modelis
(angl. function machine,
vokiskai Maschinen)

1x 3
4x3
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Masyvo modelyje (Atkins, 2016; Harries & Barmby, 2008; Radatz &Schipper, 2007)
lengvai pastebimas grupavimas j lygias grupes. Grupiy kartojimo idéja realizuota grupes
iSdéstant vieng po kitos. Pats masyvas yra dvimatis objektas, todél juo lengvai uzkoduojama
binariné multiplikatyviai suprantamos daugybos prigimtis. D¢l Sios priezasties, masyvo
pavidale aiSkiai iSreikStos daugybos komutatyvumo ir distributyvumo savybés. Masyvo
elementus patogu grupuoti, iSrySkinant daugybos veiksmo atlikima paprastinancias
struktiiras (2 lent.).

Ploto modelis (Atkins, 2016; Day & Hurell, 2015; McIntosh & Ramagge, 2011;
McLeay, 2008; Ormond, 2012; Radatz & Schipper, 2007) pratesia ir papildo daugybos
vaizdavimo masyvu 1idé€ja. Viso pavirSiaus neuzpildantys masyvo elementai tarsi
suspaudziami, kad tarp jy nelikty tarpy. Taip gaunama sta¢iakampé struktiira, sudaryta i$
langeliy. Supratus taip pavaizduoto daugybos rezultato struktiira, gali biiti Zengtas dar vienas
zingsnis abstraktumo link. Langeliams pranykus, islieka tik staciakampis su elementy kiekj
eilutéje ir stulpelyje vaizduojanciais krastiniy ilgiais (2 pav.). Nors $io modelio eiluciy-
stulpeliy struktiira iSreiksta netiesiogiai, staciakampio plota patogu skaidyti, todél daugybos
komutatyvumo ir distributyvumo savybés lengvai iliustruojamos.

Lentelés modelis (Atkins, 2016; Barmby, Harries, & Higgins, 2010; Day, & Hurrell,
2015; Hazekamp, 2011) yra tolesnis Zingsnis dauginimo idéjos abstrahavimo link. Siame
modelyje atsiribojama nuo daugybos veiksmo detalaus geometrinio vaizdavimo idéjy. Ploto
modelyje vizualiai pastebimos daugybos elementy struktiiriniy daliy proporcijos lentelés
modelyje kei¢iamos vienodais langeliais. Taip visas démesys nukreipiamas j daugybos
paprastinimg vizualizuojantj suskaidyma. Skaidymo metu atsirandanciy deSim¢iy ir vienety
struktiiry dydis vaizduojamas tik simboliu, todél lentelés modelio grafinis pavidalas panaséja
1 daugybos stulpeliu pavidala. Jos komutatyvumo ir distributyvumo savybés vis dar lieka
aiskiai iSreikstos.

Kiti du mokslinéje ir metodingje literatiiroje minimi daugybos aiSkinimo modeliai
(mastelio, funkcijos) pasizymi originalia iSvaizda, nukreipianc¢ia démesj | dauginamojo
ir daugybos rezultato sasajas, apraSancias proporcingg padidinimg. Daugybos veiksmo
nulemtas grup¢ sudaranc¢iy vienety pokytis sandaugoje yra kartojimosi ir transformacijos
tyringjimo objektas. Daugybos komutatyvumo ir distributyvumo savybés mastelio ir
funkcijos modelyje gali biiti tyrinéjamos specialiai parenkant uzduotis.

Mastelio modelyje (Radatz & Schipper, 2007) dé¢l daugybos veiksmo atsirandantis
atkarpos ilgio pokytis matyti brézinyje. Viena vertus, atkarpomis vaizduojama dauginimo
situacija yra panasi, kaip lygiy atstumy modelyje. Kita vertus, mastelio modelyje paciam
mechaniniam atstumy kartojimui démesio tiesiogiai neskirta. Svarbiau tokio kartojimo
rezultatas, atspindintis proporcingo padidinimo idéja.

Funkcijos modelyje (Radatz & Schipper, 2007), kartojimy kiekj nusakantis daugybos
veiksmo narys uzkoduotas dauginamojo transformavimo taisykle. Funkcijos duomuo yra
transformuojamas, o dauginimo rezultatas gali biiti suprastas dvejopai: kaip vienety kiekio
padidéjimas ir kaip grupiy kiekio padidéjimas (2 pav.). Toks dvilypis poziiiris j dauginimo
veiksma naudingas proporcingo didinimo mokymuisi.

Tyréjy nuomone, visi auks¢iau aptarti daugybos vizualaus aiSkinimo modeliai gali
biti savaip naudingi mokantis dauginti pradinése klasése.
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Tyrimo metodologija
Bendra tyrimo charakteristika

Daugybos mokymosi pradinése klasése moksliniy tyrimy studija atskleidzia didelj
démesj daugybos modeliy jvairovei, gerokai mazesnj démesj ty modeliy hierarchijai ir
stoka tyrimy, skirty konkreciai tokio amziaus vaiky daugybos supratimui charakterizuoti.
Daugybos iSmokimo tyrimai dazniausiai yra nukreipti j teisingg dauginimo rezultata,
ne ] mokiniy galvose atsirandancias sgsajas tarp ziniy (McMillan, 2018). Nors teisingas
dauginimo rezultatas gali buti gautas daugyba suprantant skirtingais budais, teisinga
atsakymga uzraSiusiy mokiniy Zinios nebiitinai yra pakankamos. Per mazai Zinoma, kaip
vaikai supranta daugyba, todél tikslinga atlikti pradiniy klasiy mokiniy samprotavimo apie
daugybg tyrima.

Daugelio tyréjy (Atkins, 2016; Hazekamp, 2011; Harries & Barmby, 2008; Huang,
2013; Young-Loveridge, 2006) teigimu, daugybos vaizdavimo biidy jvairové sukuria
salygas jvairiapusiam daugybos supratimui. Tiek uZsienio, tiek Lietuvos matematikos
vadovéliuose daugyba mokiniams jprasta pristatyti pirmiausia jg tapatinant su kartotine
sudétimi (adityvus daugybos apibrézimas). Labiau struktiiruoti daugybos vaizdavimo buidai
(multiplikatyvus daugybos apibrézimas) vadovéliuose plétojami skirtingu gyliu. Taciau
butent nuo multiplikatyvaus pozitrio jvaldymo priklauso mokiniy pasirengimas toliau
mokytis matematikos (Brickwedde, 2011).

Cia pristatomo tyrimo sumanymas grindziamas poziirio j daugyba tipologijos
(adityvu, multiplikatyvu) ir daugybos vizualaus aiskinimo modeliy hierarchijos (1 ir 2 lent.)
taikymu II-IV klasés mokiniy samprotavimui apie daugyba vertinti. Laikytasi nuostatos,
kad mokiniy samprotavimo apie daugyba rezultatas, t. y. konkretaus daugybos veiksmo
supratimo grafing ir simboliné raiska atspindi mokinio prioritetus, samprotavimo tipg ir su
juo susijusj daugybos matematiniy sarySiy pazinima.

Tyrimo imtis

Kokybinio tyrimo respondentai turi buti parinkti siekiant tiriamg problema
reprezentuojanciy duomeny jvairovés. Svarbiausia sudaryti saglygas, kurioms esant gali biiti
i§skirta optimali duomeny kategorijy aibé. Kokybinio tyrimo imties dydis turi biiti parinktas
atsizvelgiant j svarbiausiy tyrimo klausimy pobiidj, renkamy duomeny pavidala, numatomy
rezultaty taikymga (Sin, 2010).

Siekiant duomeny reprezentatyvumo, buvo pasirinkta imtis, atitinkanti tris kriterijus:

1. mokiniai turi biiti ne maziau kaip metus mokesi daugybos,

2. tyrime turi dalyvauti ne vieno mokytojo ir ne vienos mokyklos mokiniai,

3. imties dydis turi garantuoti mokiniy samprotavimo apie daugyba jvairove.

Lietuvoje su daugyba pradiniy klasiy mokiniai pirmg kartg supazindinami antryjy
mokslo mety viduryje. Todel apklausoje dalyvavo III ir IV klasiy mokiniai.

Noréta atskleisti nuo pavienio mokytojo pasirinkto daugybos aiskinimo maziau
priklausoma mokiniy samprotavimo apie daugyba jvairove. Todél Siam kokybiniam tyrimui
buvo pasirinkti astuoniy mokytojy mokiniai, po dvi klases i§ keturiy Vilniaus miesto
mokykly (i$ viso penkiy klasiy mokiniai, besimokantys III klaséje ir trijy klasiy mokiniai,
besimokantys IV klaséje).
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Tyrimo atlikimui, buvo gautas rastiSkas mokiniy tévy sutikimas. Apklausg kiekvienoje
klaséje atliko tos klasés mokytojas. IS viso buvo apklausti 157 respondentai.

Tyrimo instrumentas

Duomenys buvo surinkti atliekant apklausa rastu. Mokiniai turéjo atsakyti tik i
klausimg apie daugyba. Apklausos lape buvo pateikta dviejy stulpeliy ir dviejy eiluciy tuséia
lentel¢, kurig reikéjo uzpildyti, bent vienu biidu nupieSiant ir uzraSant 5 x 12 veiksma. Butent
§i vienazenklio ir dvizenklio skaiCiaus sandauga mokiniy samprotavimui apie daugyba
tirti buvo pasirinkta dél galimybiy jvairiais budais skaidyti antrg dauginamajj ir pieSiniu
vaizduojamg sandaugg patogiai sutalpinti lentelés skiltyje.

Keliy vaizdavimo btuidy naudojimas turi potencialg atkreipti mokinio démesj j esmines
daugybos savybes (Harries & Barmby, 2008), todél tikétasi, kad reikalavimas keliais biidais
uzpildyti lentelés stulpelius paskatins mokinio samprotavimg apie daugyba.

Tyrimo instrumento pakankama validumg garantuoja mokiniams skirtos uzduoties
atitikimas mokymo turiniui bei didaktiniams tikslams ir to paties daugybos veiksmo
vienalaikio simbolinio ir grafinio vaizdavimo reikalavimas tyrimo instrumente.

Tyrimo instrumento patikimuma didina pagal kriterijus parinktos imties tinkamumas
pakankamai didelei mokiniy atsakymy jvairovei gauti ir mokslinéje literatiiroje pripazjstamos
tipologijos taikymas III-1V klasés mokiniy samprotavimui apie daugyba vertinti.

Duomeny analizé

Atlikta mokiniy nupiesty schemy, uzrasyto teksto ir pasirinkty sandaugos simboliniy
iSraiSky turinio analizé.

Mokiniy atsakymai | klausimus pirmiausia buvo sugrupuoti pagal adityviam ir
multiplikatyviam samprotavimui biidingus bruozus, ] atskirg grupe sudedant daugybos
prasmés neatskleidziancius (riboto daugybos supratimo) atvejus. Analizuojant mokiniy
samprotavima, remtasi 1 ir 2 lentelése iSvardytais daugybos vizualaus aiSkinimo modeliais
ir tuos modelius atitinkanc¢ia simboline raiska.

To paties mokinio daugybos grafinio ir simbolinio vaizdavimo rezultaty sugretinimas
leido tiksliau nustatyti jam budinga samprotavimo apie daugyba biida. Kiekvieno tipo
atsakymai (kategorijos) toliau buvo analizuojami atskirai, iSskiriant kiekvienam atsakymy
tipui budingus atsakymy pogrupius (subkategorijas). Visa mokiniy atsakymy jvairove
tekste pristatyta trijy paskiréiy (ribota supratimg; adityvy samprotavimg; multiplikatyvy
samprotavimg iliustruojanciomis) lentelémis. Kadangi tyrimo imtis buvo labai didelé,
lentelése pateikta gana didelé iSskirtas subkategorijas iliustruojanc¢iy mokiniy atsakymy
jvairové. Tyrimo rezultatai interpretuojami paeiliui analizuojant kiekvienos subkategorijos
charakteringy pavyzdziy savybes.

Tyrimo rezultatai
11I-1V klasés mokiniy samprotavimo apie daugybq klaidos

Atlikta duomeny analizé rodo, kad samprotaudami apie daugyba mokiniai klysta dél
neatidumo (4 lent.) ir dél nesupratimo (5 lent.).
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Simbolinés raiskos klaidos (4 lent., pirma subkategorija) atsiranda padarius
skai¢iavimo klaidg arba neleistinu biidu uZrasius jsivaizduojama vieno daugiklio suskaidyma
(pavartotas netinkamas veiksmo Zenklas). Si klaida gali rodyti, kad vaikai neturi ry§kaus
skaiCiaus skaidymo dauginant vaizdinio.

4 lentelé. Kategorija: daugybos riboto supratimo raiSka mokiniy samprotavimuose

(neatidumas).

Subkategorija

Charakteringi 5 x 12 vaizdavimo pavyzdziai

Simbolinés raiskos
klaidos

Grafinés raisSkos klaidos

Simbolinés ir grafinés
rai$kos nesiderinimas

Grafinés arba simbolinés
rai$kos nebuvimas
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Grafinés raiskos klaidos (4 lent., antra subkategorija) gali atsirasti mechaniskai
perkélus | piesinj skaiCiavimuose ar skaiciavimy vaizdavime padaryta klaida, taip pat
neatidziai ir ypac nestruktiiruotai déliojant vienetus vaizduojanc¢ius Zenklus.

Dalis mokiniy, vaizduodami daugyba grafiniu ir simboliniu budu, nesuderino vieno
btdo turinio su kitu. 4 lentelés treCig subkategorijg iliustruojantys pavyzdziai rodo, kad
nesuderinimas gali kilti i§ adityviai suprantamos daugybos natiiralios raiSkos alternatyvy:
paeiliui po vieng arba paeiliui prijungtos grupés. Nesuderinimg gali lemti komutatyvumo
savybés iliustravimas simboliniu ir grafiniu pavidalu vienu metu. O kartais skaidymas
skirtingo kiekio grupémis atrodo tarsi atsitiktinis: multiplikatyviai suprantant daugyba,
nevienodas grupavimas taip pat atsiranda pritriikus vietos pieSiniui.

Pavieniai mokiniai apsiribojo tik vieno tipo (simboliniu arba grafiniu) daugybos
vaizdavimu. 4 lentelés ketvirta subkategorija iliustruojantys pavyzdziai rodo, kad vien
simboliniu pavidalu daugyba pavaizdave mokiniai daugybg supranta adityviai. Grafinj
pavidalg pasirinke mokiniai nupiesé tik daugikliy sandarg i$ vienety arba netgi nieko bendra
su daugyba neturint] piesinj. Taigi apsiribojimas vien grafiniu vaizdavimo pavidalu gali
reiksti net ir daugybos prasmés nesupratima.

Kitos daugybos prasmés nesupratimo iliustracijos pristatytos 5 lenteléje.

5 lentelé. Kategorija: daugybos riboto supratimo raiSka mokiniy samprotavimuose
(nesupratimas).

Subkategorija Charakteringi 5 x 12 vaizdavimo pavyzdZziai
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Vaizduodami grafiskai, dalis vaiky tiesiog atkartoja pieSiniu daugybos reiskinio
uzraS$g. Kartais jie sureikSmina patj veiksmo uzrasa, ignoruodami daugybos rezultatg. 5
lentelés pirmg subkategorijg iliustruojanciuose pavyzdziuose matyti, kad taip vaizduodami
mokiniai ne visuomet iSrySkina multiplikatyviam supratimui aktualy skirtingg dauginamyjy
vaidmenj. Turintys nedidele matematikos mokymosi su ,,Lego* patirt] mokiniai daugybos
reiSkinio uzrasg grafiniu pavidalu ,,i$Sifruoja* kiekvieng dauginamajj ir dauginimo rezultatg
pavaizduodami pagal skai¢iy uzraSymo deSimtaine skai¢iavimo sistema taisykles. Taciau
ir ¢ia démesys téra sutelkiamas skaiciy vaizdavimo vienetais ar deSimtimis iSoriniam
pavidalui. Sis pavidalas neatspindi dauginimo struktiiros, todél taip pat negali bati laikomas
daugybos supratimo israiska.

Kiti vaikai, vaizduoja tik pirmojo daugiklio sandarg i§ vienety arba tarp pieSiniu
vaizduojamy daugikliy nejraso veiksmo Zenklo (5 lent., antra subkategorija). Nedidelg
matematinio ugdymo su ,,Lego patirt] turintys vaikai, panasiai pieSia pirmojo ir antrojo
daugiklio sandarg i§ vienety ir deSimciy atitinkancias konstruktoriaus detales, padétas Salia.

5 lentelés treCigja subkategorijg iliustruojanciuose pavieniuose pavyzdziuose
matyti i8skirtinis démesys iSoriniam pieSinio apipavidalinimui. Tai labiausiai nutol¢ nuo
daugybos aiskinimo pavyzdziai. Tokie mokiniy atsakymai pasitaiké retai. Mokiniai
nupie$¢ gyvenimiSka daugybos pamoka, dauginimo stulpeliu meniska uZzrasa, i§ ,,Lego®
konstruktoriaus sudéliota dauginimo rezultatg vaizduojant] skai¢iy. Visi Sie pozilriai |
dauginimg yra pavirSutiniai.

11I-1V klasés mokiniy adityvaus ir multiplikatyvaus
samprotavimo apie daugybq jvairové

Tyrimo duomeny analizé atskleidé, kad nesuprantant daugybos, dauginimo
vaizdavimas pieSiniu gali buti labai jvairus. Suprantant ir sgmoningai taikant daugybos
apibrézima, mokiniy samprotavimo apie daugybg subkategorijy yra maziau.

Paprasciausiu (adityviu) poziiiriu j daugybg grindziamas supratimas remiasi vaikams
mokykloje pirmiausia siilomu daugybos, kaip kartotinés sudéties, apibrézimu. 6 lentelés
pirma subkategorija iliustruojantys pavyzdziai kaip tik ir atspindi tokj pozitirj ] daugyba.
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6 lentelé. Kategorija: grafinés ir simbolinés raiSkos dermé adityviame mokiniu
samprotavime apie daugyba.

Subkategorija Charakteringi 5 x 12 vaizdavimo pavyzdziai
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Kartais mokiniai i§ eilés sudélioja reikiamg kieki sandaugg sudaranciy vienety ir
vaizduodami skaiciuoja juos po vieng i$ eilés. Pirmieji du 6 lentelés pirma subkategorija
iliustruojantys pavyzdziai kaip tik tai ir parodo. Adityvumo grafinei raiSkai budinga
nevienodo ilgio eilutémis pasizymintis, daznai ne itin tvarkingai atrodantis vaizdas.
Tolesniuose $ig subkategorijg iliustruojanciuose pavyzdziuose matyti grupavimo taikymas.
Kartais grupavimas tvarkingumu primena multiplikatyviam samprotavimui apie daugyba
btudingg masyva. Taip pat grupavimas gali biiti iSrySkintas vaizduojant laipsniska vienodo
kiekio prijungima siekiant gauti dauginimo rezultata atitinkantj vienety kiekj.

Ne maziau svarbi yra komutatyvumo savybés raiSka mokiniams samprotaujant
adityviai (6 lent., antroji subkategorija). Sios savybés supratima vaikai demonstruoja
samoningai sukeisdami vietomis grupés dydj ir grupiy kieki nusakancius skaicius. Taip
gautos grupés to paties vaiko atsakyme gali biiti pavaizduotos pasikartojanciais vienodais
tasky rinkiniais, sujungtais sudéties Zenklu. Arba adityvus daugybos supratimas gali biiti
iSreikstas, naudojant uzraSyma simboliais. Tuomet kartojamy vienety rinkiniy piesinyje
i8déstymo tvarkingumas gali rodyti mokinio brandg pereiti prie multiplikatyvaus
samprotavimo apie daugyba.

Nors retai, ta¢iau mokiniy atsakymuose gali biiti jzvelgtas net du poziiirius | daugyba
vienu metu atspindintis samprotavimas (7 lent., pirma subkategorija). Viena vertus,
mokinys daugybos rezultatui vaizduoti renkasi tvarkingu iSdéstymu pasizymincig vientiso
arba suskaidyto masyvo struktiirg. Kita vertus, tg vaizdavimg papildo uzra§ydamas vienody
grupiy sudétj vaizduojanciu reiskiniu. Daugybos rezultatas gaunamas nuosekliai uzrasant
tarpinius skaiciavimus arba kartoting sudétj. Tuo paciu matyti ir komutatyvumo savybés
supratimas.
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7 lentelé. Kategorija: grafinés ir simbolinés raiSkos dermé multiplikatyviame
samprotavime apie daugyba.

Subkategorija Charakteringi 5 x 12 vaizdavimo pavyzdziai
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Multiplikatyviam samprotavimui biidinga komutatyvumo savybé dazniausiai
pieSiama gretinant vertikaly ir horizontaly sta¢iakampj masyva (7 lent., antra subkategorija).
Vertikalusis masyvas, tikriausiai dél vietos stokos, neretai vaizduojamas suskaidytas.
Masyva sudarantiems vienetams vaizduoti pasirenkamos jvairiausios formos — Sirdelés,
trikampiai, skrituliai, kryzeliai, bruksneliai ir net batukai (7 lent.). Dar gilesnj daugybos
supratimg atitinkanti staciakampé struktiira i§ langeliy (ploto modelis) pasitaiké tik vieno
vaiko pieSinyje. Taip pat ir nepriekaiStingai tvarkingos, stulpeliy ir eiluciy lygiavimu
pasizymin¢ios masyvo struktiiros vaiky pieSiniuose randamos ne itin daznai. Zymiai
dazniau mokiniai pieSia beveik tvarkingas struktiiras. Tai gali reiksti, kad dauguma jy tik
kopijuoja matematikos vadovéliuose pasitaikanc¢ius daugybos aiSkinimo modelius, bet
aiSkaus multiplikatyvaus daugybos supratimo dar ir néra jgije.

7 lentelés treCig subkategorija iliustruojantys masyvo suskaidymai dauginant
geriausiai parodo grafinés ir simbolinés raiSkos derme¢ multiplikatyviame samprotavime.
II-1V klasés mokiniai yra linke suskaidyti daugybg remiantis deSimtaine skaiciaus sandara,
nors pasitaiko ir kitokie suskaidymai (pvz. skaidymas i dvi lygias dalis). Kartais vaizduojant
grafiskai, iSskirta didesné grupé pieSiama dviejy eiluciy masyvu. Toks vaizdavimo biidas
padeda geriau aprépti didesnius vienety rinkinius ir skai¢iuojant poromis pagreitina atsakymo
radima. Zvelgiant i§ daugybos supratimo dimensijy pozicijos, pastarasis skaidymas gali
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buti priskirtas tiek adityviam, tieck multiplikatyviam supratimui. Nes penki nedideli masyvai
(7 lent., tre¢ia subkategorija) néra atkartoti tame paciame stulpelyje simboliais uzrasant
daugyba. Todél daugybos rezultatas gali bliti suprantamas tiek kartotine sudétimi sujungiant
masyvus, tiek jsivaizduojant vieningg strukttirg i§ penkiy grupiy po dvylika arba penkiy
grupiy i§ dviejy grupiy po Sesis, kaip yra jprasta samprotaujant multiplikatyviai.

Diskusija

Atlikta mokiniy samprotavimo apie daugyba grafinés ir simbolinés raiskos
analizé parodé¢, kad to paties amziaus vaiky gebéjimai piesiniu ir simboliais pavaizduoti
daugyba yra labai skirtingi. Palyginus maza tyrime dalyvavusiy mokiniy dalis daugybos
nesupranta. Vaizduodami daugyba, jie klysta arba vietoje daugybos vaizduoja struktiiry
fragmentus, realistinius pieSinius ar daugybos uzraSymo simboliy menines variacijas. 11—
IV klas¢je vyrauja adityvus daugybos supratimas ir peréjimo i§ adityvaus j multiplikatyvy
supratimg biisena (vaizduojami dél tvarkingumo stokos nepatogiai suskai¢iuojami vienety
rinkiniai, pasitaikan¢iu masyvo modeliu skai¢iavimuose naudojamasi nepilnavertiskai).
Multiplikatyviai apie daugyba samprotaujanciy mokiniy nedaug. Tokie vaikai laisvai
skaido ir transformuoja daugybai vaizduoti pasirinkta masyva, pastebi ne tik daugybos
komutatyvumo, bet ir distributyvumo savybes, kartais savo samprotavimg apie daugyba
papildo Zodziais. Itin retai, daugybai vaizduoti pasirenka ploto modelj.

Kity tyréjy (Zhang et al., 2017) teigimu, net ir panaSiy matematiniy gebé&jimy
mokiniai atlikdami uzduotis gali remtis ne tais paciais daugybos aiskinimo modeliais.
Pastarasis faktas gali biiti susijes su skirtinga daugybos mokymosi patirtimi. Vadovéliuose
nebitinai nuosekliai yra pristatyti tik kai kurie daugybos aiskinimo modeliai. Mokytojas
kartu su vaikais gilinasi, ieSko sasajy arba tik parodo mokiniams vadovélyje sutinkamus
daugybos vaizdavimo budus.

Tradiciniais daugybos algoritmais patogu naudotis, bet jie patys savaime néra vaizdiis
ir aiSkts (Hurst & Hurell, 2018). Turint tiksla rasti sandauga, gali pakakti ir vieno daugybos
aiSkinimosi biido. Bet siekiant gilaus daugybos supratimo, tenka remtis didesne vaizdavimo
budy jvairove (Harries & Barmby, 2008). Tyréjy teigimu, biitent vizualus vaizdavimas keliais
budais yra svarbus mokantis matematiniy sgvoky, todél mokykloje biitina mokyti naudotis
daugybos aiskinimo modeliy privalumais (Barmby et al., 2009; Harries & Barmby, 2008;
Ormond, 2012; Young-Loveridge, 2006). Jei galutinis tikslas yra padéti iSmokti lanksciai
spresti problemas, tuomet biitina vaikams parodyti daugybe galimy tos pacios problemos
vaizdavimo bidy (Young-Loveridge, 2006) ir juos jvairiapusiSskai aptarti diskusijose.
Mokinio geb¢jimas iSreiksti mintis kalba paspartina multiplikatyvaus mastymo subrendima
(Brickwedde, 2011).

Cia pristatytame tyrime buvo nustatyta, kad dalis mokiniy daugyba vaizduoja
klaidingai. III-IV klasés mokiniai klysta uzraSydami sandaugg ir tas klaidas mechaniskai
perkelia | daugybos pieSinj. Viena vertus, tai gali buti neatidumo pasekmé. Kita vertus,
Sios klaidos rodo nepakankamg jsigilinimg ir patogesniy daugybos aiSkinimo modeliy
nejvaldyma.

Atlikdami daugybos taikymo uzduotis, vaikai neretai plétoja savo sprendimo
strategijas, pasirinkdami klaidingas arba neracionalias operacijas. Jie neturi konceptualaus
supratimo, todél gali buti jsitiking, kad 3 x 4 yra lygu 34 arba 7, o norédami rasti 3 x 4, jie
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piesia daiktus, iSdéstytus trijose grupése po keturis, bet po to suskaiciuoja viskg po vieng
i§ eilés arba naudoja kartoting sudétj (Zhang et al. 2017). Spresdami uzdavinius, mokiniai
laipsniskai ugdosi gebéjimg skaidyti dauginamajj j smulkesnes vienety grupes, siekdami
pasinaudoti jiems Zinomais faktais (McMillan, 2018). Cia pristatytos apklausos metu gauti
dalies mokiniy atsakymai taip pat pasizymi daugikliy skaidymo j smulkesnius daugiklius
uzraSymo klaidomis. Tai gali reiksti, kad mokiniai intuityviai supranta galimybe supaprastinti
daugybos skai¢iavimg. Taciau skai¢iavimy paprastinimo patirtis yra nepakankama.

Atliktas tyrimas atskleidé ir kitus daliai mokiniy bidingus daugybos vaizdavimo
netikslumus. Vietoje daugybos aiskinimo dalis mokiniy atkartoja veiksmo uzraSymga arba
vaizduoja vieno ar keliy daugikliy sandara. Neretai ignoruojami daugikliy vaidmenys ir
rezultato struktiira, kartais nukrypstama j deSimtainés skai¢iavimo sistemos savybiy
iSryskinima vaizduojant pavienj daugiklj arba netgi vietoje daugybos aiskinimo isskirtinis
démesys skiriamas meniniam daugybos fragmento piesinio apipavidalinimui.

Dauguma tyrime dalyvavusiy mokiniy net ir mokydamiesi [II-1V klaséje daugyba vis
dar supranta adityviai. Vaizduodami jie tebesiremia antroje klaséje jiems pasitilytu daugybos,
kaip kartotinés sudéties, apibrézimu. Vaizduodami daugybos rezultato vienetus, vaikai
piesia ne itin prisilaikydami tvarkos, kartais juos sunumeruoja, uzraso kartotinés sudéties
apskaic¢iavimo tarpinius rezultatus. Visi Sie bidai taip pat atspindi su adityviu daugybos
supratimu susijusj skai¢iavimy neracionalumg ir nepakankamg daugybos jvairiapusisko
tyrinéjimo patirtj.

Kadangi svarbu iSugdyti ir skai¢iavimu, ir grupavimu grindziama skai¢iaus supratima,
vaikus biitina supazinti ir su adityvaus, ir su multiplikatyvaus daugybos aiskinimo modeliais
(Young-Loveridge, 2006). Vaikams bitina sudaryti sglygas tyrinéti masyvo modelio
savybes, atrasti taisykles ir kurti savo strategijas. Mokiniai turi jsitikinti, kad tai daryti yra
lengviau ir jdomiau negu mokytis faktus mintinai (Harvey- Swanston, 2017).

Kartotiné sudétis yra primityvesné strategija uz multiplikatyviame samprotavime
daznai naudojama masyvo modelj (Young-Loveridge, 2006). Kaip sudéciai ir atimc¢iai
vaizduoti pagrindiné priemon¢ yra skaiciy tiesé, taip daugybai vaizduoti labiausiai tinka
masyvas (Harries, & Barmby, 2008). Sis modelis, ne tik palaiko kartotinés sudéties
strategija, bet ir skatina kitokj daugybos supratimg (Day & Hurell, 2015). Multiplikatyvios
struktliros iSauga i$ grupiy adityvaus kartojimo, bet taip pat pasiZzymi savitu sutvarkymu,
kuris yra kitoks negu sudéties strukturose (Huang, 2013). Jame daugiklis ir dauginamasis
aiSkiai jvardinti, o tai padeda geriau jsivaizduoti daugybos nariy paskirtj, struktirg ir
sasajas. Lyginant su kitais vaizdavimo biidais, masyvas aiskiau parodo komutatyvumo ir
distributyvumo savybes (Milton et al., 2019).

Cia pristatytas didelés apimties kokybinis tyrimas parode, kad III-IV klaséje
vaizduojant daugyba masyvo struktiiros pieSiamos gana daznai. Viena vertus, Sioms vaiky
nupieStoms struktiiroms biidinga masyvo elementy formos jvairove (skrituliai, trikampiai,
pagaliukai, Sirdelés, batukai) galireiksti, kad mokiniams masyvo modelis yra gerai pazjstamas.
Kita vertus, mokiniai tesinaudoja viena daugybos pavaizdavimo masyvu galimybe, ir tai
ne visuomet iSlaikydami masyvo elementy isdéstymo ritmg. I$ kity autoriy atlikty tyrimy
taip pat matyti, kad masyvo naudojimas daugybai vaizduoti vaikams ne visuomet aiSkus
(Harries & Barmby, 2008). Tyrimai, jskaitant ¢ia pristatomo tyrimo duomenis, rodo, kad
dauguma ITI-TV klasés mokiniy vis tik nesupranta masyvo struktiiros. Zymi dalis IV klasés
mokiniy negeba pavaizduoti daugybos skai¢iavimo dviejy matmeny masyvu. Nors daugybos
binariné prigimtis labai svarbi, tie mokiniai daugindami jg ignoruoja (Barmby et al., 2009).
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Kadangi ieskodami kito daugybos vaizdavimo biido mokiniai retai ir ne visuomet
korektiskai suskaido masyvo struktiira, gali buti, kad jie net néra to mokomi. Kity
mokslingje ir metodinéje literatiiroje aptariamy daugybos aiSkinimo biidy tyrime dalyvave
mokiniai nenaudoja i viso, nors kai kurie i§ ty modeliy yra tinkami papildomiems daugybos
aspektams tyrinéti. Tai kelia klausima, ar realiai vykstantis daugybos pristatymas mokiniams
mokykloje yra gerai apgalvotas.

Tyrimo duomenys taip pat parodé, kad lyginant to paties mokinio pateiktus kelis
daugybos vaizdavimo budus, matyti tendencija jzvelgti komutatyvumo savybe net ir
adityviose daugybos struktiirose. Tai atskleidzia jvairiy daugybos aiskinimo modeliy
tinkamuma kai kurioms daugybos savybéms tyrinéti, taip pat gali rodyti mokiniy pasirengima
pereiti prie | multiplikatyvy daugybos supratimg stipriau orientuoty aiskinimo modeliy.

Besimokantiems daugybos vaikams visy pirma biitina suprasti tvermés désnj (savybés,
charakteristikos islieka tokios pacios, net jei iSvaizda pasikei¢ia). Tvermés supratimas yra
svarbus visumai i§ lygiy grupiy suprasti. Bendra iSdalinty j grupes vienety visuma vis tiek
iSlieka ta pati, kuri buvo iki tol (Huang, 2013).

Teigiamg poveikj mokiniams pereiti i§ adityvaus j multiplikatyvy mastyma turi
mokiniy démesio tiesioginis nukreipimas j daugybos veiksmo nariy vaidmenis ir sandaugos
struktiirg (Brickwedde, 2011). Mokantis skirtingy tos pacios sandaugos raiskos biidy, gali
buti naudingos materialios ir virtualios vaizdinés priemonés, nes jy naudojimas padeda
praktiSkai mokytis modeliuoti daugybos masyvo skaidymg j dauginamuosius. Taip
atsiranda galimybé vizualiai palyginti dviejy sandaugy rezultatus net neatlikus daugybos
veiksmy (Whitin, 2008). Tzur ir kiti (2013), taip pat McLeay (2008) sitilo nuosekliai prieiti
nuo konkre¢iy priemoniy prie schematinio vaizdavimo ir daugybos uzraso, parodant, kaip
atsiranda masyvo modelis.

Multiplikatyvumo lauka jsivaizduojant kaip Zemélapj, vaiky kelias jame yra
panasus ] tinklg ir jo iSplétojimui reikia laiko. Kaip ir bet kuriai kitai sistemai, mokiniy
supazindinimas tik su kuria nors viena sistemos dalimi néra veiksmingas (Brickwedde
2011). Kadangi tyrimo rezultatai parodé, kad daugumos tyrime dalyvavusiy -1V klasés
mokiniy daugybos supratimas néra pakankamas sékmingam matematikos mokymuisi
vyresnése klasése, daugybos temos atskleidimo pradinése klasése kryptinguma ir detaluma
verta paméginti keisti.

ISvados

Tyrimu nustatyta, kad III-IV klaséje vyrauja adityvus daugybos supratimas ir
per¢jimo 1§ adityvaus ] multiplikatyvy supratimg biisena. Sandaugg mokiniai jsivaizduoja,
kaip kartotinés sudéties rezultata. Taip suprantant daugyba, sarysiai tarp daugybos veiksmo
nariy prisimenami tik pradedant ieSkoti sandaugos. Mokiniai neskiria démesio ty sarysiy
perkélimui j sandaugg. Dél to mazéja jvairové uzduociy, kuriose mokiniai geba pritaikyti
daugyba.

Tiek adityviai, tiek multiplikatyviai samprotaujantys mokiniai pastebi ir taiko
daugybos komutatyvumo savybe. Taigi §i savybé gali biiti suprasta dviem budais: keic¢iant
daugikliy vaidmenis ir taip atrandant ta pacig sandaugg. Arba tyrinéjant sandaugos
struktiiroje atsispindintj daugybos nariy pokycio poveikj sandaugai.
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Multiplikatyviam supratimui biidingg daugybos aiSkinimo modelj mokiniai
vaizduodami naudoja gana daznai, bet nepilnavertiSkai. Multiplikatyviai apie daugyba
samprotauja mazai mokiniy, bet ir tie apsiriboja masyvo modelio taikymu. Kiti daugybos
aiSkinimo modeliai mokiniams yra nezinomi, todé¢l ir jy suteikiamos daugybos aiskinimosi
galimybés bei sarysiai vaikams lieka neatskleisti.

Taigi panasu, kad dauguma III-IV klasés mokiniy, samprotaudami apie daugyba, tik
intuityviai taiko pastebétus daugybos sarysius. Jie daznai ignoruoja daugybos veiksmo nariy
sarySius su sandaugos strukttira ir retai naudojasi galimybe patogiai skaiciuoti tikslingai
skaidydami daugiklius.

Remiantis tyrimo rezultatais, iSryskéja trys mokiniy supaZzindinimo su daugyba
pradinése klasése tobulinimo kryptys: supazindinimo su vaizdavimo biidais nuoseklumo
didinimas; tiesioginis vaizdavimo budy pritaikymo skai¢iavimams demonstravimas;
papildomas supazindinimas su ploto ir lentelés modeliais.
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Summary

AN EXPRESSION OF MATHEMATICAL CONNECTIONS IN MULTIPLICATION-
RELATED THINKING IN THIRD AND FOURTH GRADES OF PRIMARY
SCHOOL

Vaiva Grabauskiené
Vilnius University, Lithuania

Oksana Mockaityté-Rasteniené
Wtautas Magnus University, Lithuania

Mathematical comprehension is closely related to a cognition of mathematical connections.
A multiplication is a mathematical operation characterized by complex mathematical connections.
Students are early introduced with the multiplication. Therefore, in primary school, not so developed
cognition of mathematical connections may become a reason for difficulties in Maths.

A functionality of concept is based on a view to a multiplication. The analysis scientific
literature revealed that a thinking of multiplication can be either additive or multiplicative.

Additionally, the multiplication learning has a variety of additive and multiplicative
explanations. Because they use different specificity of visualization, the models are not equally
suitable for teaching children about different properties of multiplication. Based on research, in Math
classes, students are only introduced with few of the models, not covering a whole variety of them.
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In the research, a paper and pencil type of survey consisted of 157 participants from 3 and 4%
Grades, eight different classes from four different schools. The students had to fill the table explaining
multiplication of 5 x 12 in a form of writing and drawing.

The quantitative analysis of results has showed that in Grades 3 to 4, the additive view to
multiplication is much more prevalent, in comparison to the multiplicative reasoning. The array model
is used often but not in an extensive way. The students do not know other types of multiplicative
type models. In conclusion, the results showed that students of Grades 3™ and 4" knew not enough
about the mathematical connections. Therefore, teachers should pay more attention to teaching
students various ways of visualizing, for children, to obtain a comprehensive understanding of the
multiplication process.
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